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u = −px, v = −py − 1, pyy + δ2pxx = 0,
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p = 0, δ2ht = −py − 1 + δ2pxhx
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��Å	ÄR�5È
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h = (1 − x)1/2
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u ≈ −h1x
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v ≈ δ2yh1xx*�Ç�È
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s∗
&	.

&�È Å$ÄR�	ÊGÊ
m∗

�	����ÉHÅ$��Ê=$�Ä¥Á�ÃOÈ
Å	� Å	Æ0ÃGÇ�À ��$�ÃOÂGÈ À+�$Ã
a∗
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Å	Á�È
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�5ÃOÀRÃGÇ�À·Ä�Å���À+Ì0À�0�$��;ÃGÈ Å$��Êæ�	����Á"$�Ã2Í
S∗ = θ`s

∗, A∗ = θ`a
∗

�	���
M∗ = m∗
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HYÉHÈ
ÀC�@ÃOÌ-.·�Y�5ÂGÂOÅ+* ÃGÇ��;Ã�ÃOÇ�ÀæÉCÅ	��ÉCÀC�@ÃOÂ.�;ÃGÈ Å$��Ê0È �¡ÃGÇ�À
y

��È ÂGÀ+ÉHÃOÈ
Å	���5ÂGÀð�5Á�Á�ÂOÅ4L�È
Ä��5ÃOÀ+Ì/.
ÉHÅ	�YÊ9Ã.�5�@Ã 0½ÊOÄ�Å�Å5ÃOÇ�À+� '�È
����È >
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Å	��Ê
S(x, t)

(
A(x, t)

�5�Y�
M(x, t)
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À+ÊGÊ�Ê%.�ÊZÃOÀ+ÄlÅ5ÆMÀ)0�$��5ÃOÈ
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Rs
∂S

∂t
= −u

∂S

∂x
+

1

PeL

∂

∂x

(

θ`
∂

∂x

S

θ`

)

− λ1r(x, t),
0 Q � 6 � 1

∂A

∂t
= −u∂A

∂x
+

1

PeL

∂

∂x

(

θ`
∂

∂x

A

θ`

)

− λ2r(x, t),
0 Q � 6 & 1

∂M

∂t
= −λ4(M − 1) + λ3r(x, t),

0 Q � 6 É 1

*�Ç�ÀCÂGÀ
r(x, t)

È
ÊAÃGÇ�À���Å�$"&�Ì
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S(0, t) = s0θ`
�	���

A(0, t) = a0θ`
�Y�VÌNÊZÅ
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θ` = n− κ̂m
0 Q � -/1

*�Ç�ÀCÂGÀ
κ̂

È
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Ä¥À2��È-$�Ä �5�Y�¡ÃOÇ�ÀR��À+��ÊOÈIÃ#.¡Å5Æ�&�È Å$ÄR�	ÊGÊQ�	���

n = 1 − θs
ÈNÊQÃOÇ�À�ÉHÅ$��Ê9Ã.�5�@ÃQÄ�À2��È/$�Ä

ÁYÅ$ÂOÅ@ÊZÈ Ã#. ��À�2	Ì
À+ÉHÃOÈ
�"2 ÃGÇ�À Á�ÂOÀ2ÊZÀ+��ÉHÀ Å	ÆRÃOÇ�À Ä�È
ÉCÂOÅ9&YÀ2ÊC�I,ûÇ	$�Ê 0 Q � -�1 �	ÊGÊ=$�Ä�À2Ê��5Ì
Ì
&�È Å$ÄR�	ÊGÊûÂOÀ2ÊZÁ�Å	��ÊOÈ-&�Ì ÀQÆ Å	ÂV��À�2	Â.�	���;ÃOÈ
Å	�óÈ
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κ̂ � 1

�AÅ	��ÊOÈ
��ÀCÂ���Ä�Å���ÀCÌ *�Ç�ÀCÂGÀ
κ̂ � 1

ÍMÈd� À$�_ÃGÇ�ÀCÂGÀ·ÈNÊ¥Ì È ÃZÃGÌ À¡ÉHÌ
Å�292	È
�"2��1$�ÀÞÃOÅG&�È
Å	ÄR�	ÊGÊ
2	ÂGÅ+*ûÃOÇü��� À"Ì Å�Å�CÞÆ Å	ÂVÊOÅ	Ì-$�ÃOÈ
Å	��Ê0ÃGÅ�0 Q � 621 �$ÊûÀKL�Á��	��ÊZÈ
Å	�YÊAÅ	Æ÷ÃGÇ�ÀöÆ Å	ÂGÄ¡Í

S = φ0 + κ̂φ1 + · · · , A = ψ0 + κ̂ψ1 + · · · , M = ω0 + κ̂ω1 + · · ·
0 ) � 621

ÊZÅ¥ÃOÇY�;Ã
θ` = n− κ̂ω0 − κ̂2ω1 + · · ·
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∂φ0

∂t
= −u

∂φ0

∂x
+ ε

∂2φ0

∂x2
− λ1r0(x, t),

0 ) � - � 1

∂ψ0

∂t
= −u

∂ψ0

∂x
+ ε

∂2ψ0

∂x2
− λ2r0(x, t),

0 ) � - & 1

∂ω0

∂t
= −λ4(ω0 − 1) + λ3r0(x, t),

0 ) � - É 1

*�Ç�ÀCÂGÀ
ε = 1/PeL

�	���

r0(x, t) = ω0

φ0

Ks + φ0

ψ0

Ka + ψ0

,
0 ) � Q/1
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∂x (0, t) = u(φ0 −n), ε∂ψ0
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s(x, t) = φ0/n
(
a(x, t) = ψ0/n

�5�Y�
m(x, t) = ω0
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ε

√
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4t
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ε

√

1

4t
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m(x, t) = 1 + λ3

∫ t

0

s(x, t)

Ks + s(x, t)

a(x, t)

Ka + a(x, t)
dt.
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?_È-2�� Q ÈNÊQ�ÞÁ�Ì Å	ÃQÅ	Æ
ÃOÇ�À¥�	Ê%.@Ä�Á�ÃGÅ5ÃGÈ
ÉðÊOÅ	Ì-$�ÃGÈ Å$���5���¡ÃGÇ�Àæ�	$�Ä�À+ÂOÈNÉC�	Ì_ÊOÅ	Ì-$�ÃOÈ
Å	�¡Æ Å$ÂQ��È Æ°Ë
Æ ÀCÂGÀC�@Ã�';�5Ì-$�À+ÊVÅ5Æ

ε
� ,ûÇ�À3*�ÈN��ÃGÇ�Å5ÆºÃOÇ�À¨ÊZÇ�Å�É�CóÌ
�4.$ÀCÂ�ÈNÊVÅ5Æ

O(
√
ε)

��,ûÇ�ÀæÊOÇ��	ÂOÁ�ÀC��È
�"2
Å5ÆMÃOÇ�ÀðÊOÇ�Å�É�CRÌ
�4.$ÀCÂ��	Ê

ε
��À+ÉCÂOÀ2�	ÊOÀ+Ê0È
ÊVÀ�'�È
��ÀC�@Ã�È � ÃOÇ�À H�2�$�ÂGÀ+Ê+�

,ûÇ�À
O(κ̂)

À)0�$��;ÃGÈ Å$��Ê�ÉC�	�óÅ$��Ì-.8&YÀðÊOÅ	Ì-'	À2�Þ�	$�Ä�ÀCÂGÈNÉC�5Ì
Ì-.	�

����� ��! ! #<� � #������ ����� (=� �	!#� �

ª��·ÃGÇ�È
Ê0Á��	ÁYÀ+Â�*AÀö��À�'$ÀCÌ
Å	Á�À+�ó�5�ó�	���5Ì-.@ÃOÈNÉC�	Ì��	���·�	$�Ä�À+ÂOÈNÉC�	Ì��	Á�Á�ÂGÅ$�	É.Ç�ÃGÅR�5Á�Á�ÂGÅ4L�ÈIË
Ä��5ÃOÀ��	�ðÈ
�ðÊZÈ Ã%$3&�È Å$ÂOÀ+Ä¥À2��ÈN�;ÃOÈ
Å	�öÅ	Æ��VÉHÅ$�$Ã.�5Ä�È
���;ÃGÀ+�öÁ�Ç�ÂGÀ+�5ÃOÈNÉ���0�$�È Æ ÀCÂ2� ,ûÇ�ÀAÄR�;ÃOÇ�ÀHË
Ä��5ÃOÈNÉC�	Ì���ÀCÂGÈ/';�;ÃGÈ Å$�æÅ	Æ�ÃOÇ�À�AYÅ+* '	À+Ì Å�ÉHÈ Ã#."È
��'$Å	Ì-'	À2�æ�5�¥�	ÊGÊ=$�Ä¥Á�ÃOÈ
Å	�ðÃGÇ��;ÃºÃGÇ�À���0�$�È Æ ÀCÂ
È
Ê·ÃOÇ�È
� �	��� Ì
Å	�"2Y� ,ûÇ�ÈNÊ¡�	ÊGÊ=$�Ä¥Á�ÃOÈ
Å	�p�5�Y�p��È
Ä¥À+��ÊOÈ Å$���5Ìö�5���	Ì/.�ÊOÈ
Ê·Ç�ÀCÌ
Á�À+� $�Ê ÂGÀHË
�1$�ÉHÀ�ÃGÇ�À�Ã#*0Å ��È
Ä�ÀC��ÊOÈ
Å	���	Ì
Á�ÂOÅ9&�Ì
ÀCÄtÃGÅ¡�¡Å$��ÀR��È
Ä¥À+��ÊOÈ Å$���5Ì
Á�ÂGÅ�&�Ì À+Ä �)« L�ÉCÀ+ÊGÊZÈ-'	À
&�È Å$ÄR�	ÊGÊðÉHÅ$��ÉHÀ+�$ÃGÂG�5ÃOÈ
Å	����À2�5Â"ÃGÇ�À·À+�$ÃGÂG�	��ÉHÀ@&�Å�$������5Â;. Ä¥Å	ÃOÈ-';�;ÃOÀ2�J$�ÊæÃOÅ�À�L�Á�ÂOÀ2ÊOÊ
ÃOÇ�ÀVÄ�À2��È/$�Ä Á�Å	ÂGÅ$ÊOÈIÃ#.¨�	Ê���ÆI$��YÉ�ÃOÈ
Å	�RÅ	Æ &�È Å$Ä��$ÊOÊ�ÉHÅ	�YÉHÀC�@ÃGÂG�5ÃOÈ
Å	���	ÊGÊ=$�Ä�È
�"2�ÃOÇ��5ÃA�5Ì
Ì
&�È Å$ÄR�	ÊGÊ�2	ÂGÅ+*VÊ�È
��ÉHÅ	Ì
Å	��È À2Ê0�5ÃZÃ.�	É.Ç�À2�ÞÃGÅÞÊZÅ$È Ì)Á��	ÂZÃGÈ
ÉCÌ À2ÊC�

ª���ÃOÇ�À·��&YÅ+'$À�Ä¥Å���À+Ì (÷ÃOÇ�À·ÁYÅ$ÂOÀÞÉCÌ Å92�2	È
�"2¡ÈNÊæ�	ÊGÊ%$�Ä�À+�ïÃOÅ�&�À·ÊOÄR�5Ì
Ìf�÷�{Ä�Å���ÀCÌ
ÆI$�Ì Ì-. È ��ÉCÅ	ÂGÁYÅ$ÂG�5ÃOÈ
�"2 H���È ÃOÀ�Á�Å	ÂGÀ�ÉHÌ
Å�292	È
�"2�(
�5�Y��ÃGÇ�À��$É�Ã%$Y�5Ì�Ä�À+É.Ç��	��ÈNÊZÄ Å5ÆöÁYÅ$ÂOÀ
ÉHÌ
Å�2�2$È ��2¨ÈNÊ�ÉK$�ÂGÂGÀC�@ÃOÌ-.8$�����ÀCÂV��À)'	ÀCÌ
Å	Á�Ä¥À+�@Ã+�

Ü¥ã�� O Q
	�SRMPV���MPLNMPOLà+ß

�ïÀF*�ÈNÊZÇ ÃGÅ¨ÃGÇ��5� C·�ð���Q� ?�Å+*�Ì
ÀCÂûÆ Å	Â�ÄR�	��.ÞÆ Â%$�È ÃZÆI$�Ì÷��ÈNÊOÉ�$�ÊOÊOÈ
Å	��Ê+�

� $
� $ �
$ ����$ �

����� Póô$KME�(Cë5êº(+>;ø5(�(+>@< \ ô ] ô �Qô
��� ] 79=?,.>�ôüKM8C79>@,G7�(C>�<"-èDZ(C7�D�c½ñ@ëð-�=?>@*+ñ@JI(C79=¤D9=?,.-�=?>¨ë�8C7982ñ$-
é�8�ê�ô�������� �"!$#%�'&)(
�$*,+-��./!�.102�$�"!$#%!$�"3)45+�+"# 0/673)89!$.;:-6�*<!�.102=?>9W =A@-BYò � õOW � /�C¥3 � 4+45W
T+6+6�15ô

� T � S�ô KAô$D@8�ê�J?,G7�ôE8F!�.;:-6�*<!$.101= !$#A*<�G3H6?# >50I�<.;:-6J!�+H+"# 0/673K>�=?0/6��"= 6�>9ô�Kº(Cî�í$79=I<	*2,5LA>@=?ç�,G79-�=¤Ddø
'ü79,G-�-.W � `+` 4;ô

� C �<M ô X0ô ] ô)P�(C:ON0ñ$7�79=?,2W \ ñ@<$=?:O[;ø9P
ô S�ôY(+>@<QD$79=?>�<FP�ô �Qô \ =?î�ñ@JI(HD9=I8+>ó8CB
í@=?85<	,.*+7Z(+<@(+í$J?,
8+79*2(+>@=?:ö:G82>;DZ(+î"=?>�(C>;D9-0=?>Þ*+7982ñ$>�<5ê
(CD9,O7 � � ô ^ ñ@î",G79=?:�(CJ�BN8C79î�ñ$J (HD9=?82>·=I>·ë$79=?>$:.=?ë�(+Jü<	=¤c
79,.:GD9=?82>$-.ôSRT!�.U6��,VJ6�>��$��� >W6�>XVY6�>?6Z!��7= :5W �-BYò½T2õOW�T+624�3¨T2T+T5W"D$,.í$79ñ@(C7�ø � `+` 6	ô

� e � DMô [$ô	P¥82J��2W5Póô SVô å =I<$<$8�ê�-�82>ð(C>�<<\÷ô ú�ô ] ,.>$,Gý�,.JI<�ô \ =?î�ñ$JI(CD9=?82>ö8CB�î"=I:O7982í@=I(CJ@*+798�ê
D9E
<	ø	>�(Cî"=?:.-�:.8+ñ@ë$JI,.<�D98 >5ñ	D�79=I,G>5D"(+>�<�8G]	ø	*+,.>�D�7Z(C>@-�ë�8C7�D¨=?>�ë�8+798+ñ@-ðî",�<$=I(5ô^R�!$.U6��
VJ6�>��$���'=�6�>,VY6�>?67!$�7= :5W � �Yò b õOW � TC6�4�3 � T � /5W�S�ñ@*2ñ$-èD�W � `2b /	ô

� 1 � [$ô P�ô-�û<	,.>@:G7Z(C>;D$�2W5S�ô [$ô�__(+J?8;:.:ZE@=�(C>�<S`A=¤D�D9îð(C>@> ] ô P
ôüP¥85<$,GJIJ?=?>@*�D9E@,�=?>5D9,O7Z(+:GD9=?82>¨8+B
-�8+79ë	c@D9=?82>�(+>@<ûí@=?85<$,G*+7Z(2<$(CD9=?82>�82>�D�7Z(C>@-�ë�8+7�DY=?>V*+7982ñ$>�<5ê
(CD9,O7L=?>V-�=?D9ñ�í$=?8+79,.î",�<	=I(CD9=?82>
-èø	-èD9,.î"-.ô F >��bac�7�G= 6Z673$0I��de�f&9.;:-6gd$�'�$���"3ihj!$.U6��9*<�G3�6?#I# 0;��di=Z�$�W&G6��Z6��
=�6OôûKM82J?8C7Z(2<$8
\ :ZE@8;8+JY8CB÷P¥=?>@,.-0Kº(+î"ë$ñ@-.W � `+` C	ôc[2ñ$>@, ` c � T


