8 Paskaita. Atsitiktiniy dydziy vidurkis

8.1 Paprastojo atsitiktinio dydZio matematiné viltis

Tarsime, kad Sio skyrelio atsitiktiniai dydziai yra apibrézti tikimybinéje erdvéje
(Q, A, P)

Apibrézimas. Paprastojo atsitiktinio dydzio X su reiksmiy aibe C = {x1, ..., x}
matematine viltimi (vidurkiu) vadiname skaiciy

21P(X =21) + 22 P(X = x2) + ... + 2, P(X = zy).

Zymime atsitiktinio dydzio X vidurkj taip
k k
EX =Y oP(X=1)= api,
i=1 i=1

éiapi :P(X:IJ,Z: 1,2,...,k.
Pavyzdys. Bernulio atsitiktinj dydi X (w) = I,ea) galime uzrasyti taip
X(w) =1-Tpeay +0-Iygay. Todél jo vidurkis

EX=1-p+0-(1-p)=p,

kur p=P(A), A € A.

Pavyzdys. Panagrinékime tokj losima. Sumokéjes vieno euro mokestj, lo-
séjas traukia du rutulius i$ urnos, kurioje yra du balti ir trys juodi rutuliai.
Jam iSmokama tiek eury, kiek balty rutuliy jis istrauké. Taigi jeigu jam pavyko
istraukti tik vieng balta rutulj, jis atgauna jmokéta eura, jeigu du — gauna du
eurus. Kam naudingas toks loSimas: loséjams, ar losimo organizatoriams? Isi-
vaizduokime, kad tokioje loterijoje dalyvauja didelis loséjy skaicius n. Vadinasi,
jie organizatoriams sumoka n eury. Apskaic¢iuokime, kiek vidutinskai atgauna
vienas loséjas.

Tegu X yra balty rutuliy skaicius tarp istrauktyjy, kartu ir loséjo laiméjimas.
Tada

_a
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1,1
=0,3, P(X:l):cég3 =0,6, P(X=2)
5

_ G
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P(X =0) =0,1.

Vidutiniskai vieno loséjo laiméjimo vidurkis yra
EX=0-0,3+1-0,6+2-0,1=0,8.
Turint omenyje, kad jis jmokéjo viena eura, loséjas vidutiniskai pralaimi 0,2

eurus. Toks yra losimo organizatoriaus pelnas. Pavyzdziui, jei pavyko pritraukti
100 loséjuy, losimo organizatoriaus pelnas bus 20 eury.



Apibrézimas. Tegu & yra diskretusis atsitiktinis dydis, be to eiluté
> wP(E=
xT

absoliuciai konverguoja. Tada sios eilutés sumq Zymésime EE ir vadinsime at-
sitiktinio dydzio & matematiniu vidurkiu.

Prisiminkime, kad eilutés absoliutus konvergavimas reiskia, kad eilute > [P (£ =

x) konverguoja (jos suma yra baigtiné). Jei atsitiktinio dydzio £ matematinis
vidurkis egzistuoja, tuo paciu egzistuoja ir |{| matematinis vidurkis.

8.2 Diskreciyjy atsitiktiny dydziy vidurkiy skaic¢iavimas

Pavyzdys. Binominis dydis
Jei & ~ B(n,p), tai £ jgyja reikSmes k = 0,1,2,...,n su tikimybémis

P& =k)=Crp*(1—p)"~.

Apskaic¢iuosime vidurkj:

E{ =) kCip(1—p)"” —anCff =)t
k=0

= npz P =p)" T = mp.

Pavyzdys. Puasono dydis
Jei & ~ P()N), tai € igyja reikSmes k= 0,1,2,... su tikimybémis

Apskaiciuosime vidurkj:

o] Ak . [e ] Akil . [e ]
E{:Zkﬁe :/\Z(k_l)!e =)
k=0 k=0
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Panagrinékime vidurkio savybes.
Teorema. Tegu &,&1,& yra diskretiefi atsitiktiniai dydZiai, turintys mate-

matinius vidurkius. Teisingi tokie teiginiai:

1. su bet kokiomis konstantomis c1 ir ca dydZio c1&1 + ca€2 matematinis vi-
durkis taip pat egzistuoja ir

Elc1&1 + 28] = a1 E& + Eéo;

2. jei & < &, tai E§ < By,
3. |E{| < El¢|;



4. jei &1,& yra nepriklausomi, tai atsitiktinio dydZio & - &o vidurkis taip pat
egzistuoja ir
El¢ - &) = E& - EG.

Teorema. Tegu & yra atsitiktinis dydis, igyjantis reiksmes xz; , oY = f(X)
— kitas atsitiktinis dydis, tai atsitiktinio dydZio Y vidurkis (jei tik jis egzistuoja)
lygus

k
EY =Y f(z:)P(X = ;).
i=1

Pasinaudoje sudétingo atsitiktinio dydzio reiSkimo paprastesniais idéja ap-
skai¢iuosime hipergeometrinio dydzio vidurkj.
Pavyzdys. Hipergeometrinis dydis.
Tegu urnoje yra m balty ir n juody rutuliy, atsitiktinai traukiame u(u <
m + n), rutuliy. Atsitiktinio dydzio X reiksmeé — balty rutuliy skai¢ius tarp
istrauktyjy. Surasime Sio dydzio vidurkj. Dydzio reikSmiy tikimybes apskaicia-
vome jau ankstesniame skyrelyje, taigi
v U—v
EX =) vgui
v m—+n
¢ia sumuojama pagal visas galimas dydzio reikSmes v. Uzuot skaiCiave Sia suma
tiesiogiai, bandykime iSsisukti. Galime jsivaizduoti, kad rutuliai traukiami ne
visi i§ karto, bet vienas po kito. Pasinaudosime dydziais X1, Xo, ..., X,:

1, jei i-asis rutulys baltas,
X, = U .
0, jei i-asis rutulys juodas.

Tada
X=X1+...+X,

Pastebékime, kad visy dydziy X; tikimybeés yra vienodos:

P(X;i=1)=—"— PX;=0)=——,
m-4+n m+4+n
EX;=1. " 4o.— > =" |
m-+n m-+n m-+n
Taigi
m

EX=EX;+...+EX, =u- .
m+n

Sis pavyzdys dar karta rodo, kokia svarbi yra vidurkio adityvumo savybeé.
Ja pasinaudoje netiesiogiai suskaiciavome gana sudétinga suma.

Pavyzdys. Geometrinis dydis

Jeigu Bernulio schemos bandymus su sékmés tikimybe p atliksime iki pirmos
sekmes, tai atlikty bandymuy skaicius X bus geometrinis atsitiktinis dydis, t. y.

PX=m)=q¢"'p, m=12,....



Apskaic¢iuosime sio dydzio vidurkj. Kokia turéty buti vidurkio reiksmeé, galime
spéti taip. Jeigu pirmasis bandymas baigési sékme, tai X = 1, jeigu nesékme —
viskas tarsi prasideda nuo pradziy ir vidutiniskai i viso teks atlikti (iskaitant
pirmaji) 1 + EX bandymy. Taigi

1
EX=1p+(1+EX)g (1-qEX=p+qg=1 EX=-.
P

8.3 Absoliuciai tolydziyjuy dydziy vidurkiai

Diskreciojo atsitiktinio dydzio X vidurkj galime suvokti kaip svorio centro ko-
ordinate: jeigu skaidiy tiesés taskuose x; "patalpinsime’ p;, = P(X = z;) dydzio
svorius (Zr. brézinj, jame svoriai vaizduojami vienodo plocio ir tikimybéms p;
proporcingo aukscio stulpeliais), tai EX bus Sios figuros svorio centro koordi-
nate.

bi

Pik

T;

[=

1 pav.: Vidurkis kaip svorio centras.

Jeigu X yra tolydusis atsitiktinis dydis, tai su visomis reiksSmémis z teisinga
lygybeé P(X = x) = 0. Tarkime, atsitiktinis dydis yra absoliuciai tolydusis, taigi
turi tankj px (z). Tada galime jsivaizduoti, kad ant skaiciy tiesés yra patalpinti
ne pavieniai svoriai, bet "uzdéta" figura, kuria is virsaus riboja tankio grafikas.
Kur dabar reiktj jrengti atrama, kad tiesé buty pusiausvyroje, t.y. kaip nustatyti
svorio centro koordinate? Si koordinaté biity absoliu¢iai tolydziojo atsitiktinio
dydzio vidurkis.

Apibrézimas. Jeigu absoliuciai tolydziojo atsitiktinio dydzio X tankis yra

px (x) ir integalo
| lelpx(a)ds

— 00



reiksmé yra baigtiné, tai atsitiktinio dydzZio X vidurkiu vadinsime skaiciy
o0
EX :/ xpx (z)d.
— 00

Yra absoliuciai tolydziyjy atsitiktiniy dydziy, kurie vidurkiy neturi.
Pavyzdys.
Tarkime, atsitiktinis dydis X turi tokj tankj:

0, jei |x] <1,
={ 1
px() 3 deilel > L.

Nusibraize tankio grafika, pamatytume, kad abscisiy asis ir tankio grafikas ap-
riboja simetriska ordinaciy asies atzvilgiu figura. Norétysi teigti, kad nulis yra
Sios figuros "svorio centro" abscisé, taigi ir atsitiktinio dydzio vidurkis. Taciau
nesunku jsitikinti, kad tankis netenkina salygos, suformuluotos vidurkio apibre-
zime. Prasminga kalbéti tik apie ty figury, kuriy "svoriai" baigtiniai, svoriy
centrus!

Pavyzdys. Sankt Peterburgo paradoksas

Bankas nutaré paskelbti tokig loterija: dalyvis sumoka bankui dalyvio mo-
kestj x ir méto moneta tol, kol pasirodo pirmas herbas. Jeigu tai jvyksta r-me
metime, dalyvis gauna iS banko suma 2". Koks turi buti dalyvio jnasas x, kad
bankui si loterija nebuty nuostolinga?

Aisku, kad P(¢ =27) = L, todeél

2T

Eﬁzilf-%:oo

Taigi su bet kokiu pradiniu jnasu loSimas negali buti naudingas bankui. Para-
doksalu Sioje situacijoje ne tai, jog vidurkis neegzistuoja, bet tai, kad paskelbus
§j losima, pavyzdziui, su 100 eury pradiniu jnasu ir iSdésc¢ius matematinj jro-
dyma, kad losimas visada nuostolingas bankui, tikriausiai pavykty pritraukti
nedaug zmoniy sudalyvauti loSime, nes akivaizdu, kad dideli iSloSimai yra labai
mazai tikétini.

Zinome, kaip skai¢iuoti atsitiktinio dydzio ¥ = f(X) vidurki, kai X yra
diskretusis atsitiktinis dydis. Panasus teiginys teisingas ir absoliuciai tolydiems
dydziams.

Teorema. Tegu & yra atsitiktinis dydis, turintis tankj pe(z) , o ¢ — Borelio
funkcija, n = ¢(§). Atsitiktinis dydis n turi vidurkj tada ir tik tada, kai integralas

[ " 16(@) pe (2)de

yra baigtinis. Tada

By = [ " be)pe(a)d



Diskrec¢iyju atsitiktiniy dydziu vidurkiy savybes (aditityvumo, nepriklausomuy
atsitiktini dydziy sandaugos vidurkio) yra teisingos ir absoliuc¢iai tolydziuju atsi-
tiktiniy dydziu atveju. Atsitiktiniams absoliuciai tolydiems vektoriams teisinga
$i teorema.

Teorema. Tegu & = (&1,...,&,) yra absoliuciai tolydusis atsitiktinis vekto-
rius, f: R™ — R — tokia Borelio funkcija, kad integralas

/ / [f(z1,...,zn)|pe(z1,. .., z0)der .. . day

yra baigtinis. Tada atsitiktinis vektorius n = f(&1,...,&n) turi matemating vi-
durkyg ir

Enz/ / fx1, .. xn)pe(zr, ..o, xn)day . .. dxy,

8.4 Absoliuciai tolydziyjy atsitiktiny dydziy vidurkiy skai-
¢iavimas
Pavyzdys. Tolygusis atsitiktinis dydis
Tegu atsitiktinis dydis X yra tolygiai pasiskirstes intervale [a,b]. Tada jo

tankis
0, jei z & [a,b],
= 1
px(@) . jei x € [a, b)].

Akivaizdu, kur reikia jrengti atrama, kad "tankio staciakampis" likty pusiau-
svyroje:

b+a
EX = .
2

Taciau apskaiciuokime ir naudodamiesi apibrézimu:

o 1 b ¥ —a®> b+ta
EX—/_OOpr(x)dgc—b_a/a xdx—2(b_a)— 5

Pavyzdys. Eksponentinis atsitiktinis dydis
Apskai¢iuosime eksponentinio atsitiktinio dydzio X ~ &(\) vidurkj. Sio
dydzio tankis
0, jei z < 0,
px(x) = { )\e"\m, jei x > 0.

Skaiciuojant vidurkj pasinaudosime integravimo dalimis metodu:

o0 o0 o o0 1 .
EX = / \re Mdr = —/ xd (e*M) = —:vefmyo —l—/ e My = —Ze M0 =
0 0 0 A

Pavyzdys. Normalusis atsitiktinis dydis

0

T



Standartinio normaliojo atsitiktinio dydzio X ~ N(0,1) tankis

Akivaizdu, kad funkcija yra lyginé, jos grafikas simetriskas ordinaciy asies at-
zvilgiu, todel EX = 0.

Jeigu tiesiskai transformuosime sj dydj, t. y. apibrésime Y = o0 X + p, tai
gausime vél normalyjj dydj Y ~ N (u, o) Jo vidurkis

EY =E[cX 4+ u| =E[oX]+ E[u] = cEX + = p.



