5 Paskaita. Atsitiktiniai dydziai

5.1 Paprastieji atsitiktiniai dydziai

Tarkime métome losimo kauliuka. Ivykus baigtims wy, ws, w3, Sioms baigtims
priskiriame skaiciy -1, likusioms baigtims — skaiciy 1. Taigi apibrézéme funkcija
is baigéiy aibés | reikSmiy aibe X : Q — {—1;1}. Funkcijos reikSmeés paaiskéja
tik atlikus atsitiktinj eksperimenta, todél naturalu sia funkcija laikyti atsitik-
tiniu dydziu. Pirmavaizdziai X ~*(—1) = {wy,we, w3}, X (1) = {wa4, ws, we}
yra atsitiktiniai jvykiai. Toks atsitiktinis dydis jgyja reikSmes -1 ir 1 su tikimy-
bémis
PX=-1)=PX=1)=1/2

Toks atsitiktinis dydis iliustruoja taip vadinamus paprastuosius atsitiktinius dy-
dzius.

Apibrézimas. Funkcija € : Q — R vadinama paprastu atsitiktiniu dydzZiu,
jei & jgyja reiksmes s baigtinés aibés ir kiekvienai reiksmei x jos pirmavaizdis
priklauso o—algebrai A

(@) ={w:gw) =z} e A

Pavyzdys. Jei A € R yra Borelio aibé, tai sios aibés indikatorius, funkcija
I : R — R apibrézta tokiu budu:

|1, jeiwe A,
IA(w)_{ 0, jeiwd A

yra paprastas atsitiktinis dydis. Veéliau jsitikinsime, kad I4(w) yra Borelio
funkcija, nes jos pirmavaizdziai yra Borelio c—algebros aibés.

Nagrinékime macia erdve (£2,.A) ir jos skaidinj Q@ = A; U Ao U ... U Ay.
Tarkime, kad aibés A; € A visiems ¢ ir A; N A; = 0, kai i # j. Jei £ yra
atsitiktinis dydis, z; — jo reikdmés, A; = £~1(z;) yra atsitiktiniai jvykiai. Tada

§w) = Y wla(w). (1)

Netrukus pamatysime, kas & yra paprastas atsitiktinis dydis. Taigi kiekviena
paprasta atsitiktini dydj galima isreiksti dar paprastesniais — atsitiktiniy jvykiy
indikatoriais. Indikatorius galime interpretuoti kaip signalus, kurie nurodo, ar
ivykis jvyko, ar nejvyko.

Teiginys. Jei £, 7 yra paprasti atsitiktiniai dydziai, a, b — realus skaiciai, tai
¢ = a& + bn yra taip pat paprastas atsitiktinis dydis.

Sis teiginys yra teisingas ir bendruoju atveju: baigtinio skaic¢iaus paprasty
atsitiktiniy dydziy tiesiné kombinacija yra paprastas atsitiktinis dydis. Taigi £
lygtyje (1) yra paprastas atsitiktinis dydis.



5.2 Atsitiktinio dydzio sgvoka

Nagrinéjant tikrovéje vykstancius bandymus, kartais buna sudétinga nusaky-
ti baigtis, taciau lengva — tam tikras ty baigciy charakteristikas. Pavyzdziui,
sunku nusakyti, kokia baigtis lémé, kad siandien salta, taciau iSmatuoti tempe-
ratira galime. Daznai mums ne tiek rupi pati bandymo baigtis, kiek tam tikra
skaitiné jos charakteristika. Pavyzdziui, loterijos dalyviui svarbus laiméjimo
dydis, besiruosianciam iseiti i§ namy — oro temperatura ir t. t. Pries bandyma
tokiy dydziy reikSmiy nejspési, taigi tai — atsitiktiniai dydziai.
Pavyzdys. Atsitiktinis skritulio taskas.

Tarkime, skritulyje, kurio spindulio ilgis r = 5, atsitiktinai parenkamas taskas.
Tegu X yra pasirinktojo tasko atstumas iki centro. Kadangi X reikSmeés i
anksto nuspéti negalime, tai X — atsitiktinis dydis, jgyjantis reiksmes is skaiciy
intervalo [0;5]. Jeigu matuosime atstuma iki centro ir apvalinsime iki sveikojo
skaiCiaus, gausime dydj Y, igyjantj reikSmes i skaiciy aibés {0;1;2;3;4;5}.
Akivaizdu, kad

- 32 3,52
P(X<3) =22 —036, P <3)="" 049,
(3,52 — 2,52
P(X =3) =0, P(Y:3):7T(’—52’):O,24.
7T-

Tikimybé P(X < x) bus apibrézta tada ir tik tada, kai baigéiy aibe {w :
X(w) < z} priklausys pasirinktai jvykiy o—algebrai A. Taigi atsitiktinis dy-
dis yra funkcija, kuri yra "suderinta" su musy jvykiy c—algebra A. Jeigu Sios
salygos nebuty, ne visy jvykiy, susijusiy su dydziu X, tikimybes galétume ap-
skaiciuoti.

Tegu (2, A, P) yra tikimybiné erdvé. Jau anksciau apibrézéme paprastuosius
atsitiktinius dydzius. Tai funkcijos & : Q — R, kuriy reiksmiy aibé baigtiné, o
kiekvienai reiksmei = jos pirmavaizdis priklauso A: ¢~1(x) € A. Apibendrinsime
Sia savoka.

Apibrézimas. Funkcija & : Q@ — R vadinama atsitiktiniv dydziu, jei su
kiekviena Borelio aibe B € B

{wig(w) e By =¢71(B) € A. (2)

Taigi jei € yra atsitiktinis dydis, tai galima skaiciuoti, pavyzdziui, tokias tiki-
mybes:

P(a < &(w) <b), P(&(w)>0b), P({&w) yra racionalus skai¢ius)

ir t.t. Jei & = (&1,&,...,&,) yra atsitiktinis vektorius, tai kiekviena jo kom-
ponenté yra atsitiktinis dydis. Kadangi Borelio aibiy yra be galo daug, tai ne-
imanoma tiesiogiai patikrinti salygos (2). Tac¢iau pakanka ja patikrinti poaibiy
sistemai, kuri generuoja Borelio aibiy sistema.

Teiginys. Tegu S — aibés R poaibiy sistema ir o(S) = B. Funkcija £ : Q —
R yra atsitiktinis dydis tada ir tik tada, kai su kiekviena aibe B € S teisingas
sarysis £71(B) € A.



Priminsime, kad Borelio c—algebra generuoja intervalai [a, b), ta¢iau pakan-
ka imti intervalus (—oo,b). IS suformuluoto teiginio iSplaukia, kad norédami
patikrinti, ar £ yra atsitiktinis dydis, galime apsiriboti salygos (2) tikrinimu
aibéms B = (—o0, ),z € R.

Pavyzdys. Fiksuokime Borelio aibe A € R. Funkcija f : R — R apibrézta
tokiu budu: f(x) =1, kai z € A ir f(z) = 0, kai © ¢ A, vadinama aibés A
indikatoriumi. Patikrinkime, ar funkcija—indikatorius yra Borelio funkcija.

Bet kuriai aibei B € B teisingi teiginiai: jei {0;1} € B, tai f~*(B) = R;
jei {0;1}N B =0, tai f~1(B) = 0; jei {0;1} N B = {0}, tai f~1(B) = 4; jei
{0;1}yN B = {1}, tai f~1(B) = A. Kadangi aibés (), A, A, R yra Borelio aibés,
gavome, kad f~1(B) yra Borelio aibé bet kuriai Borelio aibei B. Taigi f yra
Borelio funkcija.

Borelio funkcija galime apibrézti atsitiktiniams vektoriams.

Apibrézimas. Funkcija f : R"™ — R™ vadinama Borelio funkcija, jei su
kiekviena Borelio aibe B € B™

fi(B) e B (3)

Tikrinti (3) salyga nebutina kiekvienai Borelio aibei B™, pakanka ja patikrinti
intervaly sistemai

S ={(—00,b1) X ... x (—00,by),b; € R},

nes $i intervaly sistema generuoja Borelio o—algebra B™ = ¢(5).

Toliau atsakysime j klausima: atlike kokius veiksmus su atsitiktiniais dy-
dziais vél gausime atsitiktinius dydzius? Pasirodo, kad tai algebriniai veiksmai
— sudetis, atimtis, daugyba ir dalyba), taip pat analizés operacijos — ribos, mak-
simumai, minimumai.

Teorema. Tegu & : Q — R™ yra atsitiktinis vektorius, o f : R" — R™ —
Borelio funkcija. Tada n = f(§) yra taip pat atsitiktinis vektorius.

Isvada. Jei £ : Q) — R yra atsitiktinis dydis, o ¢ yra konstanta, tai
&+ c,ck, €|, €2 taip pat yra atsitiktiniai dydziai.

Teorema. Tegu &,n: Q — R yra atsitiktiniai dydziai.

Tada & £n,&-n,&/n(n £ 0) yra taip pat atsitiktiniai dydZiai.

Prisiminsime, kad skai¢iy sekos x,, apatiné riba lim, inf x,, yra maziausias
sekos ribinis taskas, o virsutiné riba lim, sup x, yra didziausias sekos ribinis
taskas.

Teorema. Tegu &, : Q@ — R,n = 1,2,... yra atsitiktiniai dydziai, Tada
Sfunkcijos

inf&,, sup&,, liminf&,, limsupé&,
n n n n

yra taip pat atsitiktiniai dydZiai. Jei seka &, konverguoja, tai jos riba lim,, &,
yra atsitiktinis dydis.
5.3 Atsitiktiniy dydziy skirstiniai

Kiek sio skyriaus eiluciy nepatingésite perskaityti? FEiluciy skaicius — diskretusis
atsitiktinis dydis. O kiek laiko sugaisite skaitymui? Tai — tolydusis atsitiktinis



dydis.
Nagrinékime tikimybine erdve (£2,.4, P), taip pat atsitiktinius dydzius & :
Q — R bei atsitiktinius vektorius £ : 2 — R™.
Apibrézimas. Tegu £ : Q@ — R™ - atsitiktinis vektorius, £ = (§&1,...,&m)-
Jo pasiskirstymo funkcija vadinsime funkcija Fe : R™ — [0,1], apibréZiamq
taip:
Fe(x1,...,2m) = P(& <21, ., &m < Tm)- (4)

Jei m = 1, tai £ yra atsitiktinis dydis, o F¢(z) — vieno kintamojo funkcija
Fe(x) = P(§ < x). Pasinaudodami pasiskirstymo funkcija galime skai¢iuoti ir
kitas tikimybes, pavyzdziui,

Pla<€<b) =P <b)— P€ <a) = Fe(b) — Fela),
P >a)=1—-P( <a)=1-Fc(a).

Pateiksime pagrindines pasiskirstymo funkcijos savybes.
Teorema. Atsitiktinio dydzio & pasiskirstymo funkcija turi sias savybes:

1. Fe(x) yra nemazéjanti funkcija;

2. Fe(z) yra tolydi is kairés;

3. mllﬁloo Fe(x) =0, CEli)ngo Fe(x) =1.

Irodymas. Pazymékime pirmavaizdziy aibes A, = {w : {(w) < x}. Tada
Fe(z) = P(Ay).

1. jel 1 < x2, tai Ay, C Ay,. Tada P(Ag,) < P(As,), ty. Fe(z) yra
nemazéjanti funkcija;

2. del xy < wo < ... < xlimy ooy = @, tal Ay, C Ay, Co.Lir UpAy, =
A,. Pasinaudoje teorema apie tikimybiu monotoniskuma, gausime

lim P(A,,) = P(A;), arba lim Fe(x,) = Fe(x);

T.y. atsitiktinis dydis yra tolydi is kairés funkcija.

3. tegu 1 < w2 < ..., lim, oo T, = 00. Tada U,A,, = Q. Pasinaudoje
tikimybiy monotoniskumu ir P(€) = 1, gausime teoremos teiginj;
tegu x1 > wg > ..., lim, oo ¥y, = —oo0. Tada N,A,, = (. Teoremos
teigin taip pat gauname i tikimybiy monotoniskumo ir P((}) = 0.

Funkcija F¢ turi visas savybes, kuriy reikia tikimybiniam matui Pr : B —
[0; 1] konstruoti. Sj mata zymésime P ir vadinsime atsitiktinio dydZio skirstiniu.

Apibrézimas. Jei atsitiktinio dydzio (arba atsitiktinio vektoriaus) reiksmiy
aibé yra baigtiné arba skaiti, tai tokj atsitikting dydj vadinsime diskreciuoju.
Pavyzdziui, paprastieji atsitiktiniai dydziai yra diskretieji.



Tegu ¢ yra diskretusis atsitiktinis dydis. Tada jo jgyjamas reiksmes galima
sunumeruoti. Siuos numerius pazymeékime s;, i € I, éia I yra baigtiné arba bega-
ling, bet skaiti numeriy aibé. Kadangi jvykiai {w : {(w) = s;} yra nesutaikomi,
0 jy sajunga sudaro 2,

> P(E(w) =si) = 1.
il

Be to,

Fe(x)= ) P(Ew) = s). (5)
ic€l,s;<x

Diskreciojo atsitiktinio dydzio pasiskirstymo funkcija turi trukius taskuose
si, 0 Suoliy dydziai Siuose taskuose yra P({(w) = s;).

Pavyzdys. ISsigimes atsitiktinis dydis ir jo skirstinys.

Jei atsitiktinis dydis jgyja vienintele reiksme, t.y. yra toks skaiius a, kad P(§ =
a) = 1, tai tokj atsitiktinj dydj vadinsime iSsigimusiu. Jo pasiskirstymo funkcija

Fe(x) = {

IS esmés Sis dydis néra atsitiktinis. Paveiksle 1 pavaizduota Sio atsitiktinio
dydzio pasiskirstymo funkcija. Ji turi vienintelj trukj taske z = a.

0, kaiz<a,
1, kaiz>a.

=Y

1 pav.: ISsigimusio atsitiktinio dydzio pasiskirstymo funkcija.

Pavyzdys. Metame simetriska moneta. Pazymékime & herbo atvirtimy
skaiciy. Siam eksperimentui imkime tikimybing erdve, kurios elementariyjy jvy-
kiy aibeé yra Q = {wq, w1 }, atsitiktiniy jvykiy c—algebra A = {0, {wo}, {w1}, 2},
o tikimybinis matas aprasytas lygybémis P({wo}) = P({w1}) = 1/2. Dydj & api-
brézkime taip:

1, kalw=w,
§w) = { 0, kaiw = wp.
Kadangi A sudaryta i$ visy 2 poaibiy, visy Borelio aibiy pirmavaizdziai pri-
klausys A, todél £ yra atsitiktinis dydis. Jo pasiskirstymo funkcija
0, kai x <0,
Fe(x) =< 1/2, kaiO<az <1,
1, kai x > 1.



Paveiksle 2 pavaizduota Sio atsitiktinio dydzio pasiskirstymo funkcija. Ji turi
trukius taskuose = 0 ir = 1 ir Suoliy dydziai yra 1/2.

i

0.5

i i = e

0

2 pav.: Atsitiktinio dydzio pasiskirstymo funkcija.

Teorema. Daugiamadio atsitiktinio dydzZio X = (X1,...,X,,) pasiskirsty-
mo funkcija Fx(xy,...,Tm) turi Sias savybes:
1. kiekvienam k,1 <k <m Fx(x1,...,2m) = 0, kai ), = —00;

. pasiskirstymo funkcija yra nemazéjanti kiekvieno argumento atzvilgiu;
L Fx (21, xm) = 1, kai 21 — 00, ..., Ty — 00;

2
3
4. Fx yra tolydi is kairés kiekvieno argumento atZvilgiu;
5

. kiekvienam k,1 <k <m,k > 2, Fx, . Xy 1, X0, Xns1sesXm (L1y - o3 The1,00, Thg1s- - -5 Tm)
yra atsitiktinio dydzio (X1,..., Xg—1, Xpt1,--., Xm) pasiskirstymo funk-
cija, ji vadinama atsitiktinio vektoriaus (X1,...,X,,) marginaligja pasi-

skirstymo funkcija.



