4 Paskaita. Nepriklausomi eksperimentai

4.1 Bernulio schema

Tarkime, n karty kartojamas bandymas, kurio baigéiy aibé ; = {0,1}. Baigtj
0 vadinsime nesékme, o baigti 1 — sékme. Bandymu serijos baigciy aibé yra

Q=0 ={(w,ws,...,w,): w; =0,1}.

Reikia apibrézti baigéiu w = (wq, wa, ..., w,) tikimybes. Baigtj w galime inter-
pretuoti kaip jvykiy sankirta: pirmajame bandyme pasirodé wi, antrajame — ws
ir t.t. Pazymeékime P(wy,|w1,ws, ..., wy_1) tikimybe, kad m-ajame bandyme
pasirodé w,, su salyga, kad ankstesniuose bandymuose pasirodé wy, wa, . . ., Wy—1.
Tikimybe P(w) galime apskaiciuoti pasinaudoje tikimybiy sandaugos teorema:

P(w) = P(wy)P(wa|w) ... P(wp|wi, wa, ..., Wy—1).

Tarkime dabar, kad bandymai nepriklauso vienas nuo kito. Sékmeés tikimybé
visuose bandymuose yra ta pati ir lygi p(0 < p < 1), o nesékmés — g = 1 — p.

Tada P(wp,|wi,wa, ..., wm—1) = P(wy), ¢ia P(wy,) = p, jei wy, =1 (sékmeé)
ir P(wy,) = g, jei wy,, =0 (nes¢kme). Taigi P(wy,) = p¥mgl=wm.
Tada baigties w = (w1, wa, ..., w,) tikimybe
P(w) — pwlqlfwl . pw2q17w2 A pwnqlfwn.

Pazyméje s(w) = wy + we + . .. + wy,, gausime
P(w) _ ps(w)ql—s(w).

Ka tik sudaryta diskrecioji tikimybiné erdvé vadinama Bernulio schema.
Apibrézimas. Bernulio schema vadiname diskrecigjq tikimybine erdve (Q, P(Q), P),

dia Q = {(w1,wa, ..., wy) :w; = 0,1}, P(Q) yra visy Q poaibiy o—algebra, kick-

vienam elementariajam jvykivi w € Q,w = (Wi, wa, ..., wy,),

P(w) = p*™ ¢ =) s(w) = wy + w2 + ... + wy.

Bernulio schema yra n vienody ir nepriklausomy bandymy su dviem baigtimis
ir tomis paciomis siy baigciy tikimybeémis matematinis modelis. Tokio bandymo
pavyzdys — monetos métymas. Pateiksime formule suskaiciuoti tikimybei, kad
bandyma pakartoje n karty gausime m sékmiy.

Teorema. Tegu S, — sékmiy skaicius n nepriklausomy bandymuy serijoje su
sékmés ir nesékmés viename bandyme tikimybémis p,q =1—p,0 < p < 1. Tada

pa(k) = P(Sy(w) = k) = Ciptq"™". (1)



Tikimybiy rinkinj (1) vadiname Binominiu skirstiniu. I$skleide dvinarj
(px + q)™ pagal Niutono binomo formule,

n
(p:Z? + q)n _ Z Cspkqnkak
k=0

matome, kad p, (k) yra koeficientas prie z* siame skleidinyje. Pastaroji formu-

lé yra specialus vadinamyjy generuojanciyjy funkcijy atvejis. Bernulio schema
ir binominis skirstinys pasirodo jvairiuose tikrovés reiskiniy modeliuose, pavyz-
dziui, tyrinéjant atsitiktinj dalelés klaidziojima plokstumos taskais, kuriy koor-
dinatés yra sveikieji skaiciai.

Pavyzdys. Dalelés klaidziojimas.

Su Bernulio schemos elementariuoju jvykiu w = (wq, wa, ..., w,) susiekime
lauzte, kuri jungia plokstumos taskus

(050)7 (Lwl)v (2,11)1 + U)Q), ERE (nawl ‘w2 + ...+ ’(Un)

Tada tuos w, kuriems S, (w) = k atitinka lauztés, kurios baigiasi taske (n, k).
Sios lauztés gali tik kilti j virsy.

Pavyzdys. Tarkime, vyksta teismas, kuriame 12 prisiekusiyjy ziuri turi
nuspresti, ar teisiamasis kaltas. Kaltinamajam nuosprendziui paskelbti pakanka
8 is 12 teiséjy balsy, t.y. maziausiai 8 teiséjai turi balsuoti uz tai, kad teisiamasis
buty paskelbtas kaltu. Tarkime, kad teisé¢jai balsuoja nepriklausomai vienas
nuo kito, ir kad kiekvienas i$ jy priima teisinga sprendima su tikimybe 0. Kokia
tikimybeé, kad teismas priims teisinga sprendima kaltinamojo atzvilgiu?

Sprendimas. Uzdaviniui iSspresti nepakanka informacijos. Pavyzdziui, jei
teisiamasis nekaltas, teisingas sprendimas yra jo nenuteisti. Tikimybeé, kad
prisiekusiyjy ziuri priims teisinga sprendima

12
S - 0,

=5

tuo tarpu, jei teisiamasis kaltas, teisingas sprendimas yra ji nuteisti. Sio spren-

dimo tikimybe
12

> i1 —0)

i=8
Taigi, jei pazymeésime « tikimybe, kad teisiamasis yra kaltas, ziuri priims tei-
singa sprendima, priklausomai nuo to, ar jis is tikryjuy yra kaltas, ar nekaltas su
tokia teisingo sprendimo tikimybe:

12 12
ad CLt'(1—0)""+(1—a)) Clo'(1-6)""
1=8 1=5

Tikimybé p, (k) yra p, n ir k funkcija. Fiksuokime p. Kaip tada kinta p,, (k)
kintant &7 Mums rupi rasti tas k reiksmes, kurioms p, (k) yra didziausia. Jos
vadinamos tikétiniausiomis jvykiy w reikSmeémis ir zymeésime k.
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1 pav.: Binominio skirstinio tikétiniausios reikSmeés.

Tikétiniausios reiksmeés tikimybeé p,, (ko) esant pakankamai dideliems n, kiek
norima mazai skiriasi nuo tikimybés p. Tikétiniausios reikSmeés ieskosime i$
nelygybiy

np —q < ko < np+p.
Pavyzdys. Metame losimo kauliukg 50 karty, metimai nepriklausomi. Ko-
kia tikétiniausia SeSiy akuciy atvirtimo reikSmeé?
Turime: n = 50,p=1/6,q = 5/6. Tuomet

1 5 11
o2 k<50 = 4= < ko < 8,5.
50z~ e <k <50 o> T5<k <85

Sveikasis skai¢ius tarp 7,5 ir 8,5 yra 8. Taigi kg = 8. Sio jvykio tikimybé
1\® 42

pn(ko) = C§, <6) <%> ~ 0,151. Matome, kad p, (ko) nedaug skiriasi nuo

1/6 ~ 1.67.

4.2 Puasono teorema

Nagrinékime Bernulio schema. Jei atlikome 100 monetos metimy, o herbo at-
siverimo tikimybé p = 1/10, tai tikétinas herbo pasirodymu skai¢ius galéty
buti 10. Metus moneta 1000 karty, galéetume tikétis, kad apytiksliai 100 karty
asiverté herbas. Apskritai, po n metimy, herbo atsivertimy skaic¢ius k turéty
atspindéti herbo atsivertimo Ssansus p ir todél tikétina, kad k =~ np.
Jei turétume skirtingy nesimetriniy monety rinkinj su atitinkamomis p reiks-
meémis pq, pe, ... tokiomis, kad
lim np, = A (2)
n—oo
tai atlike n eksperimenty su n-ta moneta, galetume tikétis, kad apytikriai np,, =
A karty atsivers herbas. Kokia tikimybé, kad n-to eksperimento metu herbas



atsivers k karty? Tiksly atsakyma pateikia binomines tikimybes formulée (1).
Taciau ja nevisada lengva naudotis. Pasirodo, kad esant patenkintai salygai
(2), binomine tikimybe galime apytiksliai apskai¢iuoti, panaudojant Puasono
tikimybe.

Teorema. Tarkime, kad sqglyga (2) yra patenkinta su A < oo. Tuomet
visiems k=0,1,2..., kai n — oo

pn(k) = C’rklpfl(l _pn)n_k - ?e_k' (3)
Pastaba. Jei A = 0ir k = 0, tai desinei (3) lygybés pusei priskiriame reiksme 1.
Pavyzdys. Tarkime, tikimybé, kad tam tikros masinos pagaminta detalé
bus brokuota, yra lygi 0,1. Raskite tikimybe, kad i 10 detaliy bus ne daugiau
kaip 1 brokuota.
Sprendimas. Pazymeékime X — brokuoty detaliy skaic¢iy is 10.

P(X <1)=P(X =0)+P(X =1) = C%0,1°,9'° + C},0,1'0,9° ~ 0.7361.
Pasinaudoje Puasono aproksimacija su parametru A = 10- 0,1 = 1, gauname
PX<1)=PX=0)+PX=1)=e+e ! ~0.7358.

Pavyzdys. Tarkime, kad tipografiniy klaidy skaicius knygos puslapyje turi
Puasono skirstinj su parametru A = 1/2, t.y. klaidu puslapyje skai¢iaus tiki-
mybe gali buti apskaiciuota pagal formule (3). Apskai¢iuokite tikimybe, kad
atsitiktinai atverstame knygos puslapyje bus bent viena klaida.

Sprendimas. Pazymékime X — klaidy skaiciy puslapyje.

(1/2)°

P(X>1)=1-P(X=0)=1- Te*/? =1-e1/2~0.393.

4.3 Polinominé schema

Apibendrinkime Bernulio schema. Tarkime, kad vieno bandymo skirtingy baig-
¢iy yra ne dvi, bet r(r > 2) : Q1 = {1,2,...,r}, o Sy baigciy tikimybeés lygios
atitinkamai

P1y-- -5 DPrs ngzgla p1+p2++pT=1

Tarkime, kad ta patj bandyma kartojame n karty ir vienas bandymas nedaro
itakos kitam. Tada tokios bandymy sekos baigtys yra gretiniai

w=(n,wy,wa,...,wy), w;€{1,2,...,r}

o ju tikimybeés
P(w) = pw, Pros - - - Puwy, -

Pavyzdys. Metame losimo kauliuka n karty. Manome, kad metimai yra
nepriklausomi. Kiekviena kartg gali atvirsti 1, 2, ..., 6 akutés. Jei kauliukas



simetriskas, kiekvieno i$ tu jvykiy tikimybé yra 1/6. Turime apibendrintaja
Bernulio eksperimenty schema.

Tikimybine erdve, kuri apraso n nepriklausomy vienody bandymuy su baigc¢iy
skai¢iumi r seka, vadinsime polinomine schema. Kai r = 2, ji virsta Bernulio
schema.

Apibrézimas. Polinomine schema vadiname diskrecigjq tikimybine erdve
(Q,P(2),P), ¢ia Q = {(w1,wa,...,wp) :w; € {1,2,...,7}}, P(Q) yra visy Q

poaibiy o—algebra, kiekvienam elementarigjam jykiui w € Q,w = (w1, ..., wy,),

P(w) = pw, Prog - - - Puwy, -

Teorema. Tegu S! — n vienody ir nepriklausomy bandymy serijoje pasiro-
dziusiy baigciy i skaicius, p1,ps, ..., pr — baigciy 1,2, ..., r pasirodymo tikimybés
viename bandyme. p,q = 1—p,0 < p < 1. Tada su visais m; > 0, mi+...4+m, =

n,

!
_ 1 _ T _ n m M
p(n,ml,...,mr)—P(Sn—ml,...,Sn—mr)—mpl1...pT N

¢ia m; >0, my+...+m, =n. Sis tikimybiy rinkinys vadinamas polino-
miniu skirstiniu. Sia schema galime naudotis, pavyzdziui, skai¢iuojant tiki-
mybes, susijusias su losimo kauliuko métymy serija ir pan. ISskleide reiskinj
(p1x1 + ...+ prx,)™ pagal multinomo taisykle, gauname, kad p(n,mq,...,m,)
yra koeficientas prie 7™ ... z!"".

Pavyzdys. Fabrikas gamina detales. Jos arba atitinka standartus, arba yra
per ilgos, arba per trumpos. Tikimybé, kad detalé bus per ilga, lygi 0,01, kad
bus per trumpa, — 0,03. Atsitiktinai parenkama 100 detaliy. Kokia tikimybeé,
kad tarp ju bus 2 per ilgos, 3 per trumpos, o visos kitos standartinés?

Sprendimas. Turime, p;1 = 0,01,p2 = 0,03, p3 = 0,96. Taigi pagal gautaja
formule

_ 100' 2 3 95
p(100,2,3,95) = 5000,01%0,03%0, 96%° ~ 0,042.



