11 Paskaita. Atsitiktiniy dydziy kovariacija ir
koreliacijos koeficientas

11.1 Apibrézimai ir savybés

Avpibrézimas. Tegu atsitiktiniy dydziy &1, &2 antrieji momentai egzistuoja. Dy-
dj
cov(&1,&2) = E(& — E&) (& — ES)

vadinsime dydziy &1, & kovariacija, o dydj

cov(&1,€2)
p(&1, &) = —=——==2,
VD& DE,
kai vardiklis nelygus nulivi — koreliacijos koeficientu. Jei bent vienas is dydziy
&1, & yra issigimes, tai sakysime, kad koreliacijos koeficientas lygus nuliui.
Nesunku jsitikinti, kad kovariacija galima skaiciuoti ir taip:

cov(§1,62) = E& & — EGEE,.

Pavyzdys. Skaiciais pazyméti rutuliai

Urnoje yra trys balti rutuliai, pazyméti skaiciais 1, 0, 0 ir du juodi, ant
kuriy uzrasyti skaic¢iai 1, 1. Atsitiktinai be grazinimo traukiami du rutuliai,
dydis X lygus balty rutuliy skaiciui, o Y — skaiciy, uzrasyty ant rutuliy, sumai.
Apskaic¢iuosime dydziy kovariacija. I pradziy sudarykime tikimybiy P(X =
z,Y =vy) lentele

X=0]|X=1|X=2
Y =0 0 0 0,1 |0,1
Y=1 0 0,4 0,2 0,6
Y=2| 0,1 0,2 0 0,3
0,1 0,6 0,3
2
Pavyzdziui, P(X =2,Y =0) = C—zz Susumave skai¢ius surasytus stulpeliuose,

gauname dydzio X reikSmiy tikimybes, o eilutése — dydzio Y reiksmiy tikimybes.
Skaiciuodami vidurkius galime nerasyti ty démeny, kurie lygus nuliui:

EX =1-0,6+2-0,3=1,2,
EY =1-0,6+2-0,3=1,2,
EXY =1-1-0,4+1-2-0,24+2-1-0,2=1,2,
cov(X,Y)=1,2—1,2-1,2 = —0, 24.



Pasvarstykime, kodél pavyzdzio dydziams gavome neigiama kovariacijos reiks-
me. Kai dydis X jgyja didesnes uz vidurkj reiksmes, t.y. X — EX > 0, tai
dydis Y linkes jgyti mazesnes reiksmes, t.y. Y — EY < 0 ir atvirksciai. Taip ir
yra: daugiau balty rutuliy — mazesné skaiciy suma, nes baltyjy rutuliy numeriai
mazesni. Taigi jei kovariacija yra neigiama, tai esant didesnéms vieno dydzio
reikSméms, kito dydzio reikSmeés linkusios buti mazesnés. Jeigu kovariacija yra
teigiama, tai esant didesnéms vieno dydzio reikSméms ir kito dydzio reikSmés
linkusios buti didesnés.

Apskai¢iuosime koreliacijos koeficienta p(X,Y).

EX?=EY? =1.0,6+4-0,3=1,8,
DX =DY =1,8—1,22 =0, 36,
0,24
/0.36.0.36
Apibrézimas. Jeigu X,Y yra atsitiktiniai dydziai ir cov(X,Y) > 0, tai dy-

dZius vadinsime teigiamai koreliuotais, jeigu cov(X,Y) < 0, dydZius vadinsime
neigiamai korelivotais. Jeigu cov(X,Y) = 0 dydZius vadinsime nekoreliuotass.

p(X,Y) = = —0, 667.

Teorema. Tegu &1,& yra atsitiktiniai dydziai, turintys baigtines ir nenuli-
nes dispersijas. Teisingi tokie teiginiai:

1. [p(&1,62) < 1;
2. p(&1,&) = 0 tada ir tik tada, kai D[& 4 &) = D& + DEs;

3. lygybé |p(&1,&2)| = 1 teisinga tada ir tik tada, kai egzistuoja konstantos
A1, A2, A3, ne visos lygios nuliui, kad

P(A& + A& = A3) = 1.

Irodymas.

1. Irodymas isplaukia is koreliacijos koeficiento apibrézimo ir Sios nelygybés
momentams:

El616] < (B&)V?(B)'?,
kurioje reikia vietoje ¢&; irasyti E[¢; — E&;], i =1, 2.
2. Imdami vidurkius abiejose tapatybes
(&1 +&—E& —E&)? = (6 —E&)? + (& — E&)” +2(6 — E&) (& —ES)
pusése gausime

D[& + &) = D& 4 2cov(€1,&2) + Dés.

I$ ¢ia isplaukia 2-as teiginys.



3. Tegu
PA&+ X6 =A3) =1

ir )\1 7§ 0. Tada P(é'l = afg + b) = 1. Is cia
D¢ = a’D&, & —E& =a(& —E&),  cov(ér, &) = aDé.

Tada

s = = = sgn a,
p(&1,&2) DEDE,  Jo] 8
Tegu dabar p(&1,&2) = 1. Apibrézkime atsitikting dydj

cov(Er.&) _ a

_ <§1 ~E4 & —E§2>2 -
VD& VD& -

Nesunku patikrinti, kad En = 0. Bet tada turi buti

P(fl—Eﬁl L —EL :0) _1
vD& vDé&o '

Analogiskai tiriame atveji p(§1,&2) = —1. Taigi, radome konstantas A1, Az, As,
ne visos lygios nuliui, kad

P(A& + Xb = A3) = 1.

Koreliacijos koeficientas nepriklauso nuo to, kokie matavimo vienetai naudojami
dydziy reikSméms uzrasyti. Tai iSplaukia i$ teoremos.

Teorema. Tegu X,Y yra atsitiktiniai dydziai, turintys teigiamas dispersi-
jas, o ai,as,by, by — bet kokie skaiciai, a1 - as # 0. Tada

p(X,Y), jei ay - as > 0,

plarX + br, az¥ +ba) = { —p(X,Y), Jjeiay-az <0,

Taigi koreliacijos koeficientas nesikeicia, kai dydzius tiesiskai transformuojame
su to paties zenklo "skalés keitimo" koeficientais aq, as.
Tarkime pakartoje bandyma n karty, gavome atsitiktiniy dydziy X, Y reiks-
miy poras
(x1,91)s (T2,92)5 - - s (Tn, Yn)-

Jas galime pavaizduoti plokstumos taskais. Jeigu dydziai buty teigiamai ko-
relivoti, tai taskai issidéstyty pagal tiese su teigiamu krypties koeficientu, zr.
1 pav. Jeigu neigiamai koreliuoti — taskai susitelkty apie tiese su neigiamu
krypties koeficientu.

Jeigu p(X,Y) = 0, taskai sudaryty "debesj" ir grupavimosi apie jokia tiese
negalétume jzvelgti. Taigi koreliacijos koeficientas naudojamas dviejy dydziy
tiesinés priklausomybés laipsniui matuoti.
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1 pav.: Teigiamai ir neigiamai koreliuoty atsitiktiniy dydziy reiks-
miy vaizdavimas plokstumoje.

11.2 Koreliacijos koeficiento savybés

Teorema. Tegu X,Y yra atsitiktiniai dydziai, turintys baigtines ir nenulines
dispersijas. Teisingi tokie teiginiai:

1 -1<p(X,Y) < L;

2. Jei Y = aX 4+ b kur a ir b yra skaiciai, tai p(X,Y) = 1, jei a > 0 ir
p(X,Y)=—1, jei a <0;

3. Jei p(X,Y) = £1 tai egzistuoja skaiciai a # 0,

P(Y =aX +b) =1

11.3 Nepriklausomy atsitiktiniy dydziy sumos skirstinys

Daznai tenka nagrinéti dviejuy ar daugiau nepriklausomuy atsitiktiniy dydziy su-
ma. Pavyzdziui, dalyvavus dvejose loterijose naturalu suvesti abiejy laiméjimuy
arba pralaiméjimy balansa. Pavyzdziui, binominj atsitiktinj dydi X ~ B(n,p)
reiskiame Bernulio atsitiktiniy dydziy X; suma:

X=X1+Xo+...4+ Xy,

¢ia X; = 1, jei i-me bandyme pasirodé sékmé, X; = 0, jei buvo nesékmé, o p
yra sékmés tikimybeé kiekviename bandyme. Sie dydziai susije su nepriklauso-
mais bandymais, taigi ir patys yra nepriklausomi. Dviejuy atsitiktiniy dydziy
suma taip pat yra atsitiktinis dydis. Kaip jo skirstinys priklauso nuo démény
skirstiniy?

Teorema. Jei £, n yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, ¢ = &€ +n, tas

P(=2)= Y PE=x)P(n=y). (1)

T,y rt+y==z



Pavyzdys. Tegu X ir Y yra nepriklausomi binominiai atsitiktiniai dydziai
su parametrais (n,p) ir (m,p). Rasime atsitiktinio dydzio X + Y skirstinj.
Pasinaudoje formule (1) bei X ir Y nepriklausomumu gausime:

HX+Y:@:ﬁéﬂX:LY:k—ﬂzjiﬂX:ﬂHY:k—w
i=0 =0

n n
— Z C:'lpiqnficslfipkfiqukJri _ pkanrmfk Z O;Cﬁ;z
1=0 1=0

_ O7l:+mpkqn+mfk.

Matome, kad atsitiktinio dydzio X + Y skirstinys yra binominis su parametrais
(n 4+ m,p). Tai visiskai naturalu, nes X +Y yra atsitiktinis dydis, kuris reiskia
sekmiy skaiciy atlikus n+m nepriklausomy eksperimenty, kiekviename is kuriy
sekmés tikimybé yra lygi p.
Atsakysime j klausima apie nepriklausomy atsitiktiniy dydziy sumos skirstinj,
kai démeénys yra tolydieji atsitiktiniai dydziai.

Teorema. Jei &1, & yra absoliuciai tolydieji nepriklausomi atsitiktiniai dy-
dziai, turintys tankius pe,,pe,, tai atsitiktinis dydis n = & + & yra taip pat
absoliuciai tolydusis ir jo tankis lygus

Pei+¢o (u) = /OO Y431 (’U)pﬁz (u - ’U)d’l) = /Oo Pe, (U)pfl (’U, - ’U)d’l}. (2)

Pavyzdys. Tegu X ir Y yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, turintys to-
lyguji skirstinj intervale (0,1). Rasime atsitiktinio dydzio X + Y skirstinj. IS
lygties (2) ir tankio funkciju

1, 0<u<1l,
px(u) = py(u) = 0, kitur

gauname
1
pxyy(u) = / px(u—v) - 1dv.
0
Kai 0 < u <1
pPx+y(u) = / dv = u.
0

Kail<u<2,

1
px+y(U)=/ dv=2—u.
u—1

Taigi
u, 0<u<l,
px+y(u): 2—u, 1<u<?2,
0, kitur.



2 pav.: Trikampio skirstinio tankio funkcija.

Atsitiktinis dydis X + Y turi trikampj skirstinj, nes jo tankio funkcija turi
trikampio forma (7r. 2 pav.)

Teorema. Jei X;,i = 1,2,...,n yra nepriklausomi normaliai pasiskirste
atsitiktiniai dydZiai, turintys vidurkius p; ir dispersijas o2,i = 1,2,...,n, tai jy
suma . X; yra taip pat normaliai pasiskirstes atsitiktinis dydis su paramet-
rais =Yy ;_ pi iro* =31 ok



