8 Paskaita. Koreliaciné analizé. Poriné tiesiné
regresija.

8.1 Koreliacijos koeficiento taskinis jvertis.

Tarkime, stebime kiekybinius kintamuosius X ir Y. Turime atsitiktine imtj
(X1,Y1),...,(X,,Ys). Norime jvertinti atsitiktiniy dydziy X ir YV tiesinés pri-
klausomybés mata — Pirsono koreliacijos koeficienta pxy . Koreliacijos koeficien-
to pxy taskiniam jverciui (arba empiriniam koreliacijos koeficientui) skaic¢iuoti
naudojama formulé
VX X7 = (2 X)) (n Y7 - (L Yi)?)

Koreliacijos koeficientas, apskaiciuotas is imties duomeny, matuoja dviejy kie-
kybiniy kintamuyjy tiesinio rysio stipruma ir sio rysio kryptj. Imties koreliacijos
koeficientas Zymimas simboliu yra R (jo realizacija — simboliu r). Koreliacijos
koeficiento jgyjamos reikSmeés yra nuo -1 iki +1. Jei tarp kintamyjy yra stiprus
teigiamas tiesinis rysys, r reikSmé bus artima +1. Jei yra stiprus neigiamas tie-
sinis rysys tarp kintamuyjy, r reiksmeé bus artima -1. Kai néra kintamuyjy tiesinio
rysio arba yra tik silpnas tiesinis rysys, r reikSmé bus artima 0. Koreliacijos
koeficiento R realizacija r turi Sias savybes:

1. Jei koreliacijos koeficientas r > 0, tai didéjant X, Y taip pat didéja. Jei
r < 0, tai didéjant X, Y mazéja.

2. rnepriklauso nuo X ir Y matavimo skaliy. Pavyzdziui, visus X padauginus
i$ 1000, r reiksmé nepasikeis.

3. r(X,)Y)=r(Y,X).

4. r neparodo netiesinés priklausomybeés.

5. r priklauso nuo duomeny homogeniskumo, t.y., kuo X arba Y reiksmeés
vienodesneés, tuo r mazesnis. Jei visi z; vienodi, tai r = 0.

6. r yra suderintasis p jvertis, t.y. kuo didesné imtis, tuo r yra artimesnis
tikrajai koreliacijos koeficiento reiksmei p.

7. Koreliacijos koeficientas r nenusako priezastingumo.

Pavyzdys. Apskaic¢iuokite turtingiausiy JAV Zmoniy amziaus ir jy turto
empirinio koreliacijos koeficiento reiksme pagal pateiktus 1 lenteléje duomenis:
Norédami iSspresti uzdavinj uzpildykime pagalbing 2 lentele. Istate reikSmes is
paskutinés eilutés i formule (1), gausime:

8-13363.6 — (519)(208.1)

R= = —0.176.
/(834227 — (519)2) (8 - 6495.41 — (208.1)2)




1 lentelé: Turtingiausiy JAV Zmoniy amziaus ir jy turto duomenys

Person Age z Net wealth y

A 73 16
B 65 26
C 53 50
D 54 21.5
E 79 40
F 69 16
G 61 19.6
H 65 19

2 lentelé: Pagalbiné lentelée

Person Age x Net wealth y  xy x2 Y2

A 73 16 1168 5329 256

B 65 26 1690 4225 676

C 53 50 2650 2809 2500

D 54 21.5 1161 2916 462.25

E 79 40 3160 6241 1600

F 69 16 1104 4761 256

G 61 19.6 1195.6 3721 384.16

H 65 19 1235 4225 361

Fviso: S 2 =510 S y—=2081 S 2y—13363.6 5 «2=34227 5 4% = 6495.41

r reikSmeé rodo labai silpng neigiama rysj tarp kintamyjy. Ar Sis rysys yra
statistiskai reiksmingas, issiaiskinsime kitame skyrelyje.

8.2 Hipotezé apie koreliacijos koeficiento lygybe nuliui.

Norime patikrinti, ar dviejy atsitiktiniy dydziy X ir Y koreliacijos koeficientas
px,y reikSmingai skiriasi nuo nulio. Tikrinama hipotezé:

Hy:pxy =0,
Hy:pxy #0.

Zinoma, kad statistika

n—2

1— R?

turi Stjudento skirstinj su n — 2 laisvés laipsniais, jei Hy teisinga. Tarkime, kad
a yra reikSmingumo lygmuo. Kritinés sritys nurodytos 3-je lenteléje.

T=R



3 lentelé: Kritinés sritys

Hy Hy atmetama
pxy #0 |t > tasa(n—2)
px,y <0 t<—ta(n—2)
pxy >0 t>tu(n—2)

Patikrinsime hipoteze apie koreliacijos tarp JAV zmoniy amziaus ir juy turto
koeficiento lygybés nuliui su dvipuse alternatyva ir ae = 0.05.

[ 8-2
t=—0.176 | —————— ~ —0.44, t 025(6) = 2.447.
1—(—0.176)2 +t0.025(6)

Kadangi t = —0.44 ¢ W = (—o00; —2.447) U (2.447; +00), Hy neatmetama, t.y.
galime laikyti, kad koreliacijos koeficientas tarp JAV zmoniy amziaus ir jy turto
lygus nuliui.

8.3 Poriné tiesiné regresija. Maziausiy kvadraty metodas.

Imties koreliacijos koeficientas rodo tiesinio rysio tarp dvieju stebimy kintamuyjuy
stipruma. Taciau koreliacijos koeficiento zinojimo nepakanka, norint prognozuo-
ti, daryti statistines iSvadas.

Pavyzdys. Tarkime, zinome, kad pajamos is produkcijos pardavimo ir islaidos
reklamai labai stipriai koreliuoja tarpusavyje. Taciau, negalime pasakyti, kiek
padidés pardavimy apimtis, i$laidas reklamai padidinus 1000 eury. Zinant tik
koreliacijos koeficiento dydj, negalime atsakyti i klausima, ar apsimoka skir-
ti pinigy produkcijos reklamai. 1 pav. (apsimoka) 2 pav.(neapsimoka), nors
koreliacijos koeficiento dydziai abiem atvejais nesiskiria.

Regresiné analizé turi tiksla nustatyti keliy dydziy funkcinj rysj. Kitas re-
gresinés analizés tikslas yra priklausomo kintamojo Y reiksSmiy prognozavimas
pagal nepriklausomo kintamojo X reiksmes. Imkime pavyzdj, kai norima nusta-
tyti rysj tarp namy ukio pajamy ir islaidy maistui. Nustate funkcinés priklau-
somybés forma ir jvertine modelio parametrus galésime atsakyti i klausimus:

o kiek vidutiniskai pasikeisty islaidos maistui namy tukio pajamoms padidé-
jus 100 eury/meén.?

o ar gali vidutinés islaidos maistui sumazéti padidéjus pajamoms?

o kokias prognozuotume vidutiniskas islaidas maistui namy ukiams, kuriy
pajamos per ménesj sieks 800 eury?

Siuo atveju kintamasis Y — namy ukio islaidos maistui, vadinamas endoge-
niniu (paaiskinamuoju) kintamuoju, kintamasis X — namuy ukio pajamos, yra



/

X X
Pav. 1 Pav.2

1 pav.: X —islaidos reklamai, Y — produkcijos pardavimai

egzogeninis (paaiSkinanantysis). Paprastas tiesinis regresinis modelis aprasomas
lygtimi:
Y =pi+ X +e, (2)

Abejose sios lygties pusése yra atsitiktiniai dydziai. Fiksuokime namy ukio pa-
jamas X = 700 eury/meén. ir apklauskime n atrinkty namy ukiy, turinéiy tokias
ménesines pajamas, gausime imties realizacija y1, Y2, ..., Yn. Galime suskaicCiuoti
imties salyginj vidurkj su salyga X = 700, tai yra teorinio salyginio vidurkio
py 700 = E(Y|X = 700) jverti fiy 700 = — >, ¥i- Panasiai galime fiksuoti pa-
n

jamas ties tam tikra konkrecia reiksme ir skaic¢iuoti islaidy maistui salyginio
vidurkio jvertj kitai namy ukio pajamy X reiksSmei, pvz., fiy|soo. Bendru atveju
vidutiniy islaidy maistui py|, = E(Y|X = z), kai pajamos fiksuotos X = z,
priklausomybé nuo pajamuy aprasoma lygtimi:

E(Y|X =) = p1 + fa. (3)

Funkciné priklausomybé gali buti ir kitokia. Daznai funkcinio rysio forma nusta-
tyti padeda duomeny grafinis atvaizdavimas. Funkcija (3) vadinama paprastos
tiesinés regresijos funkcija, o nezinomi parametrai 81, 2 — regresijos paramet-
rais. [} vadinamas laisvuoju nariu (angl. intercept). Jis reiskia namu ukio,
kurio ménesio pajamos yra nulinés, vidutines islaidas maistui. (2 vadinamas
marginaliu polinkiu isleisti maistui (angl. slope). Jis reiskia vidutiniska islai-
dy maistui pasikeitima, pajamoms pakitus 1 eury. S lygus salyginio vidurkio
E(Y|X = x) iSvesting z atzvilgiu:

_AE(Yl|z) dE(Y|x)
B Ax N dx

Geometriné regresijos koeficienty interpretacija pavaizduota pav. 2

B2

8.4 Paprasto regresinio modelio prielaidos

Norédami jvertinti regresijos parametrus, pirmiausia renkame duomenis apie
namy ukiy islaidas maistui ir ménesines pajamas, t.y. (Y, Xy),t = 1,2,...,T.
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2 pav.: Paprastas tiesinis regresinis modelis

(Y;, X;) yra i-jo namy tikio duomenys. Sios imties generavimo modelis yra
}/t:61+52Xt+5t;t:1527'“7T' (4)

Regresinés analizés esmé yra tai, kad priklausomas kintamasis Y skaidomas j 2
komponentes: sistemine ir atsitiktine. Sisteminé Y komponenté yra jo vidurkis
E(Y|x) = 51 + P2z, kuris néra atsitiktinis dydis. Atsitiktiné Y komponenté yra
skirtumas tarp Y ir jo salyginio vidurkio E(Y |x). Ji vadinama atsitiktiniu nariu
arba paklaida ir apibréziama taip:

e=y—p1— B (5)

Paklaida ¢ apima visus kitus faktorius, jtakojancius Y, isskyrus faktoriy X.
Suformuluokime paprasto regresinio modelio

Yi =01+ B2 Xt + et
prielaidas paklaidoms &;:

1. Nuliniy vidurkiy prielaida: Ee; = ... = Eep = 0. Si prielaida ekvivalenti
E(Y;|Xy) = B1 + BaXyt = 1,2,...,T.

2. Homoskedastiskumo prielaida: var(s;) = o%,t = 1,2,...,T. Si prielaida
ekvivalenti var(Y;|X;) = o2,t = 1,2,....,T, nes sie dydziai skiriasi tik
konstanta. Jei dispersija priklauso nuo t ir var(e;) # var(es) kuriems
nors t # s, tai sakome, kad modelis yra heteroskedastinis.

3. Nekoreliuoty paklaidy prielaida: cov(ey, e5) = cov(Ys, Ys) = 0, kai t # s.
4. Kintamasis X néra atsitiktinis dydis ir yra bent 2 jo skirtingos reiksmeés.

5. Gausiniy paklaidy prielaida: atsitiktiniai dydziai €1, ...,ep yra nepriklau-
somi ir &, ~ N(0,02),t = 1,2, ..., T. Si prielaida ekvivalenti prielaidai, kad
duomenys turi salygini Gausinj skirstinj (Y;|X;) ~ N(B1 + B2X¢,02),t =
1,2,...T.



3 pav.: Maziausiy kvadraty principas

8.5 Regresijos parametry jvertinimas

Norédami jvertinti regresijos parametrus 1, 82, pirmiausia turime surinkti duo-
menis. Tarkime, kad turime 40 respondenty imties realizacija (Yi, X;),t =
1,2,...,40. Tarkime, kad Sia imtj generuojantis procesas yra

Y, =51+ B Xy + &4

ir galioja prielaidos paklaidoms 1.— 4.

Koeficienty (1, B2 radimui pritaikysime maziausiy kvadraty principg, kurio esmé
— vertikaliy atstumy nuo tasky iki regresijos tiesés kvadraty suma turi buti
minimizuojama. IS regresijos lygties apskaiciuotos reiksmeés yra

9i = B1 + Baw;.
Vertikalus atstumai nuo kiekvieno tasko iki regresijos tiesés
€ =vi— 9 =vyi— P — Pom;
pavaizduoti pav. 3. Ieskome tokius (1, 52, kad suma

N

N
S(B1,B2) = &7 => (yi— 1 — fami)?
i=1

i=1
buty maziausia. Apskaic¢iuojame funkcijos S(f1, 32) dalines iSvestines pagal
b1, B2 ir prilyginame jas nuliui:
08
=2NB1 =232 yi+262 > ) =0
1

By
gi;i =23 2y + 261 (@) + 262 (3oaF) =0

(6)



Perrasome (6) lygciu sistema tokiu budu:

NP1+ B2 Qo xi) = wi 7
Br (O xi)+ B2 (Do F) =D iy

Padaugine pirmaja lygti i§ — > x;, o antraja i N ir abi lygtis sudéje, gausime

—f2 (Z$i)2+ﬂ2NZ$? =N miyi—Y @Y Ui

Is ¢ia gauname koeficiento Sy maziausiy kvadraty jvertj:
By = NY @iy — 2 %) yi
2 = 5.

N af— (@)

Lygciy sistemos (7) pirmoje lygtyje issireiske 51 gausime Sio koeficiento maziau-
siy kvadraty jvertj:

(8)

br =y~ baz. (9)
Cia y = Y. wi/N ir & = Y. 2;/N. Jei nebiity iSpildyta priclaida 4. ir visos z;
reiksmés buty vienodos, lygties (8) vardiklis buty lygus nuliui. Pasinaudodami
formulémis (8) ir (9) gauname koeficienty jvercius pajamy — islaidy uzdaviniui:

Bg = 10.21,31 = 283.5735 — (10.21)(19.6048) = 83.416
Gautoji regresijos tiesés lygtis yra
Ui = 83.416 + 10.21%;. (10)

Duomenys ir pajamy ir islaidy modelj atitinkancioji regresijos tiesé pavaizduoti
pav. 4. Atkreipkime démesj i tai, kad visada regresijos tiesé eina per taska, kuris
nusakomas empiriniy vidurkiy (z,y), Siuo atveju per taska (19.6048,283.5735).

8.6 Gauso-Markovo teorema.
Nagrinékime klasikinj tiesinj regresinj modelj

Y = f1+ (o X+t =1,2,..,T.

o Maziausiy kvadraty (MK) metodu gauti 8y ir By jverciai yra tiesiniai
jverciai, nes jie yra tiesiniai y; dariniai.
o Sie jver¢iai yra nepaslinkti, t.y. EfBy = B1,EBy = B, kai galioja prielaidos

lickanoms 1.— 4.

o IS visy nepaslinkty jverciy geriausias yra tas, kurio dispersija yra maziau-
sia, nes tada tikimybeé, kad parametro jvertis yra arciau tikrosios para-
metro reikSmeés, yra didesné.
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4 pav.: Ivertintas pajamy ir islaidy modelis

GAUSO-MARKOVO TEOREMA. Klasikinio tiesinio regresinio modelio
su prielaidomis lieckanoms 1.— 4. parametry ; ir [ jverciai, gauti maziausiy
kvadraty metodu, turi maziausiag dispersijg tarp visy tiesiniy nepaslinkty jverciy.

Taigi MK metodu gauti jverciai yra geriausi tarp visy tiesiniy nepaslinkty
iver¢iy arba best linear unbiased estimators (BLUE) jverciai.

o Teorema neteigia, kad MK jverciai yra geriausi is visy galimy.

o Jei negalioja bent viena i$ prielaidy 1.- 4., tada Bl ir /6)2 nebus BLUE
(arba geriausiais) jverciais.

e Gauso-Markovo teorema nepriklauso nuo gausiskumo prielaidos 5.



