7 Paskaita. Neparametriniai kriterijai. Pirsono
(Chi kvadratu) kriterijus.

7.1 Chi kvadratu suderinamumo kriterijus.

Statistinés hipotezés, apibudinancios tiriamo atsitiktinio dydzio skirstinj, o ne
konkrecias parametry reikSmes, vadinamos neparametrinémis. Pvz., ar tiriamo
atsitiktinio dydzio skirstinys yra normalusis, Puasono, binominis, t.t. Nagriné-
dami neparametrines hipotezes, reikia isskirti 2 atvejus: kai stebimo atsitiktinio
dydzio tikétinas skirstinys nepriklauso nuo nezinomy parametry ir kai jis pri-
klauso nuo vieno ar keliy nezinomy parametry.

1. Pirmasis modelis. Tarkime, kad atlikus eksperimenta, gali jvykti vie-

nas i$ k nesutaikomy jvykiy Aq, Ao, ..., Ay su atitinkamomis tikimybémis
P1,P2s -y Pk, P1 + D2 + ...+ pr = 1. Atliekame n nepriklausomy eksper-
imenty. Pazymeékime O;,i = 1,2,...,k (nuo angl. observed), stebimus

ivykio A; pasirodymuy skaicius, atlikus n eksperimenty. Tikétini jvykiu
A; dazniai, atlikus n eksperimenty, skai¢iuojami pagal formule: F; = np;
(nuo angl. ezpected, tikétinas). Statistika

k k
s = (0i —E)? (05 —npi)?
e ; E; B Z npi ’ (1)

i=1

kai n neapréztai didéja, turi y? skirstinj su k — 1 laisvés laipsniais.

2. Antrasis modelis. Sis modelis nuo pirmojo modelio skiriasi tuo, kad
tikimybeés p; priklauso nuo s nezinomuy parametru p; = p;(ai,...,qs).
Apskaiciave nezinomy parametry taskinius jvercius oy, ..., ds, gauname
tokia statistikos X? israiska:

X2 _ Z (Oz —npiA(OéAl,...A, ds))z' (2)
P np;(di,...,ds)
Kai n neapréztai dideja, X2 turi x? skirstinj su k& — s — 1 laisvés laipsniais.

Kai atsitiktinis dydis yra pasiskirstes pagal hipotetinj teorinj modelj, skirtumai
tarp stebimy ir tiketiny dazniy yra nedideli, todél statistikos X? reik§mé yra
nedidelé. Todél siuo atveju tikétina, kad teorinis modelis yra tinkamas api-
budinant stebima atsitiktinj dydj. Hipotezei apie stebimo atsitiktinio dydzio
skirstinj tikrinti naudojamas kriterijus, kuris dar vadinamas Pirsono suderina-
mumo kriterijumi. x? kriterijus parodo, ar skirtumas tarp empirinio ir teorinio
skirstiniy yra reikSmingas, t.y. ar stebimas empirinis skirstinys suderinamas su
teoriniu modeliu.

Diskretusis atvejis. Tarkime, kad atlikus n eksperimenty, stebimas dis-
kretusis atsitiktinis dydis jgyja k skirtingy reiksmiy z; su atitinkamais dazniais



0;,i=1,2,...,k,01 + ... 4+ O = n. Tikrinsime hipoteze, kad stebimo kinta-
mojo skirstinys yra zinomas ir tikimybeé, kad jis igis reiksme x; lygi p{. Tikétini
dazniai, atlikus n eksperimenty lygiis E; = np?. Tiek stebéjimy turéty priklau-
syti i-jai kategorijai. IS tikryjy siai kategorijai priklauso O; imties stebéjimuy.
Tikrinama hipotezé:

Ho:pi=pY,....,pr =Dy,
Hi : p; # pY bent vienam i.

Pirsono suderinamumo kriterijaus statistika (1), kai nuliné hipotezé yra tei-
singa, turi x? skirstinj su k—1 laisvés laipsniais. Tarkime, reikimingumo lygmuo
lygus . Tuomet hipotezé Hy atmetama (t.y. darome iSvada, kad prielaida apie
kintamojo teorinj skirstinj populiacijoje nepasitvirtino), jei X? > X2(k—1), ¢ia
X2(k—1) yra x? skirstinio su k — 1 laisvés laipsniais a lygmens kritiné reik§me.

Pavyzdys. Patikrinkite hipoteze (o = 0.05), kad tarp visu buty, parduo-
damy Vilniaus mieste:
vieno kambario butai sudaro 1/7 rinkos dalj;
dvieju kambariy butai sudaro 3/7 rinkos dalj;
triju kambariy butai sudaro 2/7 rinkos dalj;
keturiy kambariy butai sudaro 1/7 rinkos dalj;

Tarp laikrastyje esanciy 392 skelbimy apie buto pardavima buvo rasti tokie
skelbimai:

1 lentelé: Parduodami butai Vilniaus mieste

x; 1 kambario 2 kambariy 3 kambariy 4 kambariy
0O, 45 176 100 71

Sprendimas. Tikriname hipoteze:

Hy "P1=Pa= 1/75p2:3/77p3:2/75
H; : pi # pY bent vienam i.

Randame tikétinus daznius pagal formule F; = np!:
E, =392:1/7 =56, Fy = 392-3/7 = 168, F5 = 392-2/7 = 112, E, = 392-1/7 = 56.

Kriterijaus statistika:

4
O; — E;)?  (45—56)% (176 —168)% (100 —112)? (71 — 56)?
x2= S Qi B
ZEZ- 56 168 112 56

=7,845.
i=1
X2 05(3) = 7,815. Kadangi 7,845 > X2(k — 1), Hy atmetame. Proporcijos yra
kitokios.
Tolydusis atvejis. Normalusis skirstinys. Tikrinama hipotezé apie tai,
kad stebimas tolydusis atsitiktinis dydis turi normalyjj skirstinj:

Hy: X NN(IUJaO'Q)v
H; : X skirstinys yra kitoks.



Stebimas kintamasis yra tolydusis, todél norédami taikyti x? kriterijy, tu-
rime ji sudiskretinti. Pradiniai duomenys grupuojami j k intervaly. Tuomet
kiekviena stebima reiksmé gali patekti tik j viena intervala, t.y. gali jvykti
vienas i$ k nesutaikomy jvykiy Ag,..., Ag. Cia A; — X reik§mé pateko i i-ji
intervala. Turime apskaiciuoti tikimybes, kad normaliojo atsitiktinio dydzio
reikSmé pateks j i-ji intervala p; ir tikétinus daznius F; = np;. Turime antrajj
modelj, kai teorinis skirstinys priklauso nuo dviejy nezinomy parametry u, 2.
Hipotezei tikrinti naudojama statistika (2), kuri turi x? skirstinj su k — 3 laisves
laipsniais, jei duomenys gauti stebint normalyjj atsitiktinj dydj, kai n neapréztai
didéja.

Sakykime, galimy reiksmiy aibé suskirstyta j k& nesikertanciy intervaly
(—o0;c1), [e1,¢2), ..., [ek—1;00) ir | i-ji intervala pateko o; stebéjimu. Kriterijaus
statistikos realizacija:

2y Lo i ))?

—~  npi(T,51)

ciap, =P (Ci — x> - <u> Tarkime, reiksmingumo lygmuo lygus «.
S1 S1

Tuomet hipotezé Hy atmetama (t.y. duomenys neleidzia teigti, kad stebimas
atsitiktinis dydis turi normalujj skirstinj), jei X% > X2(k — 3), ¢ia X2(k — 3)
yra 2 skirstinio su k — 3 laisves laipsniais o lygmens kritiné reiksme.
Pavyzdys. Duota tolydziojo atsitiktinio dydzio grupuoty duomeny imtis:
Pasinaudodami Pirsono suderinamumo kriterijumi, patikrinkite, ar imtis yra i$

2 lentelé: Stebimi duomenys

Ci—1 C; x!

i Oi
3 8§ 55 6
8 13 105 8
13 18 155 15
18 23 205 40
23 28 255 16
28 33 305 8

33 38 355 7

populiacijos, turin¢ios normalyji skirstinj (a = 0, 05).
Sprendimas. Imties elementy skaic¢ius n = 100. Randame imties vidurkj,
dispersija ir standartinj nuokrypj:

1
T=1o5(3:5-6+105-8+...355.7) = 20,7, s? =51,41,s = 7,17.

Surasykime tarpinius rezultatus j pagalbine lentele: Cia pasinaudojome tuo,
kad ®(—x) = —®(z). 22 = 13,698,X02705(7 -3) = Xg)05(4) = 9,5. Kadangi



3 lentelé: Pagalbiné lentelé.

L o ® (Ci_l - x> ® <Ci_1 - x) 0i € =Np; 0 — €4 7(% - ei)z

S1 S1 S1 S1 €;
—00 -1.771 0 0.038 6 3.826 2.174202 1.2356
-1.771 -1.074  0.038 0.141 8 10.32 -2.31715 0.520413
-1.074 -0.377  0.141 0.353 15 21.18 -6.18175  1.804101
-0.377 0.321 0.353 0.626 40 27.26 12.74351 5.958108
0.321 1.018 0.626 0.846 16 21.99 -5.98803 1.63073
1.018 1.715 0.846 0.957 8 11.12 -3.11793  0.874398
1.715 [e%¢) 0.957 1 7 4.313 2.687148 1.674243
IS viso: 13.698

13,698 > X02705 (4), hipotezé apie tai, kad duomenys gauti i$ normaliosios popu-
liacijos, atmetama. Chi kvadratu suderinamumo kriterijaus taikymo pavyzdys
R pateiktas pav. 1.

"> x <- c(89,37,30,28,2)

= p <- c(40,20,20,15,5)

= chisg.test(x, p = p)

Error in chisg.test(x, p = p) : probabilities must sum to 1.
> chisqg.test(x, p = p, rescale.p = TRUE)

Chi-squared test for given probabilities

data: x
X-squared = 9.9901, df = 4, p-value = 0.04059

= p <- ¢(0.40,0.20,0.20,0.15,0.05)
= chisg.test(x, p = p)

Chi-squared test for given probabilities

data: x
X-squared = 9.9901, df = 4, p-value = 0.04059

= p <- ¢(0.40,0.20,0.20,0.19,0.01)
= chisg.test(x, p = p)

Chi-squared test for given probabilities

data: x
X-squared = 5.7947, df = 4, p-value = 0.215

warning message:
In chisq.test(x, p = p) : Chi-squared approximation may be incorrect

1 pav.: Chi kvadratu suderinamumo kriterijaus taikymas R

Chi kvadratu kriterijaus privalumai — jis gali buti taikomas, kai stebimo
kintamojo skirstinys néra normalusis (8is reikalavimas yra butinas, kai taikome
parametrinius kriterijus). Kitas privalumas — kriterijus tinka ir diskretiesiems
ir tolydiesiems skirstiniams, be to, stebéjimy skaic¢ius neturi buti labai didelis.
Yra tam tikry reikalavimy kriterijaus taikymui. Stebéjimy skaicius n turi buti



nemazesnis uz 30; bent 80% dazniy lentelés tikétiny dazniy turi buti ne mazesni
kaip 5; neturi buti langeliy su nuliniais tikétinais dazniais. Jei dvi paskutinés
salygos netenkinamos, galima mazinti kategorijy skaiciy (jungti kategorijas).

7.2 Chi kvadratu nepriklausomumo kriterijus.

Tarkime, kad stebime diskrec¢iy atsitiktiniy dydziy pora (X,Y"). Atsitiktinis dy-
dis X jgyja I skirtingy reiksmiy, Atsitiktinis dydis Y jgyja J skirtingy reiksmiy.
2 pav. pavaizduota dviejy pozymiy priklausomumo lentelé. Cia 0;; — stebimi
dazniai. Norime patikrinti hipoteze, kad kintamieji X ir Y yra nepriklausomi.

X\ |y, ¥, .. ¥y 3
Xy oy 0, 1y 01,
>5) 03 Oy Oy 0,,
X7 % op O O
> o, 0,, o, n

2 pav.: Dvieju pozymiy priklausomumo lentelé.
Pazymékime
pij = P(X =2;,Y =y;),ps =P(X =x;),q; = P(Y =y;).
Is tikimybiy teorijos zinome, kad kintamieji yra nepriklausomi, jei
P(X =2,Y =y;) = P(X =2;,)P(Y =y,)
suvisais i =1,2,...,1,7=1,2,...,J. Taigi mums reikia patikrinti hipoteze

Ho : pij = pig;, Vi, J,
H, : pij # pig; bent vienai porai (4, 7).

Naudosime ta pacia Chi kvadratu kriterijaus statistika (1), kur tikétini dazniai
apskaiciuojami taip:
. R 0i. 0.; 0.0,
Eij = npij = npidj =n——> = —=.
nn n
Statistika (1), turi asimptotiskai x? skirstinj su (I —1)(J — 1) laisvés laipsniais,
kai Hy teisinga.
Pavyzdys. Buvo apklausti 400 studenty. Kiekvienas studentas vertino tik
po vieng déstytoja. Ar studentai déstytojus vertina priklausomai nuo gauty
pazymiy? « = 0,057



Studento gautas balas
Vertinimas 0-4 5-6 7-8 9 10
netikes 40 45 10 10 15
vidutiniskas 30 40 60 25 25
puikus 10 15 30 25 20

3 pav.: Stebimy dazniy lentelé.

Studento gautas balas
Vertinimas | 0-4 5-6 7-8 9 10

netikes | 24 | 30 | 30 | 18 | 18 | 120
vidutiniskas | 36 | 45 | 45 | 27 | 27 | 180
pukus - 59 T 25 [ 25 [ 15 | 15 [ 100
80 | 100 | 100 | 60 | 60 | 400

4 pav.: Tikétiny dazniy lentelé.

Sprendimas. Pirmiausia apskaic¢iuojami tikétini dazniai tokiu budu:

60100

80-120724 .

400 7T 400

11 —

Apskai¢iuojama kriterijaus statistikos reikimeé. Kriterijaus statistika turi y?2
skirstinj su (5 — 1)(3 — 1) = 8 laisveés laipsniais, kai Hy teisinga.

(40 — 24)2 R (25 — 15)2

X? =
24 15

= 60,741, X§ 5(8) = 15,51.
Kadangi 60, 741 > X§’05 (8), hipotezé apie tai, kad pozymiai X ir Y yra nepri-
klausomi, atmetama. ISvada: studento gautas pazymys turi jtakos déstytojo
vertinimui.

7.3 Chi kvadratu homogeniskumo kriterijus.

Tarkime, kad keliose populiacijose stebimas vienas ir tas pats diskretusis kin-
tamasis X. Reikia patikrinti hipoteze, kad kintamojo X skirstinys visose popu-
liacijose vienodas. Sis kriterijus naudojamas, kai, pavyzdziui, reikia atsakyti i
klausimus:

1. Ar rukanciy vyry ir motery procentas yra tas pats?



2. Ar poziuris | lengvy narkotiky legalizavima jvairiose amziaus grupése yra
toks pat?

3. Ar Lietuvoje gyvenanciy jvairiy tautybiy zmoniy issilavinimas yra vieno-
das?

Sios hipotezés tikrinimas atliekamas taip pat, kaip ir nepriklausomumo hipote-
zés tikrinimas.

Pavyzdys. Tiriama, ar vyrai ir moterys vienodai vertina, jei ju darbdavys
priimty j darba grizusius is jkalinimo viety. Buvo apklausta 200 atsitiktinai pa-
rinkty vyry ir 100 atsitiktinai parinkty motery. Atsakymy variantai: teigiamai,
neturiu nuomones, neigiamai. o = 0, 05.

teigiamai neturiu neigiamat I8 viso:
nuomones
vyrai| 60(56) | 70(67,3) | 70(76,7) 200
moterys| 24 (28) 31 (33,7) 45 (38,3) 100
18 viso: 84 101 115 300

5 pav.: Stebimy ir tikétiny (skliausteliuose) dazniy lentelé.

Sprendimas. Tikrinama hipotezé:

Hy : p11 = p21,p12 = P22, P13 = D23,
H; : p1;j # p2; bent vienam j.

0;.0.j
Randame tikétinus daznius pagal formule E;; = —2 pavyzdziui,
n

84200

E
H 300

56.

Apskai¢iuojama kriterijaus statistikos reik§meé. Kriterijaus statistika turi y?2

skirstinj su (2 — 1)(3 — 1) = 2 laisveés laipsniais, kai Hy teisinga.
X? =2,939, X7 45(2) = 5,99.

Kadangi 2,93 < X§705(2), Hy neatmetama. ISvada: vyry ir motery poziuris j
grizusiy i jkalinimo viety jdarbinima juy jmonéje yra vienodas.



