6 Paskaita. Parametriniy hipoteziy tikrinimas
dviem imtims.

6.1 Dviejy normaliyjy populiacijy vidurkiy ir dispersiju
palyginimas.

Daznai tenka lyginti dviejuy normaliy skirstiniy vidurkius ir dispersijas. Isvados

daromos remiantis atitinkamy imciy statistiky skirtumais. Jei skirtumai dideli,

daroma iSvada apie tai, kad populiacijy parametrai skiriasi. Svarbu skirti 2

atvejus — priklausomy ir nepriklausomy imcéiy atvejus. Nepriklausomy imciy

pavyzdziai:

1. Lyginami merginy ir vaikiny pazymiy vidurkiai, ugiai, svoriai, IQ, atlygi-
nimai ir t.t.;

2. Dviejy skirtingy saliy gyventoju pajamuy palyginimas;
3. Ivairiais aspektais lyginami miesto ir kaimo gyventojai;

4. Lyginama produkcijos, pagamintos Europoje ir Azijoje vidutiné darbo iki
gedimo trukme.

Priklausomy (poriniy) iméiy pavyzdziai:
1. Tiriami ty paciy zmoniy svoriai pries dieta ir po jos;
2. Atliekamas ty paciy zmoniy kraujo tyrimas pries ir po vaisty naudojimo;
3. Tiriama, ar pardavéjy mokymas padidina parduoty prekiy skaiciy;

4. Tiriama, ar zmogus vienodai nasiai dirba dieninéje ir naktinéje pamainose.

6.2 Dviejy nepriklausomy populiacijy vidurkiy palygini-
mas. Populiacijy dispersijos lygios.

Dvieju populiacijy vidurkiy palyginimui naudojami Stjudento kriterijai arba t-

testai. Tarkime, turime atsitiktines imtis (Xi,...,X,,) ir (Y1,...,Y},), gautas

stebint du nepriklausomus atsitiktinius dydzius X ~ N (ux,0?),Y ~ N (uy,02),

kuriy vidurkiai px, gy nezinomi, abiejuy dydziy dispersija yra ta pati ir nezino-

ma. Norime patikrinti hipoteze:

Hy: px = py,
Hy:px # py-
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turi Stjudento skirstinj su n 4+ m — 2 laisvés laipsniais, jei ux = py. Cia
5%, 5% — iméiy dispersijos. Tegu reikimingumo lygmuo lygus . Kritinés sritys
priklausomai nuo alternatyvos, pateiktos lenteléje.

1 lentelé: Alternatyvos ir kritinés sritys, kai Hy : ux = py

Alternatyva Hy Hj atmetama Hy neatmetama

pux # py [t] > tap(n+m—2) [t| <tqp(n+m—2)
x> py t>ta(n+m—2) t<to(n+m-—2)
px < py t<—to(n+m—2) t>—to(n+m—2)

Pavyzdys. Lygiy teisiy komisija tikrina, ar didelé¢je draudimo jmonéje néra
ly¢iy diskriminavimo mokant atlyginimus. Atsitiktinai parinkus 20 draudimo
agenty ir 25 agentes, paaiskéjo, kad vidutiné agento alga, atskaicius mokescius,
yra 1300€, (sx = 200), o agentés — 1155€, (sy = 300). Lygiu teisiy komisija
nori zinoti, ar nepazeidziamos agenciy teisés (o = 0,05).

Sprendimas. Reikia patikrinti statistine hipoteze

Ho:px = py,
Hy:px # py-

Skaic¢iuojame statistikos realizacija turimiems duomenims:

~ 1,855.

B 1300 — 1155 \/20-25(20+25—2)
V192002 + 24 - 3002 20 + 25

Kritine reiksmeé t,,/2(n +m — 2) = t0,025(43) = 2,01. Kritiné sritis [¢| > 2,01.
Kadangi t = 1,855 ¢ W, tai Hy neatmetama. Skirtumas tarp agenty ir agenciy
vidutiniy atlyginimy statistiskai nereikSmingas.

6.3 Dviejy nepriklausomy populiacijy vidurkiy palygini-
mas. Populiacijy dispersijos nelygios.

Tarkime, turime atsitiktines imtis (X3,...,X,) ir (Y1,...,Y},), gautas stebint
du nepriklausomus atsitiktinius dydzius X ~ N (ux,0%),Y ~ N(py,0%), ku-
riy vidurkiai px, gy nezinomi, abiejy dydziy dispersijos nelygios. Norime pa-
tikrinti hipoteze:

{ Ho:px = py,

Hy:px # py.

X-Y
V8% /n+ St /m
min(n — 1,m — 1) laisvés laipsniais, kai Hy : px = py yra teisinga. Kritinés
sritys nurodytoa 2-je lenteléje.
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2 lentelé: Alternatyvos ir kritinés sritys, kai Hy : ux = py

Alternatyva H; Hy atmetama Hy neatmetama

Bx # py [t] > taj2(k) [t < taj2(k)
>y t>to(k) t <tq(k)
<y t < —to(k) t> —to(k2)

Pavyzdys. Tirdami dviejy statybiniy brigady darba, ekspertai matavo lai-
ka, sugaista nuo atvykimo j darba iki darbo pradzios. Pirmosios brigados dar-
bininkai buvo tikrinti 30 karty. Jie vidutiniskai sugaiSo 10,82 min.( sx = 7,2
min.), antrosios brigados darbininkai buvo tikrinti 32 kartus ir vidutiniskai su-
gaiso 9,02 min, (sy = 1,2), Ar duomenys patvirtina hipoteze, kad 2-o0ji brigada
dirba geriau? a =0, 1.

Sprendimas. Patikrinsime hipoteze apie dviejy vidurkiy lygybe su vienpuse
alternatyva:

{ Ho: px = py,
Hy:px > py.
Hipotezei tikrinti skaic¢iuojame kriterijaus statistikos reiksme:
= 10,82 — 9,02 ~ 1,352. Kritiné reikSme t, (k) = t0,1(29) = 1,311.
V7,22/30 +1,22/32
Kritiné sritis ¢ > 1,311. Kadangi ¢ = 1,352 > 1,311, turime atmesti nuli-
ne hipoteze. Taigi dvieju statybiniy brigady atvykimo j darba laiko vidurkiai
reikSmingai skiriasi — antroji brigada j darba atvyksta greiciau.

6.4 Hipotezé apie dviejy dispersijy lygybe. Nepriklauso-
mos imtys.

Matome, kad pries tikrinant hipoteze apie nepriklausomy populiacijy vidurkiy
lygybe, reikia patikrinti, ar lygios populiacijy dispersijos. Tarkime, turime at-
sitiktines imtis (X1,...,X,) ir (Y1,...,Y},), gautas stebint du nepriklausomus
atsitiktinius dydzius X ~ N(ux,0%),Y ~ N(uy, 0% ), kuriy dispersijos nezi-
nomos. Tikriname hipoteze:

) 2
{Ho.O'X—Uy,
) 2
Hy:0% > o0%.
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— S;( kai 2 2
F = 5—2, al SX > SY
Y
Kriterijaus statistika F' turi FisSerio skirstinj su n — 1 ir m — 1 laisvés laipsniais,

kai nuliné hipotezé yra teisinga. Praktikoje naudojama statistika
__ didesnioji dispersija

maZesnioji dispersija’



Tuomet F' yra nemazesnis uz 1. Jei ny yra imties su didesniaja dispersija ele-
menty skaicius, no yra imties su mazesniaja dispersija elementy skaicius, F' turi
Fiserio skirstinj su ny — 1 ir no — 1 laisvés laipsniais, kai nuliné hipotezé yra
teisinga. Kritinés sritys nurodytoa 3-je lenteléje.

3 lentelé: Alternatyvos ir kritinés sritys, kai Hy : 0% = 0%

Alternatyva H; Hj atmetama
0% # 0% F < Fi_g/p(ni—1,np—1)arba FF > F,/5(ny — 1,n2 — 1)
0% > 0% F>F,(ng—1,n2—1)

Pavyzdys. Medicinos tyréjas noréty suzinoti, ar rukanciyjy ir nerukanciyjy
sirdies susitraukimy daznio (Sirdies ritmo) dispersijos skiriasi. Duomenys yra
pateikti 4-je lenteléje. Naudojant o = 0.05 patikrinkite ar yra pakankamai
irodymuy, kad buty galima pagristi teiginj apie dispersijy lygybe?

4 lentelé: Empiriniai duomenys

Ruko Neruko
ny = 26 Nng = 18
s2=36 s3=10

Sprendimas. Tikriname hipoteze:
Hy:0? =03,
Hy:0} > 03
Kriterijaus statistika
_ St _ 36 _
Sz 10
Kritiné reiksmeé Fi,(ny — 1,n2 — 1) = Fp05(25,17) = 2,18. Kadangi F' = 3,6 >

2,18, nuliné hipotezé atmetama, rukanciyjy ir nerukanciyjy sirdies susitraukimy
daznio dispersijos skiriasi.

3, 6.

6.5 Dviejy priklausomy populiacijy vidurkiy palyginimas.

Tarkime, kad turime imties duomeny poras:(X1, Y1), (X2, Y2), ..., (Xn, Y,), pvz.,
ty paciy studenty I ir IT kurso ziemos sesijy rezultaty vidurkiai. Stebimi atsi-
tiktiniai dydziai X ~ N(px,0%),Y ~ N(py,0%). Nei vidurkiai py, py, nei
dispersijos 0%, 0% néra zinomi. Norime patikrinti hipoteze:

Ho:px = py,
Hy:px # py-



Randame pory duomeny skirtumus: dy = x1 — y1,...,d, = £, — y,. Kriterijaus
statistika

t:

\/s%/n
turi Stjudento skirstinj su n — 1 laisveés laipsniais, jei Ho yra teisinga. Cia d ir
33 yra skirtumy imties vidurkis ir dispersija, t.y.

- dytdet... +dy 1 < -9
d= - > (di — d)*.
1 5d n_li:1( )

n

Tegu reiksmingumo lygmuo lygus a. Kritinés sritys priklausomai nuo alterna-
tyvos, pateiktos 5-je lenteléje.

5 lentelé: Alternatyvos ir kritinés sritys, kai Hy : px = py

Alternatyva H; Hj atmetama Hy neatmetama
X # « [t| > tao(n—1) [t| <tnja(n—1)
>y t>to(n—1) t<to(n-—1)
< py t< —to(n—1) t>—tyo(n—1)

Pavyzdys. Dvylikai vyno eksperty du kartus buvo pateiktas tas pats
vynas. Pirmakart — butelyje su prancuziska etikete, antrakart — su rusiska.
Ar galima teigti, kad etiketé turéjo itakos vertinimams? o = 0,1. Eksperty
vertinimai — poriniai duomenys (prancuziska etiketé, rusiska etiketé):

(12,10); (5,1),(14,11);(11,10); (19,14); (7,6); (12,12); (9, 3); (10, 6); (16,17); (5,6); (16, 12).

Sprendimas. Tikriname hipoteze apie vidurkiy lygybe su dvipuse alterna-
tyva. Sudarome skirtumy imtj 2;4;3;1;5;1;0;6;4; —1; —1;4. Randame
2,333

200 344
\/5,52/12

Kadangi 3,44 > 1,796, Hy atmetama. Etiketé turéjo jtakos vertinimams.

d=2,333,5% =5,52,t9,05(11) = 1,796, =

6.6 Parametriniy hipoteziy tikrinimas dviem imtims pa-
keto R pagalba.

Vidurkiy palyginimui dvejose grupése naudojama komanda t.test. Sugeneruo-
kime po 10 realizacijuy 2-jy kintamuyjuy X ir Y, turin¢iy standartinj normaluyjj
skirstinj. Taciau, tai tik vienas eksperimentas. Norédami uztikrinti rezultaty
stabiluma, eksperimenta reikéty pakartoti daug karty. Kadangi kriterijaus
statistika ¢ turi Stjudento skirstinj su n + m — 2 = 18 laisvés laipsniais, galime
grafiskai pavaizduoti Stjudento skirstinio su 18 laisvés laipsniy tankio funkcija



= ¥ = rnorm{10)
=y = rnorm{10)
> T.Test(x,y)

wWelch Two Sample t-test

data: x and y
t = 0.88768, df = 17.285, p-value = 0.3869
alternative hypothesis: true difference in means is not equal to 0
95 percent confidence interwval:
-0.5485017 1.3470230
sample estimates:
mean of x mean of vy
0.5906256 0.1913650

1 pav.: Dviejy normaliyjy skirstiniy vidurkiy palyginimas R. Dvipusé alterna-
tyva.

> TTest = T.test(x,y)
> names(ttest)

[1] "statistic"” "parameter” "p.value"” "conf.int"” "estimate” "null.value”
[7] "alternative" "method" "data. name"
| ttest$statistic
T
0. BEB76789

> ts = replicate(1000,t.test(rnorm(10),rnorm{10))$statistic)
= mean{ts)

[1] 0.03310834

= range(ts)

[1] -3.486428 3.839122

2 pav.: Hipotezés tikrinimas 1000 karty.

komandos dt(pts,df=18) pagalba bei tame paciame grafike pavaizduoti statis-
tikos empirines reikSmes (3 pav.)

pts = seq(-3.9,3.9,length=100)

plot(pts,dt(pts,df=18),col="red’ ;type="1")

lines(density(ts))

Skirstiniy sutapima galima taip pat patikrinti quantile-quantile grafiko pa-
galba. Komanda rt(1000,df=18) generuoja Stjudento skirstinio su 18 laisvés
laipsniy reiksmes (4 pav.)
qqgplot(ts,rt(1000,df=18))
abline(0,1)

Norédami patikrinti hipoteze esant vienodoms dispersijoms, komanda t.test
turi buti uzrasyta taip:

t.test(x,y,var.equal=TRUE)

Esant skirtingoms dispersijoms naudojama komanda
t.test(x,y,var.equal=FALSE)
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3 pav.: Statistikos ¢ empiriné ir teoriné tankio
funkcijos.

=18)
2

(1000, df

4 pav.: Statistikos ¢t empiriniy ir teoriniy reiks-
miy kvantiliai.

Dvieju populiaciju dispersiju lygybé tikrinama komandos var.test pagalba
(5 pav.). Rezultatas — p—reikSmé yra pakankamai didelé (0,5487), be to dis-
persiju santykio pasikliautinasis intervalas apima reikSme 1, t.y. dispersijos yra
lygios.

Priklausomiems duomenims vidurkiy palyginimui naudojama ta pati koman-
da t.test su opcija paired = TRUE. 6 pav. matome rezultata, apskaiciuota
pavyzdiniems duomenims — peliuky svoriams pries ir po eksperimento. Nuliné
hipotezé atmetama, nes p—reikSmé ypatingai maza.
t.test(x, y, paired = TRUE, alternative = "two.sided")



= var.test(x,y)
F test to compare two variances

data: x and y
F = 0.66203, num df = 9, denom df = 9, p-value = 0.5487
alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal to 1
95 percent confidence interval:
0.1644383 2.6653199
sample estimates:
ratio of variances
0.6620278

5 pav.: Dviejy normaliyjy skirstiniy dispersijy palyginimas R.

# wWeight of the mice before treatment

before <-c(200.1, 190.9, 192.7, 213, 241.4, 196.9, 172.2, 185.5, 205.2, 193.7)
# wWeight of the mice after treatment

after <-c(392.9, 393.2, 345.1, 393, 434, 427.9, 422, 383.9, 392.3, 352.2)
t.test(before, after, paired = TRUE, alternative = "two.sided"”)

WOV MW Y

Paired t-test

data: before and after
t = -20.883, df = 9, p-value = 6.2e-09
alternative hypothesis: true difference in means is not equal to 0
95 percent confidence interval:
-215.5581 -173.4219
sample estimates:
mean of the differences
-194.49

6 pav.: Dviejy priklausomy populiacijy vidurkiy palyginimas R.



