3 Paskaita. Pasikliautinieji intervalai.

3.1 Pasikliautinojo intervalo sgvoka

Jei turime "gera" parametro € taskinj jvertj é(X ) ir imties realizacija = =
(1,...,2n), galime laikyti, kad 6 =~ é(:vl, ..., Zp). Tadiau, taskiniai jverciai,
kad ir kokie geri jie bebuty, turi savo trukumy, nes é(X ) yra atsitiktinis dydis,
o jo reiksmeés yra iSsibarsciusios apie 0. Jei atsitiktinis dydis yra tolydusis, tai
tikimybeé, kad taskinis jvertis sutaps su 6 yra lygi nuliui. Tarkime, turime rasti
ne tiksia nezinomo parametro 6 reiksme, bet tik intervala, kuriam su tam tikra
tikimybe priklauso vertinamasis parametras 6. Jei si tikimybé yra arti 1, tai
galime laikyti, kad parametras yra Sioje srityje.

Sakykime, reikia jvertinti nezinoma parametra #. Imkime dvi statistikas
01(X1,...,X,) < 05(Xy,...,X,). Pazymékime

Q=P (él(Xl,...,Xn) <6< éQ(Xl,...,Xn)) .
Jei () mazai skiriasi nuo 1, tai galime laikyti, kad praktiskai
0, < 0 < 0.

Intervalas [él,ég] vadinamas parametro 6 pasikliautinuoju intervalu su pasiklio-
vimo lygmeniu Q. Sias sagvokas 1937 m. pasiiile J. Neimanas.

Klaidos tikimybé lygi 1 — ). Paprastai @) parenkamas 0,9, 0,95 arba 0,99.
Pasikliautinojo intervalo réziai yra statistikos (atsitiktiniai dydziai). Turéda-
mi konkrecia imties realizacija, gausime pasikliautinojo intervalo realizacija — 2
skaicius, sudarancius intervalo galus.

Pasikliovimo lygmuo 0,9 reiskia, kad daug karty sudarant konkrecius pasi-
kliautinuosius intervalus, parametras priklausys mazdaug 90% visy intervaly.
Intervalui konstruoti naudojami 3 tarpusavyje susije dydziai: n, @, 0y — 6. Kuo
didesnis pasikliovimo lygmuo @, t.y. garantija, kad 6 priklausys intervalui, tuo
didesnis intervalo ilgis ég — él. Mazindami ég — él, tuo paciu mazinsime ir
garantija Q. Mazinti pasikliautinyjy intervaly ilgius galime didindami imties
elementy skaiciy n.

3.2 Normaliojo skirstinio vidurkio pasikliautinasis inter-
valas

Sudarysime normaliojo skirstinio N'(u, 02) parametry pasikliautinuosius inter-
valus (PI). Teks skirti atvejus, kai vienas i$ parametry yra Zinomas, o kitas —
nezinomas, ir kai abu parametrai nezinomi.

1. Tarkime, kad Zinomas o2, o nezinomas p. Matéme, kad X yra nepas-
linktasis efektyvusis p jvertis. Juo ir remsimeés, sudarydami p pasikliautinagji
intervala. Galima tikeétis, kad statistikos X pagrindu duotai iméiai sudarytas



PI bus trumpiausias. Zinoma, kad, jei X1,..., X, yra nepriklausomi, norma-
liai pasiskirste atsitiktiniai dydziai X; ~ N(u,0%),i = 1,...,n, tai ju suma
S X~ N(np,no?), t.y.

D Xi —np

e~ N,

Tegu @ yra pasikliovimo lygmuo. Pazymékime o = —Q Pazymékime z,

standartinio normaliojo skirstinio 1 — « lygmens kvantilj (« lygmens kriting
reikSme). 1 — a lygmens kvantilis yra toks skaifius z,, kuris tenkina salyga
P(X < z4) = ®(24) = 1 — . Kadangi standartinis normalusis skirstinys yra
simetriskas 0 atzvilgiu,

Dy Xi —np
Pl—zop < ==—— ol =1-2a=0Q.
<z < o/ <z a=Q

arba

— o — g
P(X —z4o— X+zo— | =0Q.
( z\/ﬁ<u< +z ﬁ) Q

I$ pasikliautinojo intervalo apibrézimo turime:

> o - o
G =X — 2—, (o =X + 2o——=.
M1 a\/ﬁ 12 a\/ﬁ
Zq reikSmés randamos is standartinio normaliojo skirstinio kritiniy reiksSmiy
lenteliy.

1 pav.: Normaliojo skirstinio kritinés reiksmeés.

Pavyzdys. Rasti atsitiktinio dydzio X ~ N (1, 3%) vidurkio pasikliautinaji
intervala, jei @ = 0,99,n = 16, X = 10, 2.



Sprendimas. o« = TQ = 0,005, 29,005 = 2,575.

3 3
V16 V16
Taigi [fi1; fiz] = [8,27;12,13]. Rasime pasikliautinajj intervala, jei @ = 0,95.

1=
Tada a = TQ = 0,025, 20,025 = 1, 96.

i1 = 10,2 — 2,575—— ~ 8,27,  fiz = 10,2+ 2,575 —— ~ 12, 13.

3 3
— ~ 8,73, o = 10,2+ 1,96—— ~ 11, 67.
V16 e V16
Taigi [fi1; fi2] = [8,73;11,67]. Matome, kad antrasis intervalas yra trumpesnis,
tai naturalu, nes jo pasikliovimo lygmuo yra mazesnis.
2. Tirsime atvejj, kai abu parametrai 1 ir o? yra nezinomi. Pasinaudosime

i1 =10,2—1,96

_H turi Stjudento skirstinj su n — 1 laisvés laipsniais. Todél

X
V/S2/n
P (—ta(n -1)<

tokiu faktu:

X—n
VS%/n

¢ia to(n — 1) yra Stjudento skirstinio su n — 1 laisvés laipsniais « lygmens
kritiné reiksmeé, t.y. jei T' turi Studento skirstinj su n — 1 laisvés laipsniais, tai
P(T < to(n—1)) =1—a. I8 dia ir Stjudento skirstinio simetriskumo 0 atzvilgiu
gauname

<to(n— 1)) =Q,

_ Sh - S1
Pl X —ty(n—1)— X+toa(n—1)— ) =Q.
( (n )\/ﬁ <p <X +to(n )\/ﬁ) Q
Taigi
. = Sl Sl
=X —to(n—1)2L, 2L
i (=175 NG

Pavyzdys. Vertybiniy popieriy rinkos analitikas kiekviena dieng nustato verty-
biniy popieriy portfelio praeitos dienos kainy vidurkj. Per 2 savaites gauti duo-
menys: 24;22;25;23;25; 27; 30; 24; 27; 23. Raskite dienos kainy X ~ AN (i, 0?)
vidurkio p 90% pasikliautingji intervala.
Sprendimas. Q = 0,9, =0,05,n = 10,%0,05(9) = 1, 833.
X =25,57 = 5,778,
i =25— 1,833m ~ 23,61, 1o =25+1,833 5, 778
10 V10

Kainos vidurkio 90% pasikliautinasis intervalas yra [23,61; 26, 39].

ﬂgZX—l—ta(’rL—l)

~ 26, 39.

3.3 Normaliojo skirstinio dispersijos pasikliautinasis in-
tervalas

3. Tarkime, kad Zinomas  ir nezinomas o2, stebimo atsitiktinio dydzio X skirs-
tinys NV(p, 0?). Jau parodéme, kad S7 yra efektyvusis o2 jvertis. Nagrinekime



kaina <- c(24,22,25,23,25,27,30,24,27,23)

> kaina
[1] 24 22 25 23 25 27 30 24 27 23
> t.test(kaina,alternative = "two.sided",paired = FALSE,

conf.level = 0.90)
One Sample t-test

data: kaina
t = 32.89, df = 9, p-value = 1.093e-10
alternative hypothesis: true mean is not equal to 0
90 percent confidence interval:
23.60662 26.39338
sample estimates:
mean of x
25
> var(kaina)
[1] 5.777778

2 pav.: Vidurkio PI pavyzdzio duomenims.

intervala (v1S3,v25%), kai 0 < v1 < va. Jj atitinka pasikliovimo tikimybé

n "X —p\®  n
Q=P (S} <o?<uS3) =P —<Z<’“T“) < —

v v
2 1 1

o(2) -3 ()

yra pasiskirséiusi pagal x? su n laisveés laipsniy désnj. Todél, parinke v; =
n

Zinoma, kad suma

n .
—,v3 = —,0 <u; <ug, turime
U2 Uy

Q = P(u; < x*(n) < ug).

Jei pasikliovimo lygmuo @) duotas, tai wy ir us reikia taip parinkti, kad jie
tenkinty Sia lygybe. Aisku, tai galime padaryti be galo daug budy. Paprastai
imama

1-Q

a7
2
1—
P(uz < x*(n) < o0) = TQ =a.

u1 = X5_o(n) ir uz = x%(n), éia x2(n) yra x? skirstinio su n laisvés laipsniy a
lygmens kritiné reikSmé. Taigi

P(0 < x3*(n) <up) =

52 = Sén 52 = Sén '
X2 (n) Xi_a(n)
2

4. Tarkime, kad p ir ¢° nezinomi, stebimo atsitiktinio dydzio X skirstinys
N (u,0?). Pasinaudosime tuo, kad statistika

IO

k=1

2



(1 —2&)100%
of 7 values
& areinthis interval

2 2
A 1w P

3 pav.: x? skirstinio kritines reik§meés.

yra pasiskirséiusi pagal x? su n — 1 laisvés laipsniy désnj. Samprotaudami
panasiai, kaip punkte 3., gausime dispersijos pasikliautinaji intervala:

o S-1) L, Se-1)
R M A N Y

Pavyzdys. Vienas is stakliy issiderinimo pozymiy yra gaminamy detaliy
skersmens pokyciai. Leistinas svyravimy nuokrypis yra ¢ = 1 mm. ISmatavus
31 detale, gauta S; = 1,5 mm. Rasti skersmens svyravimy dispersijos 95%
pasikliautingjj intervala ir nuspresti, ar staklés yra issiderinusios. Skersmens
pokytis X ~ A(u,0?), abu parametrai nezinomi.

Sprendimas. Q = 0,95,a = 0,025,1 — a = 0,975,n = 31,x§ 025(30) =
46,98, x(2)7975(30) =16, 79.

1,5%-30
A2 9 A2
= ~1.44 E = m——
71 46,98 572 16,79

Pasikliautinasis intervalas yra [1,44;4,02]. Kadangi pagal normatyva ¢ = 1
mm, (02 ¢ [1,44;4,02]) stakles galima laikyti iSsiderinusiomis.

= (30%1.5A2) fqchisq(.975, df=30)
[1] 1.436805
> (30%1.5A2) fqchisq(.025, df=30)
[1] 4.020065

4 pav.: Dispersijos PI pavyzdzio duomenims.

Pavyzdys. Detaliy ilgis matuojamas milimetrais turi normalyjj skirstinj
X ~ N(u,0,0001). Kokio dydzio turéty buti imtis, kad nezinomo detales ilgio
u 95% pasikliautinasis intervalas nebuty ilgesnis uz 0,003 mm.?

Sprendimas. Pasikliautinojo intervalo ilgis jio — iy = 2240/y/n (Zr. 1 punk-
ta). @ =0,95,a = 0,025, 29,025 = 1,96,0 = 1/0,0001 = 0, 01.

2-1,96-0,01 2-1,96-0,01
=2 T 20,003 = > " —13,07.,n>170.8.
H2 M1 \/ﬁ >~ U, \/ﬁ_ 07003 ) = )



Taigi uzteks 171 matavimo.



