10 Paskaita. Dauginé tiesiné regresija.

10.1 Klasikinis tiesinis regresinis modelis keliy regresoriy
atveju

Daugeliu atveju yra daugiau nei vienas regresorius, turintis jtakos priklauso-
mam kintamajam. Dauginés regresijos modelis apibudina, kaip vienas atsako
kintamasis tiesiskai priklauso nuo keliy i§ anksto nustatyty kintamuyjy. Dviejy
regresoriy modelj galime uzrasyti taip:

Y =01 + BaXo + B3 X3 + ¢, (1)

Pateiksime pavyzdj, kai yra 2 egzogeniniai kintamieji.
Pavyzdys. Nagrinéjamas ekonominis modelis yra toks:

SALES = 31 + B2 PRICE + 33ADV ERT, (2)

¢ia SALES yra ménesio pajamos i$ hamburgeriy pardavimy, PRICE yra pre-
kés kaina duotame mieste, ADV ERT — reklamos islaidos. Kintamieji SALES
ir ADV ERT matuojami tukstanciais doleriy, o kintamasis PRICE — doleriais.

IssiaiSkinsime nezinomy parametry prasme. Matematiskai laisvasis narys
B reiskia pajamas, kai kintamieji PRICE ir ADV ERT jgyja nulines reikSmes.
Taciau daugeliu atvejy sis koeficientas neturi aiskios ekonominés interpretacijos.
Paprastai mes visuomet jtrauksime laisvaji narj i modelius, nes tokie modeliai
geriau apraso ekonominius reiskinius ir duoda geresnes prognozes.

Kiti du parametrai reiskia priklausomo kintamojo pasikeitima vienam ne-
priklausomam kintamajam pasikeitus vienu vienetu, o kitam nesikei¢iant. Pa-
vyzdziui, B2 rodo pajamy SALES pasikeitimg tukstandciais doleriy, kai kaina
PRICE pasikeicia vienu doleriu, o islaidos reklamai nekinta. Kitaip tariant, 85
yra kintamojo SALFES daliné iSvestiné kintamojo PRICFE atzvilgiu:

0SALES

P2 = 5pRICE"

Parametras o gali buti tiek teigiamas, tiek neigiamas. Jei jis yra teigiamas, tai
kainos padidéjimas salygoja pajamy padidéjima, o tai reiskia, kad paklausa yra
neelastiska kainai. Paklausos elastiSkumas kainai reiskia, kad didéjant kainai,
pajamos mazéja (B2 < 0).

Parametras (3 lygus pajamuy pasikeitimui ($1000), kai islaidos reklamai ADV ERT
padidéja vienu vienetu ($1000), o kaina lieka pastovi:

0SALES

s = 5ADVERT

Tikétina, kad B3 > 0, t.y. padidinus islaidas reklamai, bendrosios pajamos pa-
didés. Jei B3 < 1, tai iSlaidas reklamai padidinus $1000, bendrosios pajamos



SALES E(SALES) =[5, + 3,PRICE + 3y ADVERT

3, = slope in PRICE direction

ADVERT

3 = slope in ADVERT direction

PRICE

1 pav.: Regresijos plokstuma

padidés, bet maziau nei $1000, jei f3 > 1, tai pajamos padidés daugiau nei
$1000. Tokiu budu parametras 83 parodo ir iSlaidy reklamai atsiperkamuma.
Taigi siekiant nustatyti reklamos politika, labai svarbu teisingai jvertinti para-
metra Ps.

Skirtingai nuo porinés tiesinés regresijos, kuri geometriskai vaizduojama tie-
se, dviejy regresoriy (nepriklausomy kintamuyju) atveju modelis vaizduojamas
plokstuma (1 pav.) (; yra taskas, kuriame plokStuma kerta SALES aSj. [
yra kampas, kurj plokstuma sudaro su teigiama PRICEFE asies kryptimi, o 53 —
kampas su ADV ERT asSies teigiama kryptimi.

Modeliai su dviem prognozuojanéiais kintamaisiais (pvz., o ir x3) ir atsako
kintamuoju y gali buti suprantami kaip dvimatis pavirsius erdvéje. Sio pavir-
Siaus forma priklauso nuo modelio struktiiros. Stebéjimai yra erdvés R3 taskai, o
pavirsius yra ,,parinktas® taip, kad buty geriausiai suderintas su stebéjimais. Jei
egzogeniniai kintamieji | modelj jeina pirmaisiais laipsniais, regresijos pavirsius
bus plokstuma trimatéje erdvéje. Sudétingesni modeliai gali apimti aukstesnius
vieno ar daugiau egzogeniniy kintamuyjuy laipsniy, pvz.,

Y =1+ B X + s X° +¢ (3)

arba
Y = B1 4+ BaXo + B3 X3 + B2z Xo X3 + €. (4)

Pastarieji du modeliai taip pat gali buti vadinami tiesiniais regresiniais mo-
deliais, nes jie gali buti uzrasyti kaip tiesiniai S-parametry deriniai. (3) tipo
modeliai kartais klaidingai vadinami netiesiniais regresiniais modeliais arba po-
linominés regresijos modeliais, nes regresijos kreivé néra tiesé. (4) tipo modeliai



paprastai vadinami tiesiniais modeliais su kintamuyjuy saveika. Jy pavirsiai gali
buti skirtingy formy, priklausomai nuo modelio parametry reiksmiy, kai lygio
linijos yra lygiagrecios tiesés, parabolés arba elipsés.
Bendrasis tiesinis regresinis modelis, atitinkantis k regresoriy, aprasomas
lygtimi
Y =01+ 6Xo+ ...+ B Xk + ¢, (5)

¢ia Y — endogeninis kintamasis, (dar vadinamas regresantu arba paaiskinamuoju
kintamuoju), Xs, ..., Xj — egzogeniniai kintamieji (daznai dar vadinami regreso-
riais arba paaiskinanciaisiais kintamaisiais), € — atsitiktinis faktorius, 51, ..., Bk
iSreikStiniai modelio parametrai. Duomenys generuojami atsitiktinio proceso

Yi=p1+ B Xot + .. + B Xpe + 60,0 =1,2,..., T, (6)

Parametrai f1,..., Sy atitinka regresorius x1,...,Z, kiekvienas (3; parodo x;
itaka kintamajam Y, kai visy kity nepriklausomy kintamuyjy reikSmeés fiksuotos.
Laisvasis narys (1 atitinka x, kuris visada lygus 1. Lygti (6) patogiau uzrasyti
matriciniu-vektoriniu budu:

Y =XB+E, (7)
Y1 €1 ,81 1 X21 e Xkl
Y=|:|.E=|:]|.B=|:].X=|: : -,
Yr ET Br 1 Xor ... Xir

Matrica X vadinama projektine arba plano (angl. design) matrica. Atskiru
atveju kai k = 3 Sios matricos pavidalas:

I Xo1 X
X=1: :
1 Xor Xsr

Reikalaujama, kad stebimy reiksmiy buty daugiau, negu modelio parametry, t.y.

T > k. Musy tikslas maziausiy kvadraty regresijoje yra parinkti hiperplokstuma
(k + 1)-matéje erdvéje, kuri minimizuoty liekany kvadraty suma.

10.2 Modelio prielaidos

Pirmosios dvi prielaidos yra egzogeniniams kintamiesiems.

EGZ1. Egrogeniniai kintamieji Xo, ..., X} néra atsitiktiniai (stochastiniai) dy-
dziai. Manome, kad siy kintamujy reikSmés mums zinomos apiori, t.y dar
pries kintamojo Y reikSmes. Pavyzdziui, hamburgeriy tinklo pavyzdyje
mes i$ anksto planuojame kaing ir investicijas j reklama.

EGZ2. Ne vienas egzogeninis kintamasis néra tiesiné kombinacija likusiy eg-
zogeniniy kintamuyjy, t.y. ne vienas i$ juy néra perteklinis kintamasis, o
plano matrica X yra pilno rango matrica (nes jos eilutés néra kolinearus
vektoriai).



Jei neispildyta EGZ2 prielaida, tokia busena vadinama angl. exact collinearity,
maziausiy kvadraty procediira negali buti taikoma.
Bendrojo tiesinio regresinio modelio (6) paklaidoms e¢,t = 1,2,...,T kelia-
mos Sios prielaidos:
MR1. Nuliniy vidurkiy: Fe; = 0,i = 1,2,...,T. Si salyga reiskia, kad visy
modelio padaryty netikslumy, praleisty kintamuyjuy ir pan. vidutiné jtaka
kintamajam Y yra nuliné.

MR2. Homoskedastiskumo: var(g;) = 02,i = 1,2, ..., T. Homoskedastinis mo-
delis reigkia, kad kiekviename stebéjime slypinc¢iai informacijai budingas
vienodas neapibréztumas.

MR3. Nekoreliuoty paklaidy: cov(et,e5) = E(er— E(et))(es — E(es)), kai t # s

MRA4. Gausiniy paklaidy: €;,7 = 1,2, ..., T yra nepriklausomi atsitiktiniai dy-
dziai, turi vienoda normalyjj skirstinj su nuliniu vidurkiu ir dispersija o2:

E; N(0,0‘2>.

Gauso-Markovo teorema. Esant bendrojo tiesinio regresinio modelio prie-
laidoms EGZ1 — EGZ2 ir MR1 — MR3, maziausiy kvadraty jverciai yra modelio
parametry geriausi tiesiniai nepaslinkti jver¢iai (BLUE), angl. best linear un-
biased estimators.

10.3 Parametry jvertinimas

Nagrinésime tik viena i$ galimy parametry jvertinimo metody — maziausiy kvad-
raty metoda. Vertinsime tiesinio modelio (7) parametrus B. Ieskosime tokiy
parametry reikSmiy, kurioms nuokrypiy nuo Y kvadraty suma buty maziausia.
Kadangi EY; = 31 + B2 Xo + ... + Brp Xi,

T

(Bl,BQ,...,Bk) = argmin Z(}/t 7()1 7b2X2t *---*kakt)Q-
(bl,bQ,...,bk)ERk t=1

Tai ir yra parametru (81, B2,...,0k) maZicusiy kvadraty gvertis. Tokj jvertj
paprasciau rasti pasinaudojus matricine iSraiska. Apibrésime funkcija
T
f(B)=(Y-XB)'(Y-XB)=) (Y,—X;B)>, B=(51,5,....0:)" € R".
t=1
Modelio, apibrézto lygtimi (7) maziausiy kvadraty jvertis yra

8 = argmin f(B)
BERF

Kitaip tariant, f(B) igyja minimalig reikime, kai B = (. Rasime funkcijos
f(B) minimalia reikSme.

f(B)=Y'Y -2B'X'Y + B'X'XB.



Suskaiciave Sios funkcijos isvestine B atzvilgiu ir prilygine ja nuliui, gausime
—2X'Y +2X'XB =0.

Tarkime, kad matricos X‘X rangas lygus k, t.y. egzistuoja jos atvirkstine
matrica (X tx )~L. Issprende pastaraja lygti B atZvilgiu, gauname 3 MK jvertj

f=(XtX)"'XtY. (8)

Jei atvirkstiné matrica neegzistuoja, lygcéiuy sistema gali buti iSspresta, taciau
sprendinys gali buiti nevienintelis. Matricos X ‘X atvirkstiné matrica egzistuoja,
jei matricos X stulpeliai néra tiesiskai priklausomi. Tai reiskia, kad né vienas
stulpelis negali biti paradytas kaip tiesinis kity stulpeliy derinys. Vektorius ¥
apskaiciuotas pagal tiesinés regresijos modelj gali buti iSreikstas kaip

Y =X3=X(X'X)"'X'Y = HY,

da H=X(X'X) X" (9)

Matrica H vadinama kepurine matrica (angl. hat-matrix). Regresijos
liekanos gali buti uzrasytos tokiais budais

=Y -Y=Y-XB=Y-HY=(—-H)Y.

Klasikinio tiesinio regresinio modelio dispersija o2 jvertiname pasinaudoje reg-
resijos liekanomis. Paprastai naudojamas sis dispersijos jvertis:

62= 1 ZT:éZ’: L _g7e
T—k&=" T-k

Zinoma, bendru atveju, $ios formulés yra skirtos tik kompiuteriniams skai¢ia-
vimams. 2 pav. parodyta, kaip apskai¢iuojami modelio parametry didziausio
tikétinumo jverc¢iai hamburgeriy pardavimo pavyzdyje.

Matome, kad

B1 =118.91, B> = —7.908, 35 = 1.863
Taigi regresijos lygtis yra
SALES =118.91 — 7.908 PRICE + 1.863ADV ERT, R? = 0.4483.

(se) (6.35) (1.096) (0.683)

Remiantis pateikta informacija galime konstruoti intervalinius jvercius arba tik-
rinti hipotezes apie parametry reikSmes. Pav. 3 pateiktos t-reiksmeés ir p-
reiksmés hipotezéms Hy : [5; = 0 tikrinti su alternatyvomis Hy : §; # 0,i =
1,2,3.

Zvelgiant i jvertinta regresijos modelj, galime daryti tokias isvadas:



= ¥ =- as.matrix(chind(1,price,advert))

= head(X)
price advert
[1,] 1 5.69 1.3
[2,]1 6.49 2.9
[3,]1 5.63 0.8
[4,1]1 6.22 0.7
[5,] 1 5.02 1.5
[6,] 1 &6.41 1.3
> ¥ =- as.matrix(sales)
= head(y)
[,1]
[1,] 73.2
[2,] 71.8
[3,] 62.4
[4,] 67.4
[5,] 89.3
[6,] 70.3

= beta_hat <- solve(t ()%= )%= %t (X)%*%Y
> View(beta_hat)
> beta_hat

[,1]

118.913610
price  -7.807854
advert  1.862584

2 pav.: Regresijos koeficienty skaic¢iavimas.

> model <- Im(sales ~ price + advert)
= summary (model)

call:
Im(formula = sales ~ price + advert)

Residuals:
Min 1@ Median 3qQ Max
-13.4825 -3.1434 -0.3456 2.8754 11.3049

coefficients:
Estimate std. Error t value Pr(=|t|)

(Intercept) 118.9136 6.3516 18.722 < 2e-16 #¥¥
price -7.9079 1.0960 -7.215 4.42e-10 #¥*
advert 1.8626 0.6832 2.726 0.00804 **
Signif. codes: 0 “#¥%' 0,001 ‘**' 0.01 **' 0.05 *.” 0.1 * " 1

Residual standard error: 4.886 on 72 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.4483, Adjusted R-squared: 0.4329
F-statistic: 29.25 on 2 and 72 DF, p-value: 5.041e-10

3 pav.: Dauginés regresijos modelis R.

= anova(model)
Analysis of variance Table

Response: sales

pf sum sSg Mean Sg F value Pr{>F)
price 1 1219.09 1219.09 51.0631 5.946e-10 #**
advert 1 177.45 177.45 7.4326 0.008038 **

Residuals 72 1718.94 23.87

5ignif. codes: 0 “#%#' 0,001 °***' Q.01 **' 0.05 *." 0.1 * "1

4 pav.: ANOVA lentelé R.
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5 pav.: Kintamuyjy sklaidos diagramos.

> cor(andy[c(1,2, 3}

sales price advert
sales 1.0000000 -0.62554052 0.22208038
price -0.6255405 1.00000000 0.02636585

advert 0.2220804 0.02636585 1.00000000

6 pav.: Kintamuyju koreliacijos.

"= confint(model)

price
advert

-10.092676
0. 500659

2.5 %
(Intercept) 106.251852 131.575368

97.5 %

-5.723032
3.224510

7 pav.: Kintamyjy 95% pasikliautinieji intervalai.
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1. Neigiamas koeficientas prie kainos (PRICE) rodo, kad paklausa elastinga
kainai ir kainos padidéjimas vienu doleriu esant nepakitusiom reklamos
iSlaidoms bendras pajamas vidutiniskai sumazinty $7908. Arba, sumaZi-
ne kaing vienu doleriu, padidintume pajamas vidutiniskai $7908. Taigi
kainos mazinimas, siulant jvairias nuolaidas, padidinty pajamas. Kainos
pasikeitimas $1 yra palyginti didelis kainos Suolis. Kainos imties vidurkis
yra 5.69, standartinis nuokrypis yra 0.52. Realistiskiau nagrinéti 10 centy
kainos pasikeitima. Tokiu atveju pajamos pasikeisty $791.

2. Reklamos (ADVERT) koeficientas yra teigiamas. Vadinasi, esant pasto-
viai kainai, padidinus reklamos iglaidas $1000, pajamos padidéty viduti-
nigkai $1863. Taigi reklamos iSlaidy padidéjimas padidins pelna.

3. Laisvojo nario jvercio tiesioginé interpretacija — jei ir kaina, ir reklamos
iSlaidos buty nulinés, pardavimo pajamos buty $118 914. Akivaizdu, kad
taip negali buti. Tai patvirtina teiginj, kad regresinis modelis gerai ap-
raso tikrove tik toje duomeny kitimo srityje i$ kurios mes turime imties
duomenis. Siame modelyje laisvasis narys vaidina modelio stabilizatoriaus
vaidmenj ir pagerina prognozavimo tiksluma.

Regresijos lygti galime naudoti pajamy prognozavimui. Tarkime, kad mésainiy
tinklas nori numatyti pajamas, kai kaina yra $5.50, o iSlaidos reklamai — $1200.
Kadangi modelyje islaidos reklamai ir pajamos skaiciuojamos tukstanciais do-
leriy,

SALES = 11891 — 7.908 - 5.5 + 1.863 - 1.2 = 77.656.

Esant minétoms salygoms pelnas buty $77 656.

Pastaba. Interpretuojant rezultatus tai reikia daryti atsargiai. Neigiamas
zenklas prie kainos kintamojo reiskia, kad kuo mazesné kaina, tuo didesnis pel-
nas. Remiantis tokia logika, mes turétume kaing sumagzinti iki nulio. Taciau
akivaizdu, kad tai nepadidins pardavimy. IS to isplaukia labai svarbi iSvada:
ivertintas regresijos modelis apraso rysj tarp ekonominiy kintamyjy dydziy tik
srityje, artimoje imtyje esantiems duomenis. Duomeny ekstrapoliavimas link
ekstremaliy verciy paprastai néra gera idéja, nes drastiskai padidéja paklaidos.

Liko jvertinti lieckamojo nario dispersija:

o? = var(e;) = E(?).

€; reikSmeés nezinomos, o stebimos tik modelio lickanos
& =Y — 9 = Yi — (B1 + Pz + B3243).
Kadangi modelio parametry skai¢ius k = 3, nepaslinktas o2 jvertis yra

T A2
o i €7 1718.943
= = = 23.874.
T-3 75— 3

0 =+v23.874 = 4.8861.




Pav. 4-5 pateiktos dydziy SSE = 23:1 €2 = 1718.94 ir 6 = 4.8861 reik3més,
apskaic¢iuotos R. ¢ kartais yra Zymimas kaip Residual standard error arba root

MSE (mean squared error).

10.4 Multikolinearumo problema

Dauginé regresija geriausiai tinka prognozéms tada, kai visi nepriklausomi kin-
tamieji X1,..., X, tarpusavyje nekoreliuoja, o priklausomybé sieja juos su Y.
Kai tarp kintamyjuy Xi,..., X, yra stipriai koreliuojanciy, tai yra taip vadi-
nama multikolinearumo problema. Dél multikolinearumo gali atsirasti "ne
tas" daugiklio zenklas. Dar blogiau yra regresijos koeficienty nestabilumas, ke-
li papildomi stebéjimai gali juos visiskai pakeisti, todél toks modelis netinka
prognozéms. Multikolinearumas nustatomas skaiciuojant taip vadinamus dis-
persijos mazéjimo daugiklius VIF (angl. variance inflation index). Tarki-
me, kad R? yra regresijos modelio, kuriame X; yra priklausomas kintamasis,
oXi,...,X;-1,Xj41,..., X, — nepriklausomi kintamieji, determinacijos koefi-
cientas. Tuomet kintamojo X; dispersijos mazéjimo daugiklis

1
VIF; = -
J
Paprastai VIF} interpretuojamas kaip Ej dispersijos santykis su ta dispersija,
kuria I;j turéty, jei X; nekoreliuoty su likusiais X. MJX; multikolinearumag
galima jtarti, kai VIF; > 4. Ziurint tik j kintamyjy Xi,..., X,, koreliacijas
multikolinearuma ne visada galima pastebéti.
Ka daryti aptikus multikolinearuma? Sitloma padidinti imtj. Jei tai nepa-
deda, atsisakyti dalies kintamuyjy arba imti jy tiesinj darinj.



