Paskaita 9

Variacinio skaiciavimo uzdaviniy pavyzdziai

Pradzioje susipazinsime su klasikiniais variacinio skai¢iavimo uzdaviniais,
o veéliau jau formuluosime bendra tokiy uzdaviniy klase ir nagrinésime juy
sprendimo metodus.

Sviesos sklidimo trajektorija. Tegul §viesa sklinda plokstumoje (z,v) i3
tasko A(x4,va.) 1 taska B(xp, yp). IS mokyklinio fizikos kurso zinome, kad ho-
mogeniskoje medziagoje sviesa sklinda tiesés trajektorija, tada jos nueitas
kelias yra trumpiausias.
Dabar nagrinékime atvejj, kai sviesa sklinda per dvi medziagas: pirmoje
medziagoje
Dl:{(xay)> Oéyé}/l}

sviesos sklidimo greitis yra v; (pvz. vandenyje), o antroje medziagoje
DQ:{(‘ray)a Y1<?J§Y2}

sviesos sklidimo greitis yra vy (pvz. ore, tada vy > v7).
Tarkime, kad $viesa sklinda i$ antrosios terpés j pirmaja, t.y.

To < Ty, Yo > Y1 > Yp.

Kokia bus sviesos sklidimo trajektorija?

Ferma principas. Sviesa sklinda ta trajektorija, kuria jos judéjimo
laikas 7" yra minimalus.

Beje, remiantis kvantinés mechanikos teorija ir panaudojus R. Feynman
diagramy metoda tai galime nesunkiai jrodyti.

Kaip parodéme anksciau, homogeniskoje terpéje Sviesa sklinda tiese, taigi
reikia rasti tokj taska dvieju terpiy sanduroje C'(X,Y7), kada laikas

Vi =Y+ @ =2 | =Y (= o)

V2 U1

T(z) = (1)
yra minimalus
T(X)= min T(x). (2)

To<x<Tp



Matome, kad gavome klasikinj optimizavimo uzdavinj — rasti funkcijos
T'(x) globaliojo minimumo taska.

Variacinio skaic¢iavimo uzdaviniai dazniausiai yra bendresni, ieSkome to-
kios funkcijos, kurj minimizuoja tikslo funkcionala. Apibendrinkime musy
nagrinéjama uzdavinj ir tarkime, kad sviesa sklinda nehomogeniskoje terpéje
ir greitis v = v(x,y) yra dviejy kintamujy funkcija. Nagrinékime funkcijas
y = y(x) € S, kurios apibrézia galimas Sviesos sklidimo trajektorijas, jos
tenkina krastines salygas

Y(Ta) = Yo,  Y(@) = Y

Tada Sviesos sklidimo is tasko A iki tasko B laikas apskaiCiuojamas taip

/ \/1+ (3)

Reikia rasti ta trajektorija Y (z), kuria judant laikas yra minimalus

T(Y) = minT(y). (4)

yeSs

ISspreskime uzdavinj (1)-(2). Taska X, kuriame Sviesos spindulys pereina
per dviejy medziagy sandurg, randame issprende lygti

T'(x) = 0.
Parodykite, kad tada galioja Snelijaus désnis

sinay U9

. )
S1n o ()

¢ia ap yra kampas, kurj sudaro krentantis sviesos spindulys su statmeniu j
dviejy terpiy pavirsiy, o oy yra kampas, kurj sudaro luzes sviesos spindulys.



Brachistochronés radimo uzdavinys. Plokstumoje yra uzduoti du tas-
kai A(zq,ya) it Bz, up), kai 2, < xp ir y, > 3. Siuos taskus sujungiame
kreive [ € S:

[ = {y = y(x) : y(xa) = Ya, y(l'b) = yb}' (5)

Materialus taskas slenka sia kreive be trinties veikiamas tik sunkio jégos,
pradiniu laiko momentu jo greitis v = 0.

Aibéje | € S tokiy kreiviy reikia rasti ta [*, kuria slinkdamas materi-
alus taskas pasieks B per trumpiausiag laikg. Tokia kreivé [* yra vadinama
brachistochrone.

Sudarysime matematinj materialiojo tasko judéjimo modelj. Pirmiau-
sia pasinaudosime energijos tvermeés désniu, kuris musy atveju tvirtina, kad
kinetinés ir potencinés energiju suma nekinta laike (yra konstanta). Pradiniu
laiko momentu

E(0) = mgya,
¢ia pazymeéjome m slenkancio tasko mase, o g laisvojo kritimo pagreitj. Tada
gauname tokig lygtj

muv
T mgy(t) = mgya, (6)

arba )
mu

—— =mg(va —y(t)).

Materialaus tasko greitj apskaic¢iuojame is kreivés [ = [(y, x) lygties
dl dx
=— =+/1+y*—.
YT MR

Tada i$ tvermés désnio lygties gauname lygybe

\/ 1 2
dt =YY g
V29(Ya — y)

Ja integruojame nuo z, iki x, randame materialaus tasko judéjimo laika

o V14 y” "
v V20Wa—y)

Tada brachistochroné, yra ta glodi kreivé, kuri tenkina krastines salygas
(5) ir suteikia minimalig reiksme funcionalui (7).

T(y) (7)



Hamiltono Principas. Variacinis skaic¢iavimas yra svarbi metodika spren-
dziant daugelj mechanikos uzdaviniy. Hamiltonas suformulavo garsyji prin-
cipa, leidziantj sudaryti nagrinéjamy reiskiniy matematinius modelius. Svar-
bu pastebéti, kad gauname ir universaly jrankj, kaip konstruoti tokiy uz-
daviniy sprendimo algoritmus, tiek analizinius, tiek ir skaitinius.

Tarkime, kad Zinome nagrinéjamos mechanininés sistemos kinetine en-
ergija K = K(t,u,u’) ir potencine energija P = P(t,u,u’). Tada imkime
funkcija v € S, kuri priklauso leistiny funkcijy aibei S (dazniausiai tai tam
tikro glodumo funkcijos, tenkinancios papildomas krastines ar tvermeés saly-
gas). Apibréziame veikimo integrala

I(u) = / (K — Pt (8)

t1
leskosime tokios funkcijos u € S, kuri suteikia minimalia reikSme funk-
cionalui /(u) (veikimo integralui):

I(u*) = min/ 2 F(t,u,u')dt. 9)

u€eS 4
Cia pazyméjome F = K — P.

Kaip pavyzdj, nagrinékime trajektorija materialaus tasko, kuris pradiniu
laiko momentu iSmestas vertikaliai aukstyn geri¢iu v. Trajektorija apibrézia
funkcija y = y(t). IS pradinés salygos gauname funkcijos y ir jos iSvestines
y' reikSmes pradiniu laiko momentu ¢ = 0 (jos jtraukiamos i leistiny funkcijy
aibés S apibrézima)

y(0) =0, ¥(0)=v.
Materialaus tasko kinetiné ir potenciné energijos yra atitinkamai lygios
1 N2
K=om(y)", P=mgy.
Tada remdamiesi Hamiltono principu sudarome veikimo integrala

1) = [ (G0 = may) . (10

[s matematinés analizés kurso gerai zinome butingja salyga, kad funcija
f = f(z) taske x jgyty ekstremumo reiksSme, taip pat papildoma salyga,
kad Sis ekstremumas buty minimumas. Musy tikslas surasti, kokios yra
funkcionalo ekstremumo salygos.



