8 Simplekso metodas

8.1 Tiesinés funkcijos ekstremumas iSkilojoje aibéje

8.1 Apibrézimas. Erdvés R" poaibis G vadinamas iskilagja aibe, jei pasirinkus bet

kuriuos du tos aibés elementus 2’ ir " ir realyjj skaiciy ¢ € [0, 1], elementas tz' 4 (1 —t)2"

taip pat priklauso aibei G. Elementai vadinami taskais, o tasky aibé ta’ + (1 —t)2” =

[/, 2"] — atkarpa, jungiancia taskus 2’ ir 2”.
8.1 Teorema. Suderintos tiesiniy lygciy sistemos nenetgiamy sprendiniy aibé yra iSkilogi.

8.2 Apibrézimas. Aibés G tagkas xy vadinamas jos kraStiniu tasku, jei néra tasky ' ir
2", priklausanciy aibei G, su kuriais zo € (2/,2"), ¢ia (2/,2") =t2’ + (1 —t)2",0 < t < 1.

Jei aibei GG priklauso visi krastiniai taskai, tai ji vadinama uzdara aibe.
8.2 Teorema. Suderintos tiesiniy lygciy sistemos neneigiamy sprendiniy aibé yra uZdara.

8.3 Apibrézimas. I[skilosios aibés G elementas vadinamas tos aibés ekstremumo tasku,
jei jo negalima uzrasyti iSraiska tx’ + (1 — t)a”, kurioje 0 <t < 1,0 2’ # 2" 2/, 2" € G.

n — matéje Euklido erdvéje R™ elemento x = (z1,xa,...,1,) ilgis |z| = /< z,2 >
(simboliu <, > pazymeéta skaliariné sandauga).

8.4 Apibrézimas. Iskiloji aibé G vadinama aprézta, jei visi jos elementai yra aprézto
ilgio, t. y. |z |< M,Vx € G.

8.3 Teorema. Apréztoje uzdaroje iskilojoje aibéje, turincioje baigting ekstremumo tasky
skaiciy, kiekviena tiesinée funkcija jgyja minimaliq reiksme bent viename ekstremumo
taske.

8.2 Kanoninio tiesinio programavimo uzdavinio leistinosios aibés krastinio
tasko nustatymas

Nagrinékime kanoninj tiesinio programavimo uzdavinj:

min(cixy + oo + ... + 2y, kai

a11T1 -+ 199 + e+ Apnty, — bl,
211 -+ a929T9 + e+ Aoty — bg,
am1T1 + UmaTy + + amnTn = by,
x1>07 x2>0, ,l’n>0

8.5 Apibrézimas. Kanoninio tiesinio programavimo uzdavinio sprendiniy aibé vadinama
leistingja aibe.

8.4 Teorema. Kanoninio tiesinio programavimo uZdavinio leistinosios aibés taskas xg
yra krastinis tada ir tik tada, kai jis yra nagrinéjamos tiesiniy lygciy sistemos bazinis
sprendinys.

8.5 Teorema. Je: tiesinio programavimo uZdavinio sprendiniy aibé nera tuscia, tai joje
yra bent vienas leistinosios aibés krastinis taskas.



8.3 Simplekso metodas ir jo taikymo schema krastinio tasko optimalumui
nustatyti

[eskokime tiesinés funkcijos
f(z) =1z + coxe + ... + cpy,

minimumo tasko tiesiniy lygciy sistemos

AX =B
neneigiamy sprendiniy aibéje. Cia
@11 a2 ... Qip a1 by
A _ a921 929 Son ,X _ ) ,B _ b2
m1 AGm2 ... Qmp Tn bm

Tarkime, kad matricos A rangas yra lygus jos eiluciy skaiciui. Jei duotai sistemai $i
prielaida negalioja, tai mes ja galime pakeisti ekvivalencia tiesiniy lygciy sistema, kurios
rangas lygus sistemos lygciy skaiciui.

Apribojimy sistema paraSykime vektorine lygtimi:

n
Z xl/B’L = ﬁ? Cia
=1

14 by
g=| @ |a=| "
Ami bm

Jei neneigiamy skai¢iy rinkinys (ly, s, ..., [,,) yra Sios sistemos sprendinys, tai vektorius
B yra vektoriy 31, 5a, ..., 8, tiesiné kombinacija, t. y.

B = leﬂz‘, l; >20,i=1,2,....,n.
i=1

Pastaba. Simplekso metodu galima spresti tik tokius tiesinio programavimo uzdavinius,
kuriy vektorinéje israiskoje

5 - leﬂzall > 072 = 1a27"'7n
i=1

tarp koeficienty [y, 5, ..., [,, yra ne maziau kaip m teigiamy koeficienty.

Kaip jau zinome i$ tiesiniy lygciy sistemy teorijos, tokj reikalavima tenkina tiesiniy
lygciy sistemos neneigiami baziniai sprendiniai. Vadinasi, funkcijos minimumo ieSkome
tiesiniy lygciy sistemos baziniy sprendiniy aibe¢je.

8.6 Teorema. Tiesiniy lygciy sistemos AX = B, kurios matricos rangas lygus jos
eiluciy skaiciui (rangA = m) ir kuri tenkina pastaboje suformuluotq sqlygq, neneigiamas
sprendinys yra jos neneigiamy sprendiniy aibés ekstremumo taskas tada ir tik tada, kai
Jis yra bazinis. Ekstremumuy skaicius yra baigtinis.



Funkcijos minimumo ieSkosime leistinosios aibés kraStiniy tasky aibeéje. Jei patikrin-
tume visus krastinius taskus ir tarp jy rastume ta (tuos), kuriame (kuriuose) nagrinéjamoji
funkcija f(x) jgyja maZiausia reikSme, turétume nagrinéjamo tiesinio programavimo uz-
davinio sprendinj (sprendinius). Praktiniuose skai¢iavimuose gali buti taikoma tokia
schema:

e pasirenkamas vienas kraStinis taskas,

e sudaroma tikslo funkcijos mazéjimo seka xg, x1, ..., xx, kurios paskutinis taskas ir yra
optimalus, t. y.

f(xo) > fw1) > .o > flaw),

be to, du gretimi sekos nariai yra tos pacios leistinosios aibés daugiakampio briaunos
galai.

Remdamiesi pastaba, visus vektorius 3; ir vektoriy 3 iSreikskime per bazinius 3;,, 5i,, ..., Bi,.:

k=1
B=> 1B, (8.2)
k=1

Kai j € {i1,19,...,1m }, galioja lygybeés:
L, 7 = u
if = T Mk =1,2,...,m.
q kJ { 0 . g 7& ik, ) » < , M
Visos koordinateés [;,, l;,, ..., 1;, yra teigiamos.

Tarkime, kad o = (19,19, ...,10), 15, > 0,k = 1,2,...m,1) = 0,5 & {i1,i2,....,im} yra

) Tk
ekstremumo taskas (tiesiniy lyg¢iy sistemos leistinosios aibés krastinis taskas). Reikia

rasti krastinj taska z; tokj, kad f(z1) < f(xo). Remdamiesi (8.1) ir (8.2) israiskomis,
gauname:

ﬁj = Zqzk]51k7] = 1727 cy N
k=1

k=1
Qikik = 17qikil - O,Z ?é k

Pazymime

m
Zj = E Cszijv.] - 1727 —eey 1,
k=1

20 = f(xg) = Zcikl?k.
k=1

8.7 Teorema. Pagrindinée simplekso metodo teorema

Tarkime, kad zy = f(xq), 0 xo yra kanoninio tiesionio programavimo uzdavinio leisti-
nosios aitbés krastinis taskas.

Jei yra toks j°, kad cjo — zj0 <0, kai j° & {i1,i2, ..., im}, tai:



1) jei g;,jo <0, tai minf(x) = —oo,
2) jei g jo > 0, tai su bent vienu k egzistuoja toks krastinis taskas x1, kad f(x1) < f(xo).
Jei su visais j & {i1,09, ..., im} ¢ — 25 =0, tai minf(z) = f(xo).

Toliau pateiksime simplekso metodo schema. Nemazindami bendrumo, laikykime,
kad i1 = 1,15 = 2,...,4,, = m, 0 g — leistinosios aibés krastinis taskas. Tuomet tiesiniy
lygciy sistemos AX = B kintamieji 1 > 0,29 > 0, ..., 2, > 0 yra baziniai kintamieji, o
kintamieji 11, T2, .-, T, — laisvieji kintamieji, t. y. 01 = oo = ... = x, = 0. Tada
tiesiniy lygciy sistemos koeficienty matricg galime suskaidyti i dvi matricas. Matricos G
stulpeliai — baziniai vektoriai 1, Bs, ..., Bn, 0 matricos D — vektoriai B,,11, Bmi2, -y On,
o 7o = % + 29,. Tikslo funkcijos koeficienty vektoriy taip pats suskaidome j dvi dalis:
¢ = cg + cp. Tikslo funkcija yra vektoriy c ir z skaliariné sandauga, t. y. f(z) = (¢, x).
Pradine tiesiniy lygciy sistema galime perraSyti taip:

G.Q?G -+ D[ED = B.
Kai xp = 0, tai
Grg =B arba zc=G'B.

Taigi norédami patikrinti, ar taske z tikslo funkcija f(z) jgyja minimalia reiksme, turime
iSnagrineéti jos kitima leistinyjy krypc¢iy taskuose, t. y. gretimuose krastiniuose taskuose,
kurie gali buti uzrasomi pavidalu x = xy + As, ¢ia s — leistinosios krypties vektorius, o
A > 0. Kadangi x — kraStinis taSkas, tai jis turi buti tiesiniy lyg¢iy sistemos AX = B
bazinis sprendinys, t. y.

A(zg+As) =B, o z9+ s> 0.
Kadangi Azg = B, tai
As = 0.

Vadinasi, leistinoji kryptis taske zy nustatoma vektoriumi s, kuris yra tiesiniy lygciy
sistemos As = 0 sprendinys. Prisiming, kad A = G + D, 7y = 2% + 2%, 0 s = s¢ + sp,
salyga xo + As > 0 perraSome taip:

0
,IG + )\SG > 0,
{x% + AXsp = 0, 4 >0,
o tiesiniy lyg¢iy sistema G'sg + Dsp = 0. Tuomet leistinoji kryptis taske xq yra
Sqg — —G_lDSD, SD 2 0.

Norédami patikrinti, ar krastinis taskas xy yra optimalus, skai¢iuojame skaliarines
sandaugas (¢, xo) ir (¢,z), x = x¢+ As, A > 0 ir nagrinéjame skirtuma:

(c,x) — (c,x0) = A {c, 8) .

Jei (¢, s) > 0, tai funkcija leistingja kryptimi didéja; jei (¢, s) < 0 — mazéja; jei (¢, s) =0
— funkcija yra pastovi.

Taskas bus minimumo taskas tik tuo atveju, jei visomis leistinosiomis kryptimis funkcija
didés arba bus pastovi. Si salyga gali buti uzrasyta ir tokiu pavidalu:

<CD — (G_ID)TCG, 8D> 2 0, SD 2 0.



Jei kraStinis taskas xy yra neiSsigimes, t. y. visos jo bazinés koordinateés didesnés uz
0, tai jis bus optimalus, jei

Cp — (G_ID)TCG 2 0.
Jei bent viena krastinio tasko baziné koordinaté lygi 0, tai taskas yra iSsigimes ir turi buti
tenkinama anksciau pateikta salyga.
Visg iSdestyta krastinio tasko optimalumo tikrinimo schema paprasciau pateikti lentele

(14]):

CD Cm+1 Cj Cp,
0
G CG QEG Am+1 A] An
0
Bl (&1 Ty A1mt1 Qayj A1p
0
ﬁi C; €; Aim+1 . Q5 . (6779
0
Bm | Cm | Toy | Qg1 | oor | Qng | e | Qi
ZD Zm41 Zj Zn,
Ap | Bost || B [ A,

Lenteléje pazymeéta: G — matrica, sudaryta i$ matricos A baziniy stulpeliy, c¢g — tikslo
funkcijos koeficientai prie baziniy nezinomyjy, cp — like tikslo funkcijos koeficientai, x%——
bazinio sprendinio nenulinés koordinatés, A; = G~18;,7 = m + 1,...,n, vektoriaus zp
koordinateés z; yra skaliarines sandaugos (cp, 4;).j =m+1,...,n, 0 Ap = cp — zp.

Tuo atveju, kai taskas x( néra optimalus, t. y. yra tokiy A;,j € {m + 1,m +
2,..,n},kad A; < 0, tenka analizuoti kita krastinj taska x; = zo + As ir sudaryti
simplekso lentele. Leistinoji kryptis s nustatoma pagal ¢ia pateikta simplekso lentele
taip:

— g, kai 7= 1, ...,i, .., m,
5= 1, kai =y,
0, kai i=m+1,...,7—1,7+1,...n.

Tuo atveju, jei visi a;; < 0, tiesinio programavimo uzdavinys leistinojoje aibéje nejgyja
minimalios reikSmés. PrieSingu atveju turime nustatyti dar ir daugikli A > 0. Jis -

0
maziausias i§ santykiy —--. Kai leistinoji kryptis s ir daugiklis A > 0 jau yra nustatyti,

randame taSka z; ir tikriname, ar jis yra optimalus.




