
8 Antrosios eil 
es dinaminiu� sistemu� ramyb
es ta²ku�klasi�kacijaPra
ejusioje paskaitoje nagrin
ejome antrosios eil
es dinamin
es sistemos sprendiniu� elgsen¡atsiºvelgdami i� vieno parametro i�tak¡. Pasteb
ejome, kad tam tikrais atvejais sistemossprendiniai vis¡ laik¡ i²lieka kurioje nors i² koordinatiniu� a²iu� ir ta²kas trajektorija (a²imi)juda arba i� vien¡ arba i� kit¡ pus¦.�ios paskaitos tikslas � bendro atvejo analiz
e. T. y. v
el sugri�ºtame prie homogenin
esautonomin
es antrosios eil
es dinamin
es sistemos, kurios koe�cientai yra pastov	us:
{

x′ = ax+ by,

y′ = cx+ dy. (8.1)Matricin
e tokios dinamin
es sistemos forma yra
−→
X ′ = A

−→
X, (8.2)£ia

A =

( a bc d )

,
−→
X =

( xy )

.Nor
edami sudaryti bendrojo sprendinio i²rai²k¡, kaip ir tiesiniu� homogeniniu� diferencialiniu�lyg£iu� atvejais sprendinio ie²kome tam tikroje funkciju� klas
eje, t. y. tarp funkciju�, kuriu�i²vestin
es konstantu� tikslumu sutampa su pa£ia funkcija. Tokiu b	udu mes ie²kome (8.1)dinamin
es sistemos sprendiniu� tokiu pavidalu:
−→
X = eλt−→V , (8.3)£ia −→V , −→V 6= −→

O � �ksuotas konstantu� vektorius, o λ � konstanta, lemianti augimo (gesimo)greiti�. Jei tokie sprendiniai egzistuoja, tai b	utent jie i²rei²kia eksponentini� jud
ejim¡a²imis.Tiek λ, tiek −→
V surandami i�ra²ius sprendinio i²rai²k¡ (8.3) i� (8.2) sistem¡. Gauname,kad

λeλt−→V = Aeλt−→Varba
A
−→
V = λ

−→
V . (8.4)Gautasis uºdavinys yra matricos A tikriniu� reik²miu� λ nustatymo uºdavinys. Kai tikrin
esreik²m
es jau yra nustatytos, tada surandami tikrines reik²mes atitinkantys tikriniai vek-toriai −→V .Kaip ºinome i² tiesin
es algebros kurso, tikriniu� reik²miu� nustatymo uºdavinys yraekvivalentus charakteringosios lygties

|A− λI| = 0, (8.5)sprendimui. £ia I yra antrosios eil
es vienetin
e matrica.Charaktering¡j¡ lygti� perra²ome taip:
λ2 − τλ+∆ = 0, (8.6)



£ia τ = a+d � matricos A p
edsakas, o ∆ = ad− bc � matricos A determinantas. Matricos
A tikrin
es reik²m
es yra gautosios charakteringosios lygties ²aknys

λ1,2 =
τ ±

√
D

2
, (8.7)£iaD = τ 2−4∆. Tod
el tuo atveju, kai charakteringosios lygties ²aknys yra skirtingos, mesgauname du tiesi²kai nepriklausomus tikrinius vektorius ir atitinkamai du tiesi²kai neprik-lausomus dinamin
es sistemos sprendinius. Kiekviena pradin
e s¡lyga gali b	uti i²reik²tasurastais tikriniais vektoriais, t. y. −→

X = C1

−→
V1 + C2

−→
V2. Tada gautu� sprendiniu� tiesin
ekombinacija −→

X = C1eλ1t
−→
V1 + C2eλ2t

−→
V2 (8.8)yra dinamin
es sistemos bendrasis sprendinys.I²siai²kin¦ antrosios eil
es dinamin
es sistemos bendrojo sprendinio strukt	ur¡ pereikimeprie charakteringosios lygties (8.6) ir jos ²aknu� (8.7) analiz
es.Prisimin¦ Vieto teorem¡, turime, kad λ1 + λ2 = τ , o λ1 λ2 = ∆. Tuomet turimeatskirai aptarti tris atvejus, susijusius su charakteringosios lygties ²aknimis.I. Jei∆ < 0, tai turimeD > 0 ir gauname dvi skirtingo ºenklo reali¡sias charakteringo-sios lygties ²aknis. �iuo atveju ramyb
es ta²kas yra vadinamas balnu. Balnas visadayra nestabilus.II. Jei ∆ > 0, tai priklausomai nuo D ºenklo turime arba dvi skirtingas to patiesºenklo reali¡sias (D > 0) charakteringosios lygties ²aknis, arba dvi kompleksines²aknis (tikrin
es reik²m
es yra kompleksiniai jungtiniai skai£iai), kai D < 0, arba dvitarpusavyje lygias reali¡sias ²aknis (D = 0). Tuo atveju, kai turime dvi skirtingasto paties ºenklo tikrines reik²mes, ramyb
es ta²k¡ vadiname mazgu. Kai tikrin
esreik²m
es yra kompleksiniai jungtiniai skai£iai, tai ramyb
es ta²kas vadinamas ºidiniu(kai kompleksiniu� skai£iu� realiosios ir menamosios dalys nelygios 0) arba centru(kai turime grynai menamuosius kompleksinius skai£ius). Jei D = 0, tai turime dvitarpusavyje lygias reali¡sias tikrines reik²mes ir ramyb
es ta²kai yra i²sigim¦ mazgaiarba dikritiniai mazgai. I²sigim¦ mazgai gaunami tuo atveju, kai turime tik vien¡tikrini� vektoriu�. Kai tikriniu� vektoriu� atitinkan£iu� tikrin¦ reik²m¦ yra begalo daug,tai turime dikritinius mazgus. Ramyb
es ta²ku� stabilum¡ apsprendºia matricos Ap
edsakas τ : kai τ < 0, tai ramyb
es ta²kai yra stabilieji, o kai τ > 0, tai � nestabilieji.Tuo atveju, kai τ = 0 turime stabilumo poºi	uriu neutralu� atveji� (sprendiniai judaratu elipsin
emis trajektorijomis).III. Jei ∆ = 0, tai bent viena matricos A tikrin
e reik²m
e yra lygi 0. Tod
el ramyb
esta²kas (0, 0) ²iuo atveju n
era izoliuotas ir mes turime ramyb
es ta²ku� tieses arba netir vis¡ plok²tum¡ (tuo atveju, kai matrica A = O).


