8 Antrosios eilés dinaminiy sistemy ramybes tasky
klasifikacija

Pragjusioje paskaitoje nagrinéjome antrosios eilés dinaminés sistemos sprendiniy elgseng
atsizvelgdami j vieno parametro jtaka. Pastebéjome, kad tam tikrais atvejais sistemos
sprendiniai visa laika iSlieka kurioje nors i§ koordinatiniy asiy ir taskas trajektorija (asimi)
juda arba j viena arba j kita puse.

Sios paskaitos tikslas — bendro atvejo analizé. T. y. vél sugrjztame prie homogeninés
autonomineés antrosios eilés dinaminés sistemos, kurios koeficientai yra pastovus:

2’ = ax + by,
{ y' = cx+dy. (8.1)

Matriciné tokios dinaminés sistemos forma yra

X' — AX, (8.2)

(1) ()

Norédami sudaryti bendrojo sprendinio i§raiska, kaip ir tiesiniy homogeniniy diferencialiniy
lygéiy atvejais sprendinio ieskome tam tikroje funkcijy klaséje, t. y. tarp funkcijy, kuriy

iSvestinés konstanty tikslumu sutampa su pacia funkcija. Tokiu budu mes ieskome (8.1)

dinaminés sistemos sprendiniy tokiu pavidalu:

X =MV, (8.3)

¢ia 7, 7 -+ 8 — fiksuotas konstanty vektorius, o A — konstanta, lemianti augimo (gesimo)
greitj. Jei tokie sprendiniai egzistuoja, tai butent jie iSreiskia eksponentinj judéjima
asimis.

Tiek ), tiek V surandami jrasius sprendinio israiska (8.3) j (8.2) sistema. Gauname,

kad
)xe’\tv = Ae”?

AV =V, (8.4)

Gautasis uzdavinys yra matricos A tikriniy reikSmiy A\ nustatymo uzdavinys. Kai tikrinés
reikSmeés jau yra nustatytos, tada surandami tikrines reik§mes atitinkantys tikriniai vek-

arba

toriai V.
Kaip zinome i$ tiesinés algebros kurso, tikriniy reikSmiy nustatymo uzdavinys yra
ekvivalentus charakteringosios lygties

|A—AI| =0, (8.5)

sprendimui. ¢ia [ yra antrosios eilés vienetiné matrica.
Charakteringaja lygti perraSome taip:

M —7TA+A=0, (8.6)



¢ia 7 = a+d — matricos A pédsakas, o A = ad — bc — matricos A determinantas. Matricos
A tikrinés reik§meés yra gautosios charakteringosios lygties Saknys

T:E\/E

)\1,2 = 9 )

(8.7)
¢ia D = 72 —4A. Todél tuo atveju, kai charakteringosios lygties Saknys yra skirtingos, mes
gauname du tiesiskai nepriklausomus tikrinius vektorius ir atitinkamai du tiesiskai neprik-
lausomus dinaminés sistemos sprendinius. Kiekviena pradiné salyga gali buti isreiksta
surastais tikriniais vektoriais, t. y. = 1V} + V. Tada gauty sprendiniy tiesiné
kombinacija

7 = Cle)‘lt71 + 02€A2t72 (8.8)

yra dinaminés sistemos bendrasis sprendinys.

Issiaiskine antrosios eilés dinaminés sistemos bendrojo sprendinio struktura pereikime
prie charakteringosios lygties (8.6) ir jos Sakny (8.7) analizés.

Prisimine Vieto teoremg, turime, kad A\; + Ay = 7, 0 Ay Ao = A. Tuomet turime
atskirai aptarti tris atvejus, susijusius su charakteringosios lygties Saknimis.

[. Jei A <0, tai turime D > 0 ir gauname dvi skirtingo Zenklo realiasias charakteringo-
sios lygties Saknis. Siuo atveju ramybés taskas yra vadinamas balnu. Balnas visada
yra nestabilus.

II. Jei A > 0, tai priklausomai nuo D Zenklo turime arba dvi skirtingas to paties
zenklo realigsias (D > 0) charakteringosios lygties Saknis, arba dvi kompleksines
Saknis (tikrinés reik§meés yra kompleksiniai jungtiniai skai¢iai), kai D < 0, arba dvi
tarpusavyje lygias realiasias Saknis (D = 0). Tuo atveju, kai turime dvi skirtingas
to paties zenklo tikrines reikSmes, ramybés taska vadiname mazgu. Kai tikrinés
reikSmeés yra kompleksiniai jungtiniai skai¢iai, tai ramybeés taskas vadinamas Zidiniu
(kai kompleksiniy skai¢iy realiosios ir menamosios dalys nelygios 0) arba centru
(kai turime grynai menamuosius kompleksinius skai¢ius). Jei D = 0, tai turime dvi
tarpusavyje lygias realigsias tikrines reiksmes ir ramybés taskai yra iSsigime mazgai
arba dikritiniai mazgai. [$sigime mazgai gaunami tuo atveju, kai turime tik vieng
tikrinj vektoriy. Kai tikriniy vektoriy atitinkanciy tikrine reikSme yra begalo daug,
tai turime dikritinius mazgus. Ramybés tasky stabilumg apsprendzia matricos A
pedsakas 7: kai 7 < 0, tai ramybés taskai yra stabilieji, o kai 7 > 0, tai — nestabilieji.
Tuo atveju, kai 7 = 0 turime stabilumo poziuriu neutraly atvejj (sprendiniai juda
ratu elipsinémis trajektorijomis).

III. Jei A = 0, tai bent viena matricos A tikriné reiksmeé yra lygi 0. Todél ramybés
taskas (0,0) 8iuo atveju néra izoliuotas ir mes turime ramybés tasky tieses arba net
ir visa plokstuma (tuo atveju, kai matrica A = O).



