13 Bifurkacijos antrosios eilés dinaminése sistemose

13.1 Balno-mazgo, transkritiné ir pité¢forko bifurkacijos

Kaip zinome, pirmosios eilés dinaminése sistemose priklausomai nuo valdanc¢iyjy parametry
ramybes taSkai gali atsirasti arba iSnykti arba gali pakisti ramybeés tasky stabilumas.
Dvimagciu atveju visa tai gali nutikti ir su orbitomis. Dabar nagrinésime, kada osciliacijos
atsiranda arba iSnyksta. Bifurkacija suprasime placigja prasme, t. y. kaip fazinio portreto
topologinj pokytj kintant dinaminés sistemos parametrams.

Kalbédami apie balno-mazgo, transkritine ar pit¢forko bifurkacijas dvimaciu atveju
turime pastebeti, kad tai ka jau taikéme vienmaciu atveju tiesiog perkeliame j vienmatj
poerdvj, kuriame tas bifurkacijas ir stebime, o kitos dimensijos atlieka tik pritraukimo
prie to poerdvio, kuriame vyksta bifurkacijos, vaidmenj.

Lygiai taip pat kaip ir vienmaciu atveju antrosios eilés dinaminése sistemose balno —
mazgo bifurkacija yra viena pagrindiniy bifurkacijy, kuriy metu ramybés taskai sukuriami
arba iSnyksta jau esami.

Nagrinékime dinamine sistema;:

Y =g(,y).
Tarkime, kad $i sistema dar priklauso ir nuo parametro p. Jei esant tam tikrai parametro
i reikSmei nulinés izoklinés susikerta dviejuose taskuose, mes galime stebéti, kaip juda
ramybeés taskai: kintant p reikSmei ramybeés taskai artéja vienas prie kito ir susilieja,
kai g = figris. Siame tagke viena nuliné izokliné tampa kitos izoklinés liestine, o véliau
izoklinés iSsiskiria ir ramybés taskai iSnyksta. Taip elgiasi visos balno — mazgo bifurkacijos.
Tipinis balno — mazgo bifurkacijos pavyzdys buty dinaminé sistema:

v = pu— 22,
y'=—y.

Siuo atveju bifurkacija stebima tik viena kryptimi, t. y. turime vienmatj poerdvj. Kita
kryptimi bégant laikui sprendinys eksponentiskai mazéja.

Analogiska situacija yra su transkritine ir pit¢forko bifurkacijomis, t. y. tiek transkri-
tine, tiek superkritine ar subkritine pit¢forko bifurkacijas mes stebime tik vienmaciame
poerdvyje.

Toliau pateiksime tipinés dinamines sistemas iliustruojancias Sias bifurkacijas.
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e Transkritine bifurkacija stebime tirdami sistema

v = px — 2,
Y =-y.

e Superkritine pitc¢forko bifurkacija iliustruoja tokia dinaminé sistema:

¥ = px — 23,
Y =-y.

e Subkritine pit¢forko bifurkacija stebésime dinaminéje sistemoje

¥ = px + 23,
Yy =—y.



13.2 Hopfo bifurkacijos

Hopfo bifurkacijos siejamos su ribiniais ciklais ir atsiranda tokiose dinaminése sistemose,
kuriose kintant dinaminés sistemos valdanciajam parametrui ramybeés taskas praranda
stabiluma.

Norédami issiaiskinti stabiliojo ramybés tasko galimybes tapti nestabiliuoju turime
prisiminti, kad ramybés tasky stabilumas yra siejamas su dinamineés sistemos charak-
teringosios lygties Saknimis arba Zordano matricos tikrinémis reikmémis. Kaip zinome,
ramybeés taskai yra stabilieji, jei Siuose taskuose apskaiciuotos Zordano matricos abiejy
tikriniy reikSmiy realiosios dalys yra neigiamos, t. y. jei ReA < 0. Tokiu budu kintant
valdanciajam dinaminés sistemos parametrui turime nagrinéti tikriniy reikSmiy realigsias
dalis ir ziuréti jy zenklus. Iki Siol aptartos balno — mazgo, transkritiné ir abidvi pit¢forko
bifurkacijos buvo tos situacijos, kai turéjome realigsias tikrines reikSmes ir stabilumo
poky¢iai buvo susije su tikriniy reikSmiy Zenklo pasikeitimu. Dabar nagrinésime bendresnj
atvejj, kai kompleksinés jungtinés tikrinés reiksmeés i§ kairiosios pusplokStumeés pereina j
desiniagja, t. y. mus domina Re) < 0 pasikeitimas j ReA > 0.

Bendrai Hopfo bifurkacijas galima stebéti tik antrosios ir aukstesniyjy eiliy dinaminése
sistemose. Apsiribosime tik antrosios eilés dinaminiy sistemy analize. ISskiriamos dvi
Hopfo bifurkacijos rusys: superkritiné ir subkritiné. Superkritinés bifurkacijos atveju
stabilusis zidinys praranda stabiluma ir tampa nestabiliuoju zidiniu, o kartu sistema
suformuoja mazos amplitudés ribinj cikla. Subkritinés bifurkacijos atveju trajektorijos
gali perSokti j kita ribinj cikla (histerezé), dazniausiai atsiranda didelés amplitudés ribinis
ciklas. Daznai Sias dvi Hopfo bifurkacijas yra sunku atskirti ir tai jimanoma tik atliekant
skaitinj modeliavima kompiuteriu. Taip pat norime paminéti, kad yra dar ir iSsigimusi
Hopfo bifurkacija, kurios metu mes stebime ne spirales (stabilias arba nestabilias), o yra
suformuojamas centras. Tokiu budu kintant valdanciojo parametro reikSmei bifurkacijos
taske nekonservatyvi dinaminé sistema virsta konservatyvia.



