
10 Netiesin
es antrosios eil 
es dinamin
es sistemos10.1 Netiesiniu� nariu� i�takaAnkstesniajame skyriuje antrosios eil
es netiesin
ems dinamin
ems sistemoms tirti taik
emelinearizacijos metod¡. Min
ejome, kad ²is metodas tinkamas tik tol, kol nesusiduriame suribiniais ramyb
es ta²ku� atvejais. Ribiniams atvejams priskiriami centrai, i²sigim¦ mazgaiir dikritiniai mazgai. �ioje paskaitoje aptarsime, kaip tiriamos ribinius ramyb
es ta²kusturin£ios netiesin
es dinamin
es sistemos.Nagrin
ekime antrosios eil
es netiesin¦ dinamin¦ sistem¡:
{

x′ = −y + ax(x2 + y2),
y′ = x+ ay(x2 + y2).

(10.1)�ios dinamin
es sistemos ramyb
es ta²kai yra netiesiniu� lyg£iu� sistemos
{

−y + ax(x2 + y2) = 0,

x+ ay(x2 + y2) = 0.sprendiniai. �i sistema turi tik vien¡ sprendini�, tod
el atitinkama dinamin
e sistema turitik vien¡ ramyb
es ta²k¡ � (0, 0). Siekdami i²siai²kinti ²io ramyb
es ta²ko tip¡, uºra²ome�ordano matric¡
A =

(

3ax2 + ay2 −1 + 2axy
1 + 2axy ax2 + 3axy2

)ir sudarome jos i²rai²k¡ ramyb
es ta²ke
A|(0,0) =

( 0 -11 0 )

.Surandame dinamin
es sistemos charakteristikas: p
edsakas � τ = 0, determinantas �
∆ = 1, o diskriminantas � D = −4. Kaip matome, ramyb
es ta²kas yra centras, kurispriskiriamas prie ribiniu� atveju�. Tod
el dabar pabandykime i²spr¦sti duot¡j¡ netiesin¦dinamin¦ sistem¡ ir i�sitikinti, kad tik atskiru atveju sprendiniu� trajektorijos bus elips
es(kas yra b	udinga centrams).Atlikime koordina£iu� pakeitim¡ dinamin
eje sistemoje, t. y. pereikime prie poliniu�koordina£iu�:

{

x = r cosφ,

y = r sin φ.Uºra²ome nagrin
ejam¡ dinamin¦ sistem¡ (10.1) naujoje koordina£iu� sistemoje
{

r′cosφ− rφ′ sinφ = −r sinφ+ ar cosφ(r2 cos2 φ+ r2 sin2 φ),

r′sinφ + rφ′ cosφ = −r cosφ+ ar sin φ(r2 cos2 φ+ r2 sin2 φ)ir pritaik¦ trigonometrines formules turime toki¡ sistem¡:
{

r′cosφ− rφ′ sinφ = −r sinφ+ ar3 cosφ,

r′sinφ + rφ′ cosφ = −r cosφ+ ar3 sinφ.
(10.2)



Pirm¡j¡ gautosios sistemos (10.2) lygti� padauginame i² cosφ, o antr¡j¡ � i² sin φ ir sud
ej¦gauname
r′ = ar3. (10.3)Po to pirm¡j¡ sistemos (10.2) lygti� padaugin¦ i² sin φ, o antr¡j¡ � i² cosφ ir i² pirmosiosat
em¦ antr¡j¡ gauname
φ′ = 1. (10.4)I² gautu�ju� nauju� lyg£iu� (10.3), (10.4) sudarome nauj¡ natiesin¦ antrosios eil
es diferencialiniu�lyg£iu� sistem¡:

{

r′ = ar3,

φ′ = 1.
(10.5)�i dinamin
e sistema parodo, kad kampinis jud
ejimo greitis φ yra pastovus. Kiekvien¡ ²iossistemos diferencialin¦ lygti� spr¦sdami atskirai surandame sistemos sprendinius:

{

φ = t + C1,

r2 = 1

−2at−2C2
.

(10.6)Jei turime pradines s¡lygas φ(0) = φ0, o r(0) = r0, tai tuomet i² (10.6) sudarometrajektoriju� lygtis






φ = t+ φ0,

r2 = 1

−2at+ 1

r
2
0

.Gautas rezultatas leidºia suprasti, kad sistemos sprendiniai (trajektorijos atstumas nuopoliaus) priklauso nuo parametro a reik²miu�:1) kai a = 0, tai tuomet r2 = r20 ir turime ramyb
es ta²k¡ centr¡ � jud
ejimo trajektorijosbus apskritimai,2) kai a > 0, tai tuomet, kai t → ∞, tai ir r → ∞ ir turime ramyb
es ta²k¡ � nestabilu�ji�ºidini� (jud
ejimo trajektorijos bus spiral
es tolstan£ios nuo pradinio ta²ko),3) kai a < 0, tai tuomet, kai t → ∞, tai ir r → 0 ir ²iuo atveju ramyb
es ta²kas � stabilusisºidinys (jud
ejimo trajektorijos � spiral
es nukreiptos i� ramyb
es ta²k¡).I²nagrin
etas pavyzdys puikiai iliustruoja ribinio ramyb
es ta²ko jautrum¡ netiesiniamsnariams.10.2 Hiperboliniai stabilumo ta²kai. Strukt	urinis stabilumasKai dinamin
es sistemos abi tikrin
es reik²m
es yra tokios, kad Re(λ) 6= 0, tai tuometneturime ribinio atvejo ir tada dinamin
es sistemos ramyb
es ta²kas vadinamas hiperboliniu.Tokiu� ta²ku� stabilumui maºi netiesi²kumai nedaro jokios i�takos. Tuo tarpu nehiperboliniairamyb
es ta²kai yra jautr	us netiesi²kumams.10.1 Teorema. Hartmano � Grobmano teorema.Lokalusis fazinis portretas hiperbolinio ramyb
es ta²ko aplinkoje yra topologi²kai ekvivalen-tus linearizuotos sistemos faziniam portretui.



Topologinis ekvivalentumas suprantamas kaip abipus
e tolydºioji kintamu�ju� transfor-macija, kuri atvaizduoja vien¡ lokalu�ji� fazini� portret¡ i� kit¡, trajektorijas atvaizduojai� trajektorijas ir i²saugo rodykliu� kryptis. Tokiu b	udu topologi²kai ekvivalentus fazinisportretas yra deformuotas ankstesniojo fazinio portreto vaizdas.10.1 Apibr
eºimas. Fazinis portretas vadinamas strukt	uri²kai stabiliu, jei jo topologijosnekei£ia maºi baigtiniai vektorinio lauko sutrikdymai.Strukt	uri²kai stabilaus fazinio portreto pavyzdys gal
etu� b	uti balnas. O centras n
erastrukt	uri²kai stabilus, nes, kaip mat
eme ankstesniojo skyrelio pavyzdyje, nedideli sistemossutrikdymai centr¡ paver£ia ºidiniais.10.3 Ribiniai ciklai�iame skyrelyje kalb
esime apie rei²kinius, kuriuos galime sutikti tik netiesin
ese sistemose.Tiesin
ese sistemose ju� negali b	uti. Tieisn
es sistemos gali tur
eti sprendinius � uºdarastrajektorijas � orbitas, ta£iau teisin
ese sistemose orbitos negali b	uti izoliuotos, t. y.tur
edami vien¡ periodini� sprendini� −→X (t) mes i² jo gauname kit¡ sprendini� C−→
X (t) (C 6= 0)� per²okame i� kit¡ orbit¡. Suprantama, kad orbit¡ lemia pradin
es s¡lygos. Ir net nedidelisistemos sutrikdymai negri�ºtamai (visam laikui) pakei£ia trajektorij¡. Netiesin
ese siste-mose sutinkami ribiniai ciklai priklauso ne nuo pradiniu� s¡lygu�, o nuo pa£ios nagrin
ejamossistemos.10.2 Apibr
eºimas. Ribiniu ciklu vadinama uºdara izoliuota trajektorija.10.3 Apibr
eºimas. Ribinis ciklas vadinamas stabiliuoju (pritraukian£iu), jei kiekvienagretima trajektorija art
eja prie ribinio ciklo. Prie²ingu atveju ribinis ciklas vadinamasnestabiliuoju.Ta£iau kalbant apie ribinius ciklus galima ir tokia situacija, kai viena trajektorija art
ejaprie nagrin
ejamo ribinio ciklo, o kita � nuo jo tolsta. Tuomet sakoma, kad ribinis ciklasyra pusiau stabilusis. Stabilieji ribiniai ciklai leidºia modeliuoti savaime (neveikiant jokiaii²orinei j
egai) osciliuojan£ias dinamines sistemas.Kaip suºinoti, ar kuri nors netiesin
e dinamin
e sistema turi ribiniu� ciklu�? Atsakymoi� ²i� klausim¡ ie²kosime nagrin
edami uºdaru� orbitu� nebuvimo s¡lygas ir dom
esim
es tokiu�orbitu� nustatymo galimyb
emis. Tik pagal lygtis mes negalime pasakyti, ar dinamin
esistema turi ribiniu� ciklu�, ar tik uºdaras orbitas.11 Uºdaru� orbitu� nebuvimo poºymiai11.1 Gradientin
es sistemos11.1 Apibr
eºimas. Gradientine sistema vadinama dinamin
e sistema, kuri gali b	utiuºra²yta pavidalu −→

X ′ = −∇V , £ia V (
−→
X ) � tolydi, diferencijuojama vieno kintamojoskaliarin
e funkcija vadinama sistemos potencialo funkcija.11.1 Teorema. Jei sistema yra gradientin
e, tai joje nebus uºdaru� orbitu�.Jei dinaminei sistemai

{

x′ = f(x, y),
y′ = g(x, y).galioja lygyb
e ∂f

∂y
= ∂g

∂x
, tai sistema yra gradientin
e.



11.2 Liapunovo funkcijos egzistavimas11.2 Teorema. Jei dinaminei sistemai egzistuoja Liapunovo funkcija, tai sistema neturiuºdaru� orbitu�.Nagrin
ekime dinamin¦ sistem¡
−→
X ′ =

−→
f
(−→
X
)

,kurios ramybs ta²kas yra ta²kas −→X ∗.11.2 Apibr
eºimas. Liapunovo funkcija vadiname tolydºiai diferencijuojam¡ funkcij¡
V (

−→
X ), turin£i¡ ²ias savybes:1) V (

−→
X ) > 0, ∀−→X 6=

−→
X ∗, o V (

−→
X ∗) = O,2) dV

dt
< 0, ∀−→X 6=

−→
X ∗, t. y. visos trajektorijos art
eja link ramyb
es ta²ko, kai t → ∞.Tokiu b	udu, sukonstrav¦ Liapunovo funkcij¡ turime, kad ramyb
es ta²kas −→X ∗ yra glo-baliai asimptoti²kai stabilusis ir su visomis pradin
emis s¡lygomis sprendiniu� trajektorijosart
eja i� ji�, kai t → ∞. O tai rei²kia, kad sistema neturi uºdaru�ju� orbitu�. Ta£iau ²is tyrimob	udas n
era patogus, nes neturime taisykliu�, kaip sukonstruoti Liapunovo funkcij¡.11.3 Dulako kriterijus11.3 Teorema. Dulako kriterijus.Jei dinamin
e sistema −→

X ′ =
−→
f
(−→
X
) nustato tolydºiai diferencijuojam¡ vektorini� lauk¡,apibr
eºt¡ silpnai jungiajame plok²tumos poaibyje D ⊂ R2, ir egzistuoja tolydºiai diferen-cijuojama realiojo argumento funkcija g(

−→
X ) tokia, kad ∇ ·

(

g ·
−→
X ′

) turi pastovu� ºenkl¡visoje srityje D, tai tuomet ²ioje srityje n
era uºdaru� orbitu�.12 Uºdaru�ju� orbitu� nustatymas12.1 Teorema. Puankare � Bendiksono teorema.Jei1) R yra uºdara apr
eºta plok²tumos sritis,2) dinamin
e sistema −→
X ′ =

−→
f
(−→
X
) nustato tolydºiai diferencijuojam¡ vektorini� lauk¡atviroje srityje, apiman£ioje R,3) n
era ramyb
es ta²ku�, priklausan£iu� sri£iai R,4) egzistuoja tokia trajektorija C, kuri prasideda ir vis¡ laik¡ lieka srityje R,tai tuomet arba trajektorija C yra uºdaroji orbita, arba C prie jos asimptoti²kai art
eja,kai t → ∞.Puankare � Bendiksono teorema yra viena svarbiausiu� netiesin
es dinamikos teoremu�,kuri garantuoja, kad plok²tumoje choso n
era. Ta£iau ²i¡ teorem¡ patogu taikyti tikpolin
eje koordina£iu� sistemoje.


