10 Netiesines antrosios eilées dinamineés sistemos

10.1 Netiesiniy nariy jtaka

Ankstesniajame skyriuje antrosios eilés netiesinéms dinaminéms sistemoms tirti taikéme
linearizacijos metoda. Minéjome, kad Sis metodas tinkamas tik tol, kol nesusiduriame su
ribiniais ramybeés tasky atvejais. Ribiniams atvejams priskiriami centrai, iSsigime mazgai
ir dikritiniai mazgai. éioje paskaitoje aptarsime, kaip tiriamos ribinius ramybes tasSkus
turincios netiesinés dinaminés sistemos.

Nagrinékime antrosios eilés netiesine dinamine sistema:

v = —y+ax(a® + y?),
{ Y =z +ay(z® +y?). (10.1)

Sios dinaminés sistemos ramybés taskai yra netiesiniy lygciy sistemos

—y + ax(x® + y?) = 0,
z+ ay(z? +y?) = 0.

sprendiniai. Si sistema turi tik vieng sprendinj, todél atitinkama dinaminé sistema turi
tik viena ramybés taska — (0,0). Siekdami iSsiaiskinti Sio ramybés tasko tipa, uZrasome
Zordano matrica

A 3az? + ay®  —1+ 2axy
- 1+ 2axy ax?®+ 3axy?

ir sudarome jos israiska ramybes taske

0 -1
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Surandame dinaminés sistemos charakteristikas: pédsakas — 7 = 0, determinantas —
A = 1, o diskriminantas — D = —4. Kaip matome, ramybés taskas yra centras, kuris
priskiriamas prie ribiniy atvejy. Todeél dabar pabandykime iSspresti duotaja netiesine
dinamine sistema ir jsitikinti, kad tik atskiru atveju sprendiniy trajektorijos bus elipsés
(kas yra budinga centrams).

Atlikime koordinaciy pakeitima dinaminéje sistemoje, t. y. pereikime prie poliniy

koordinaciy:
T =T CoS Q,
Yy = rsin ¢.

UZraSome nagrinéjama dinamine sistema (10.1) naujoje koordinaciy sistemoje

r'cosp — r¢ sin ¢ = —rsin ¢ + ar cos (r? cos? ¢ + r?sin® ¢),
r'sing + r¢’ cos ¢ = —r cos ¢ + arsin ¢(r? cos? ¢ + r?sin? @)

ir pritaike trigonometrines formules turime tokia sistema:

{r’cosqb —r¢'sing = —rsin ¢ + ar? cos ¢, (10.2)

r'sing 4+ r¢’ cos ¢ = —r cos ¢ + ard sin ¢.



Pirmaja gautosios sistemos (10.2) lygtj padauginame i$ cos ¢, o antraja — i sin ¢ ir sudéje
gauname
v = ar’. (10.3)

Po to pirmaja sistemos (10.2) lygtj padaugine i3 sin ¢, o antraja — i$ cos ¢ ir i§ pirmosios
atéme antraja gauname
¢ =1. (10.4)

[$ gautyjy naujy lygéiy (10.3), (10.4) sudarome nauja natiesine antrosios eilés diferencialiniy

lygciy sistema;

[ 3

o (10.5)
¢ =1

Si dinaminé sistema parodo, kad kampinis judéjimo greitis ¢ yra pastovus. Kiekvieng Sios
sistemos diferencialine lygtj spresdami atskirai surandame sistemos sprendinius:

(10.6)

2 _ 1
= Saac,

{¢=t+01,

Jei turime pradines salygas ¢(0) = ¢, o 7(0) = 7, tai tuomet i§ (10.6) sudarome
trajektorijy lygtis
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Gautas rezultatas leidzia suprasti, kad sistemos sprendiniai (trajektorijos atstumas nuo
poliaus) priklauso nuo parametro a reikSmiy:

1) kai a = 0, tai tuomet r? = r2 ir turime ramybeés taska centra — judéjimo trajektorijos
bus apskritimai,

2) kai a > 0, tai tuomet, kai t — oo, tai ir 7 — oo ir turime ramybés taska — nestabilyjj
zidinj (judéjimo trajektorijos bus spiralés tolstan¢ios nuo pradinio tasko),

3) kaia < 0, tai tuomet, kai t — oo, taiir r — 0 ir $iuo atveju ramybeés taskas — stabilusis
zidinys (judéjimo trajektorijos — spiralés nukreiptos j ramybés taska).

ISnagrinétas pavyzdys puikiai iliustruoja ribinio ramybeés taSko jautruma netiesiniams
nariams.

10.2 Hiperboliniai stabilumo taskai. Strukturinis stabilumas

Kai dinaminés sistemos abi tikrinés reik§més yra tokios, kad Re(\) # 0, tai tuomet
neturime ribinio atvejo ir tada dinaminés sistemos ramybés taskas vadinamas hiperboliniu.
Tokiy tasSky stabilumui mazi netiesiSkumai nedaro jokios jtakos. Tuo tarpu nehiperboliniai
ramybés taskai yra jautrus netiesiSkumams.

10.1 Teorema. Hartmano — Grobmano teorema.
Lokalusis fazinis portretas hiperbolinio ramybés tasko aplinkoje yra topologiskai ekvivalen-
tus linearizuotos sistemos faziniam portretus.



Topologinis ekvivalentumas suprantamas kaip abipusé tolydzioji kintamyjy transfor-
macija, kuri atvaizduoja viena lokalyji fazinj portreta j kita, trajektorijas atvaizduoja
] trajektorijas ir iSsaugo rodykliy kryptis. Tokiu budu topologiskai ekvivalentus fazinis
portretas yra deformuotas ankstesniojo fazinio portreto vaizdas.

10.1 Apibrézimas. Fazinis portretas vadinamas strukturiskai stabiliu, jei jo topologijos
nekeicia mazi baigtiniai vektorinio lauko sutrikdymai.

Strukturiskai stabilaus fazinio portreto pavyzdys galéty buti balnas. O centras néra
strukturiskai stabilus, nes, kaip matéme ankstesniojo skyrelio pavyzdyje, nedideli sistemos
sutrikdymai centra pavercia zidiniais.

10.3 Ribiniai ciklai

Siame skyrelyje kalbésime apie reiskinius, kuriuos galime sutikti tik netiesinése sistemose.
Tiesinése sistemose jy negali buti. Tieisnés sistemos gali turéti sprendinius — uzdaras
trajektorijas — orbitas, tac¢iau teisinése sistemose orbitos negali buti izoliuotos, t. y.
turédami vieng periodinj sprendinj ?(t) mes i§ jo gauname kita sprendinj C X (¢) (C' # 0)
— perSokame ] kita orbita. Suprantama, kad orbita lemia pradinés salygos. Ir net nedideli
sistemos sutrikdymai negrjztamai (visam laikui) pakeicia trajektorija. Netiesinése siste-
mose sutinkami ribiniai ciklai priklauso ne nuo pradiniy salygy, o nuo pacios nagriné¢jamos
sistemos.

10.2 ApibréZimas. Ribiniu ciklu vadinama uzdara izoliuota trajektorija.

10.3 Apibrézimas. Ribinis ciklas vadinamas stabiliuoju (pritraukianc¢iu), jei kiekviena
gretima trajektorija artéja prie ribinio ciklo. PrieSingu atveju ribinis ciklas vadinamas
nestabiliuoju.

Taciau kalbant apie ribinius ciklus galima ir tokia situacija, kai viena trajektorija arteja
prie nagrinéjamo ribinio ciklo, o kita — nuo jo tolsta. Tuomet sakoma, kad ribinis ciklas
yra pusiau stabilusis. Stabilieji ribiniai ciklai leidzia modeliuoti savaime (neveikiant jokiai
iSorinei jégai) osciliuojancias dinamines sistemas.

Kaip suzinoti, ar kuri nors netiesiné dinaminé sistema turi ribiniy cikly? Atsakymo
1 8i klausimg ieSkosime nagrinédami uzdary orbity nebuvimo salygas ir domeésimeés tokiy
orbity nustatymo galimybémis. Tik pagal lygtis mes negalime pasakyti, ar dinaminé
sistema turi ribiniy cikly, ar tik uzdaras orbitas.

11 Uzdary orbity nebuvimo pozZymiai

11.1 Gradientinés sistemos

11.1 Apibrézimas. Gradientine sistema vadinama dinaminé sistema, kuri gali buti
uzrasyta pavidalu X’ = —VV, &ia V(Y) — tolydi, diferencijuojama vieno kintamojo
skaliariné funkcija vadinama sistemos potencialo funkcija.

11.1 Teorema. Jei sistema yra gradientine, tai joje nebus uZdary orbity.

Jei dinaminei sistemai
{ T = f(l’, y),
y = g(z,y).
of _

galioja lygybeé 5y = %, tai sistema yra gradientine.



11.2 Liapunovo funkcijos egzistavimas

11.2 Teorema. Jei dinaminei sistemai egzistuoja Liapunovo funkcija, tai sistema neturi
uZdary orbity.

Nagrinekime dinamine sistema
=T (X)),
kurios ramybs taskas yra taskas ?*

11.2 ApibréZzimas. Liapunovo funkcija vadiname tolydziai diferencijuojama funkcija
V(X), turincia $ias savybes:

1) V(X)>0,VX £ X*, 0 V(X*) =0,
2) % < 0, V? #* Y*, t. y. visos trajektorijos artéja link ramybeés tasko, kai t — oo.

Tokiu budu, sukonstrave Liapunovo funkcija turime, kad ramybeés taskas Y* yra glo-
baliai asimptotiskai stabilusis ir su visomis pradinémis salygomis sprendiniy trajektorijos
artéja j ji, kai t — oo. O tai reiskia, kad sistema neturi uzdaryjy orbity. Taciau 8is tyrimo
budas néra patogus, nes neturime taisykliy, kaip sukonstruoti Liapunovo funkcija.

11.3 Dulako kriterijus

11.3 Teorema. Dulako kriterijus.

Jei dinaminé sistema Y’ = 7 <?> nustato tolydZiai diferencijuojamaq vektoring laukq,
apibréztq silpnai jungiajame plokstumos poaibyje D C R2, ir egzistuoja tolydZiai diferen-
cijuojama realiojo argumento funkcija g(?) tokia, kad V - (g . Y’) turt pastovy Zenklg

wisoje srityje D, tai tuomet Sioje srityje nera uZdary orbity.

12 Uzdaryjy orbity nustatymas

12.1 Teorema. Puankare — Bendiksono teorema.
Jet

1) R yra uzdara aprézta plokstumos sritis,

2) dinaminé sistema Y’ = 7 <Y> nustato tolydziai diferencijuojamq vektoring laukq
atviroje srityje, apimancioje R,

3) néra ramybés tasky, priklausanciy sriciai R,

4) egzistuoja tokia trajektorija C, kuri prasideda ir visq laikq lieka srityje R,

tai tuomet arba trajektorija C' yra uZdaroji orbita, arba C' prie jos asimptotiskai artéja,
kai t — oo.

Puankare — Bendiksono teorema yra viena svarbiausiy netiesinés dinamikos teoremuy,
kuri garantuoja, kad plokstumoje choso néra. Taciau Sia teorema patogu taikyti tik
polinéje koordinaciy sistemoje.



