8 AsStuntoji paskaita. TIESINES AUKSTESNIUJU EILIU
DIFERENCIALINES LYGTYS

éioje paskaitoje nagrinéjami klausimai:
1. Pagrindinés savokos. Sprendiniai ir jy savybes.
2. Tiesinés homogeninés DL su pastoviais koeficientais.
3. Charakteringoji lygtis ir jos Saknys.

4. Tiesinés homogeninés DL su pastoviais koeficientais bendrojo sprendinio israiska.

8.1 Tiesinés aukStesniyjy eiliy diferencialinés lygtys

Siame skyrelyje supazindinsime su pagrindinémis savokomis ir bendraja tiesiniy dife-
rencialiniy lygéiy teorija. Kituose skyreliuose bus nagrinéjami atskiri tokiy lygciy atvejai.

8.1 Apibrézimas. n-tosios eilés diferencialiné lygtis vadinama tiesine, jei ji yra tiesiné
funkcijos y ir visy jos ivestiniy v/, v”, ...,y atzvilgiu. Bendrasis n-tosios eilés tiesinés
diferencialinés lygties pavidalas yra

foy(n) + fly(n_l) ot focr F foy = far
¢ia f; = fi(x),i=0,1,...,n + 1 — tolydziosios argumento z funkcijos.

Jei funkcija fo(z) argumento kitimo srityje néra tapatingai lygi 0, tai i$ jos padalije
lygtj, gausime n-tosios eilés tiesine diferencialine lygtj, kurios koeficientas prie auks¢iausios
iSvestinés lygus 1:

v + oy peay + oy = f (), (8.1)

Cia p; = pi(x), i =1,2,...,nir f(z) - zinomos tolydziosios x funkcijos.

8.2 Apibrézimas. (8.1) diferencialiné lygtis vadinama n-tosios eilés tiesine nehomogenine
diferencialine lygtimi.

8.3 Apibrézimas. (8.1) diferencialiné lygtis, kurios desinés pusés funkcija tapaciai lygi

0(f(x)=0),t.y.

(n) (n—1)

Yy + pry + o+ Pa1y +pay =0, (8-2)

vadinama n-tosios eilés tiesine homogenine diferencialine lygtimi.

8.4 Apibrézimas. Jeigu (8.2) lygtis turi tuos pacius koeficientus kaip ir (8.1) lygtis, tai
ji vadinama homogenine lygtimi, atitinkan¢ia (8.1) nehomogenine lygt;.

Lygtyje (8.1) keisdami laisvajj kintamajj = bet kuria tolydziaja kintamojo ¢ funkcija
x = ¢(t), gausime vél tiesine lygtj.

Lygtyje (8.1) keisdami funkcija y tiesine idraiska y = a(x)z + f(x), kurioje z — nauja
funkcija, o a(z)(a(x) # 0) ir S(z) turi tolydziasias iSvestines iki n-tosios eilés imtinai,
gausime vel tiesine lygtj.

Dabar pla¢iau aptarsime (8.2) diferencialines lygtis ir ju sprendinius.



8.1 Teorema. Jei funkcijos y, ir yo yra (8.2) diferencialinés lygties sprendiniai, tai ir jy
suma Y1 + yo yra tos lygties sprendinys.

Irodymas. Dviejy sprendiniy suma y; + y2 jraSome j (8.2) diferencialinés lygties kairiaja
puse:
(y1 + y2)(n) +pi(yn + y2)(n_1) + oA P11+ 92) F oy +12) =

n n—1 n n—1
W+ o™+ paath F eyn) + W 4 Pyt 4 paath + page) =0,
nes y ir yo yra (8.2) diferencialinés lygties sprendiniai

@@+m%“”+m+m4%+mm50iry@+m@””+m+m4%+mw50)

Taigi gavome, kad ir suma y; + y2 yra (8.2) diferencialinés lygties sprendinys. O

8.2 Teorema. Jei funkcija iy yra (8.2) diferencialinés lygties sprendinys, tai ir funkcija
Cy1, ¢ia C — bet kuri konstanta, yra (8.2) sprendinys.

Irodymas. 1 (8.2) diferencialinés lygties kairigja puse jrase funkcija Cy;, turime
(C’yl)(”) —i—pl(C'yl)(”_l) + ... +pn_1(0y1)/ +pn(0y1).

Kadangi C' — bet kuri konstanta, o funkcija y; — (8.2) diferencialinés lygties sprendinys,
tai

C@@+m@””+m+m4m+mm>=0
Vadinasi, funkcija Cy; yra (8.2) diferencialinés lygties sprendinys. O
I§ siy dviejy teoremy galime gauti tokia iSvada:
8.1 Isvada. Jei turime k (8.2) diferencialinés lygties sprendiniy, tai ir jy tiesinis darinys
Ciyr + Caya + ... + Cryy,
yra (8.2) diferencialinés lygties sprendinys. Cia k — bet kuris naturalusis skaicius.

Dar lieka neaisku, kokie turi buti sprendiniai v, yo, ..., Yn, kad tiesinis darinys
y=Ciyr+ Cayo + .. + Cryn (8.3)

buty (8.2) diferencialinés lygties bendrasis sprendinys. Cia reikéty prisiminti tiesiskai
nepriklausomy funkcijy savoka.

8.5 Apibrézimas. Funkcijos y1, yo, ..., Yn, apibréztos intervale [a, b], vadinamos tiesiskai
nepriklausomomis tame intervale, jei su visais x i§ intervalo [a, b] lygybé

a1y + asys + ... + any, =0 (8.4)

galima tik tuo atveju, kai visos konstantos o; = 0,7 =1,2,...,n.



Kai su visais x i8 intervalo [a, b] tarp konstanty «; yra bent viena nelygi 0, tai funkcijos

Y1, Y2, ..., Yn vadinamos tiesiskai priklausomomis intervale [a, b].

Pavyzdziui, funkcijy sistema 1, z, 22, ..., 2" yra tiesiskai nepriklausoma bet kuriame
intervale.

Tarkime, kad turime n funkcijuy y1, yo, ..., yn, kurios intervale [a, b] yra diferencijuo-

jamos (n — 1) karta. Tada galime sudaryti $iy funkcijy Vronskio determinanta:

Y1 Y2 Yn
v Yo oo Yy
Wy yesow = 7 7 T (8.5)
n—1 n—1 n—1
N I

8.3 Teorema. Jei (8.2) diferencialinés lygties sprendiniai yi, Yo, .., Yn, sudaro tiesiskai
nepriklausomy intervale [a, b] funkcijy sistemaq, tai ju Vronskio determinantas yra nelygus
nuliui kiekviename to intervalo taske, t. y.

W[ylay2a s 7yn] 7£ 0
su visais x € [a, b].

8.4 Teorema. Jei funkcijos yi, Y2, ..., Yn yra tiesiskai priklausomos intervale [a,b|, tai
Ju Vronskio determinantas yra tapaciai lygus nuliui:

W[ylay2> s 7yn] = 0.

Auks¢iau pateikty teoremy jrodymus ir aptartus atskirus atvejus galima rasti [5], [14].
Apibrésime (8.2) diferencialinés lygties fundamentaliosios sprendiniy sistemos savoka.

8.6 Apibrézimas. Bet kuris n tiesiSkai nepriklausomy (8.2) diferencialinés lygties atskiryju
sprendiniy rinkinys vadinamas (8.2) diferencialinés lygties fundamentaliaja sprendiniy
sistema.

Prisimine auksc¢iau suformuluotas teoremas, galime tvirtinti, kad Vronskio determinan-
tas, sudarytas i§ n tiesiSkai nepriklausomy (8.2) diferencialinés lygties atskiryjy sprendiniy
yra nelygus nuliui. Taigi, dabar jau turime atsakyma j klausima, kokios turi buti funkcijos
Y1, Y2, - Yn, kad (8.3) buty bendrasis (8.2) diferencialinés lygties sprendinys. Tos
funkcijos turi sudaryti fundamentaliaja (8.2) diferencialinés lygties sprendiniy sistema.

Iki Siol visg démesj skyréme tik auksStesniyjy eiliy tiesinéms homogeninéms diferencia-
linéms lygtims. Dabar trumpai aptarsime ir (8.1) nehomogenines lygtis bei jy sprendiniy
savybes [5],[14].

8.5 Teorema. Jei Zinomas atskirasis (8.1) nehomogeninés lygties sprendinys Y ir bendra-
sis jg atitinkancios homogeninés lygties (8.2) sprendinys yp, tai bendrasis nehomogeninés
lygties sprendinys y yra lygus ty sprendiniy sumai, t. y.

y=Y +yp.

8.6 Teorema. Jei Zinoma (8.1) nehomogenine lygt; atitinkancios homogeninés lygties
(8.2) fundamentalioji sprendiniy sistema, tai bendrgji nehomogeninés lygties sprending
galima 1Sreiksti kvadraturomss.



(8.1) nehomogeninés lygties bendrajj sprendinj galima rasti vadinamuoju Lagranzo
(konstantos varijavimo) metodu [14]|. Trumpai apibudinsime §j metoda.

Jei turime (8.1) nehomogenine lygtj atitinkan¢ios homogeninés lygties (8.2) fundamen-
taliaja sprendiniy sistema, tai jos bendrajj sprendinj galime uzrasyti (8.3) israiska. La-
granzo metodo pagrindiné idéja: nehomogeninés lygties bendrajj sprendinj reikia uzraSyti
analogiska israiska, kur konstantos pakeistos laisvojo kintamojo x funkcijomis, t. y.

y=C (x)yl + 02(x)y2 + o+ Co(2)Yn- (8'6)

Nezinomos funkcijos C;(x) nustatomos is tiesiniy lygéiy sistemos, kuri sudaroma nuosekliai
diferencijuojant (8.6) pagal x ir reikalaujant, kad gauty iSraisky dalis, kurioje yra funkcijy
Ci(x), i =1,2,...,n ivestinés, buty lygi nuliui. Diferencijuodami (8.6) pagal x turime:

Y = Ci(x)y) + Co()yy + - - + Cu()yy, + Cr(x)yn + Cy(x)y2 + - - - + Cp () yn,

0, prilygine nuliui israiskos dalj su funkcijy C;(z), i = 1,2,...,n iSvestinémis, sudarome
pirmaja sistemos lygtj:

C{(JJ)% + Cé(l’)yz + -4 C,Q(x)yn = 0.

Tada

y' = Ci(z)yy + Ca(@)ys + -+ + Cu() -
Gautaja iSraiska diferencijuojame pagal z ir prilygine nuliui dalj su funkcijy Cy(x), i =
1,2,...,n iSvestinémis, turime dar vieng tiesiniy lyg¢iy sistemos lygti:

Cl(x)y, + Cy(x)yy + - + Cp(x)y, = 0.

Tokiu budu (n — 1) karta nuosekliai diferencijuojant (8.6) sprendinj pagal xz gaunama
(n—1) sistemos lygtis, o dar viena lygtis gaunama (8.6) sprendinj ir visas jo i8vestines 1/,
y”, ..., y"~Y jragius j (8.1) diferencialine lygtj. Gauname tiesiniy lyg¢iy sistema

Ci(@)yr + Co)yz + -~ + C(2)yn = 0,
Ci(@)yr + Cox)ys + - + C(a)y;, = 0,

kurios nezinomieji yra Cl(z), i = 1,2,...,n. Sios tiesiniy lygéiy sistemos determinantas
yra Vronskio determinantas, kuris nelygus nuliui, t. y. tokia sistema turés vienintelj
sprendinj — funkciju C/(x), i = 1,2,...,n, rinkinj. Nustate tokj rinkinj, integruodami
surasime funkcijas Cy(z), Ca(x), ..., Cp(z) ir (8.1) nehomogeninés diferencialinés lygties
bendrajj sprendinj.

Tolesniuose skyreliuose aptarsime atskirus (8.2) ir (8.1) diferencialiniy lyg¢iy atvejus
ir jy bendruosius sprendinius.

8.2 Tiesinés homogeninés diferencialinés lygtys su pastoviais koeficientais

Siame skyrelyje nagrinésime (8.2) tiesines homogenines diferencialines lygtis, kuriose
koeficientai p;, ¢ = 1,2,...,n prie nezinomos funkcijos ir jos iSvestiniy yra realiosios



konstantos. Lygties sprendininiy ieSkome tarp funkcijy, kurios nuo savo isvestiniy skiriasi
tik konstanta. Tokj reikalavimg tenkina funkcija

y=¢". (8.7)
Siq funkcija diferencijuojame n karty ir gautas israiskas jrasome j (8.2) diferencialine lygtj:
" (r" + o™ e p +pn) = 0.
Kadangi e™ # 0, tai turime, kad
™Y e pa i 4 pn = 0. (8.8)

Si lygtis vadinama (8.2) diferencialinés lygties charakteringaja lygtimi. (8.8) lygtis visada
turi n Sakny. Lygties Saknys gali buti tiek realiosios, tiek kompleksinés; gali buti kartotiniy
Sakny. Aptarsime kiekviena i$ Siy atvejy atskirai.
Tuo atveju, kai visos (8.8) charakteringosios lygties Saknys yra realiosios ir skirtingos,
turime n funkcijy:
1= ey = e, Ly, = e™m”, (8.9)

kurios sudaro fundamentaliaja (8.2) diferencialinés lygties su pastoviais koeficientais spren-
diniy sistema (patikrinkite savarankiskai). Tada, remdamiesi ankstesniojo skyrelio me-
dziaga, galime paraSyti bendrajj sprendinj:

y:ClerlCC+02e1”250+.‘.+0ne1”n2?’

¢ia C;, 1 =1,2,...,n — bet kurios konstantos.

Jei charakteringoji lygtis su realiaisiais koeficientais turi kompleksine Saknj, tai ir
jai jungtinis kompleksinis skaic¢ius yra charakteringosios lygties Saknis. Vadinasi, ir Siuo
atveju bendrojo sprendinio iSraiska yra tokia pati, kaip ir realiyjy Sakny atveju, bet tarp
vi, 1 = 1,2,...,n yra funkcijos

yp = e(a-i-bi):c’ y; = e(a—bi):c7 1< k <n, 1 <] <n, Lk 7&]

Kadangi nagrinéjame diferencialines lygtis,kuriy koeficientai prie nezinomos funkcijos ir
jos i8vestiniy yra realieji skaiciai, tai ir sprendinius uzraSome realiosiomis funkcijomis.
Prisiminkime 8.1, 8.2 teoremas, kurios leidzia Siuos du atskiruosius sprendinius, atitin-
kancius kompleksiniy sakny pora, pakeisti tokiais sprendiniais:

_ 1 _ 1
Ue=5Wty), =5 Ue—y)- (8.10)
2 21
Sios funkcijos yra tiesiskai nepriklausomos, todél ir sprendiniai vy, yo, ..., y, su funkci-

jomis ¥, ir ¢; jraSytomis vietoje y, ir y; sudaro fundamentaligja sprendiniy sistema. Be
to, remdamiesi Oilerio formulémis

cosi = 3 (4 ) s = o (¢ o),

7

N =

pertvarke (8.10) sprendiniy iraigkas, turime, kad

yr = e cosbr, y; = e“sinbz. (8.11)



Tada tais atvejais, kai charakteringoji lygtis turi ir kompleksiniy Sakny, kiekvieng jy pora
atitinka (8.11) funkcijy pora, o realigsias Saknis atitinkancios funkcijos uzrasomos pagal
(8.9), t. y. bendrasis (8.2) diferencialinés lygties sprendinys yra

y=0C1e"" + e+ 4+ O™ 4+ Cpe*cosbr + Cpypq €% 4+ 4

Cj—l erj—1w + Cj ear qin bx + Cj—i-l eTj+1r 4+t Cn ean‘

Dabar aptarsime tuos atvejus, kai charakteringoji lygtis turi kartotiniy Sakny (realiyjy
arba kompleksiniy).

Jei kurios nors charakteringosios lygties realiosios Saknies r; kartotinumas yra c, tai
tuomet turime tik n — « skirtingy Sakny. Kaip jau Zinome, norédami uzraSyti bendraji
(8.2) diferencialinés lygties sprendinj, turime turéti jos fundamentaliaja sprendiniy sis-
tema. Vadinasi, Siuo atveju kartotine Saknj turéty atitikti o tiesiskai nepriklausomy
funkcijy rinkinys. Galima jsitikinti, kad o kartotinumo Saknj atitinka tokia tiesiskai
nepriklausomy funkcijy sistema:

o rix _ T _ a—1 _rix
Yio = €7y, =xeT oy, =a% el (8.12)

Bendrajj sprendinj uzraSome atsizvelgdami j auksciau aptartus Sakny atvejusirj jo iSraiska
jtraukdami (8.12) pavidalo funkcijas.

Jei kartotiné (o kartotinumo) yra kompleksiné charakteringosios lygties Saknis, tai to
paties kartotinumo yra ir jungtiné kompleksiné charakteringosios lygties Ssaknis. Kaip ir
kartotiniy realiyjy Sakny atveju, kiekvienai jy teks priskirti po « tiesiskai nepriklausomy
funkcijy, t. y.

Yo = €™ cosbr,y;, = we™ cosba, ...,y , =2 e cosbr,

Yky = € sinbr, yp, = v sinbr, ... yp,_, =" e sinbx.

Bendrasis sprendinys uzrasomas analogiskai, kaip ir kartotiniy realiyjy Sakny atveju.



