6 Sestoji paskaita. PIRMOSIOS EILES DIFEREN-

6.1

CIALINES LYGTYS, NEISSPRESTOS ISVESTINES
ATZVILGIU. AUKSTESNIUJU EILIU DIFEREN-
CIALINES LYGTYS

Diferencialinés lygtys, uzrasomos kaip daugianariai funkcijos iSvestinés atzvilgiu.
Diferencialinés lygtys be laisvojo kintamojo.

Diferencialinés lygtys, kuriy iSraiskoje néra ieskomos funkcijos.

Lygtys, kuriose galima iSreiksti laisvajj kintamajj arba nezinoma funkcija.
Lagranzo ir Klero lygtys.

Aukstesniyjy eiliy diferencialinés lygtys.

Lygtys, kuriy eile galima sumazinti.

Pirmosios eilés diferencialinés lygtys, neiSsprestos iSvestinés
atzvilgiu

Ankstesniuose skyreliuose nagrinéjome pirmosios eilés diferencialines lygtis, kurios

buvo i8sprestos (arba jas galima iSspresti) iSvestinés atzvilgiu. Siame skyrelyje nagrinésime
diferencialines lygtis, kuriose laisvajj kintamajj x, jo funkcija y(x) ir 8ios funkcijos iSvestine
y'(z) sieja kokia nors funkcijiné priklausomybeé, t. y. domésimés lygtimis, turinc¢iomis
pavidala:

F(z,y,y') = 0. (6.1)

e Nagrinékime (6.1) diferencialines lygtis, kuriy kairés pusés funkcija yra n-tojo laip-

snio daugianaris y' atzvilgiu:
Ar(w,y) ()" + As(z,y) ()" + o+ A (,9)y + An(z,y) =0,
¢ia Ay (z,y) # 0.

Domeésimés tik tokiomis diferencialinémis lygtimis, kuriose tiek laisvasis kintamasis,
tiek jo funkcija jgyja realigsias reikSmes. Kaip zinome i$ tiesinés algebros kurso,

bendru atveju toks daugianaris kiekvienai porai (z,y) turi n Sakny. Realiosios
Saknys, remiantis teorema apie neiSreikstines funkcijas (kai E # 0), yra tolydzio-
Y
/
sios kintamuyjy z ir y funkcijos ir turi baigtine iSvestine (9—y Tegul spresdami $ig

algebrine lygtj mes gausime n skirtingy realiyjy sakny, t. y.

Y = f(z,9),y = f(z,y), ...y = falz,y).

Kiekviena i$ 8Siy lygciy yra pirmosios eilés diferencialiné lygtis, iSspresta iSvestineés
atzvilgiu. Tokiy lygciy sprendimas aptartas ankstesniuose skyreliuose. Pazymékime
ju sprendinius:

Oy (z,y,Ch) =0, Py(z,y,C3) =0, ..., D, (x,y,C) =0.



Tada nagrinéjamos diferencialinés lygties bendrasis integralas gaunamas sudauginus
visus Siuos sprendinius, kai C; = Cy = ... = (), = C":

Oy (x,y, C)Py(x,y,C).. 0, (2,y,C) = 0.

Nagrinékime (6.1) diferencialines lygtis, kuriose néra laisvojo kintamojo x, o funkcija
y galima paraSyti iSreikstai:

y=0oy)
Tokias diferencialines lygtis sprendziame naudodami keitinj

Yy =D

Naudodami §j keitinj, gauname parametrine funkcijos israiska y = ¢(p), o po to i3
keitinio surandame ir kintamojo z iSraiska:

arba

x = @+0:/¢(p>dp+o
p p

Tokiu budu gavome parametrine diferencialinés lygties, kurioje néra laisvojo kinta-
mojo x, bendrojo sprendinio iSraiska:

/W@@+a
(

x:
p
y=o(p).

D)

Analogiskai nagrinéjamos ir diferencialinés lygtys, kuriose néra funkcijos y, o x
galima paraSyti iSreikstai:
z=Y(y).
Tokias diferencialines lygtis sprendziame naudodami tg patj keitinj
y' =p,
kaip ir anks¢iau. Tada x = 1 (p) ir i$ keitinio surandame funkcija y:

dy = pdx

arba

y=/wh+0=/mﬂmw+0

Turime parametrine diferencialinés lygties, i kurig nejeina funkcija y, bendrojo
sprendinio iSraiska:
{x=¢@L

y= [ p¢'(p)dp+C.



e Nagrinékime (6.1) diferencialines lygtis, neiSsprestas iSvestinés atzvilgiu, kuriose
galima iSreiksti « arba y:

r=9(y,y) (y = v(z.y)).

Siais atvejais taip pat naudojame keitinj

/

Yy =Dp

Nagrinékime diferencialines lygtis, kuriose galima iSreiksti x. Naudodami keitinj,
turime

z = ¢(y,p).

giq lygybe diferencijuojame pagal y ir gauname:
de _ 06 00 dp
dy 0Oy Opdy

IraSe keitinj, gauname bendraji sprendinj, paraSyta parametriskai:

L0 o0dp
p Oy Opdy’
r=¢(y,p).

Analogiskai sprendziamos diferencialinés lygtys, kuriose galima isreiksti y. Tik Siuo
atveju, diferencijuojame pagal x.

e Lagranzo lygtys. Tai grupe lygciy, kurias diferencijuodami visuomet gauname lygtj,
kuri integruojama kvadraturomis (integralai iSreiskiami elementariosiosmis funkci-
jomis). Sios grupés lygtys yra tiesinés kintamojo z ir funkcijos y atzvilgiu, t. y.

Ay + B(y')z = C(y).

Tare, kad A(y') # 0, lygt] i8sprendziame y atzvilgiu:

y=2z0(y) + (), (6.2)
B /
Cia (y') = —%, 0 ¢(y') #y' (atvejj, kai ¢(y') = v/, aptarsime véliau), 1 (y) =
Zgz:; Pazymeékime
y =p. (6.3)

Tada (6.2) lygtj perrasome taip:

y = zo(p) + ¥(p).
Gautaja lygybe diferencijuojame pagal z:
dy _ e o dp
7 = ) +2d'(p)— + ' (p) .
Prisimine (6.3) pazyméjima, gauname lygtj:

p=6(0) + (@0 (p) + 0 () L.



Laikydami, kad Sioje lygtyje x yra funkcija, o p — kintamasis, turime pirmos eilés
tiesine diferencialine lygti:

L) V' (p)

dp  ¢(p)—p o(p) —p’

kurios sprendinj ®(z,p,C) = 0 galime rasti taikydami vieng i§ budy, aprasyty 2.4
skyrelyje. Todél bendrasis (6.2) Lagranzo lygties sprendinys yra toks:

{@@miUZQ
y = 2o (p) + ¥ (p).

e Klero lygtys. Tai — atskiras (6.2) Lagranzo lyg¢iy atvejis, kuriose ¢(y’) = y'. Tuomet
bendrasis Klero lygties pavidalas —

y=axy +9(y). (6.4)

Kadangi Klero lygtys — atskiras Lagranzo lygciy atvejis, tai jy sprendimo budas yra
analogiskas (naudojamas (6.3) keitinys, o po to (6.4) lygtis diferencijuojama pagal
x) Lagranzo lyg¢iy sprendimui ir gaunama lygtis:

dp
p— , _
p=p+(z+y'(p) -
Ja pertvarke, turime:
dp
/
— =0.
(o + 0/ (9) 2
Nagrinédami kairés pusés duaginamuosius, gauname:
d
o _ 0=p=C,
dx

z+1¢'(p) =0=z=—¢(p).

(6.3) keitinj statydami j (6.4) diferencialine lygtj ir prijunge gautus rezultatus,
turime bendraji

y=xC +(C)

ir atskirajj (nepriklauso nuo konstantos)

T = _Q/},( )7
y = —py'(p) + ¢ (p)

Klero diferencialinés lygties sprendinius. Bendrasis sprendinys yra tiesiy Seima, o
atskirojo sprendinio negalime gauti iS bendrojo sprendinio su jokia konstanta C'.
Todeél §is sprendinys — ypatingasis Klero lygties sprendinys.



6.2 AuksStesniyjy eiliy diferencialinés lygtys

Siame skyriuje kalbésime apie aukstesniyjy eiliy diferencialines lygtis, t. y. griSime
prie n-tosios eilés diferencialinés lygties bendrosios israiskos

F (2, y(2). @),y (@), .y () = 0, (6.5)

¢ia F' — kintamajj z, jo funkcija y(x) ir Sios funkcijos isvestines siejanti funkcija.
Kartais (6.5) diferencialine lygtj mes galime igspresti auksciausios eilés iSvestinés y(™
atzvilgiu, t. y.
y™ =@y, g Y). (6.6)

Kai nagrinédami (6.5) arba (6.6) diferencialines lygtis, turime papildomas salygas

r = 19, y(T0) = Yo, y'(ﬂfo) = 9673/”(550) = y{)’, ---7?/(")(930) = y(()n)>

kurias turi tenkinti diferencialinés lygties sprendinys, tai sakome, kad sprendziame pradinj
arba Kosi uzdavinj.

6.1 Apibrézimas. (6.5) diferencialinés lygties bendruoju sprendiniu vadinama funkcija
Yy = Qb(l‘, Cl, CQ, caey Cn>,

kuri yra diferencialinés lygties sprendinys su bet kuriomis konstanty Cy, Cs, ... C,
reikSmeémis, o kiekvienam pradiniam uzdaviniui galima surasti tokias konstanty reikSmes,
kad funkcija y = ¢(z, Cy, Cy, ..., C,,) tenkinty pradinio uzdavinio salygas.

Jeigu diferencialinés lygties sprendinys uzraSomas x, y ir konstanty C1,Cs,...,C),
neisreikstine funkcija

(I)(JI, Y, Cl, CQ, cevy Cn) == 0,
tai jj vadiname (6.5) diferencialinés lygties bendruoju integralu.

6.2 Apibrézimas. (6.5) diferencialinés lygties sprendinys, gautas i§ bendrojo sprendinio
(arba bendrojo integralo) su fiksuotomis konstanty Cy, Cy, ..., C, reikdmémis yra vadina-
mas atskiruoju sprendiniu (arba atskiruoju integralu).

Toliau Siame skyriuje nagrinésime tik atskirus (6.5) diferencialinés lygties atvejus.

6.2.1 Lygtys, kuriy eilé gali buti sumazinta

Siame skyrelyje iSskirsime n-tosios eilés diferencialiniy lygciy grupes, kuriy eile galima
sumazinti, o po to spresti integruojant.

e Lygtys, turincios pavidala
y" = f(x).
Tokios lygtys sprendziamos vadovaujantis auksStesniyjy eiliy iSvestinés apibrézimu,
t. y.
(n—1)
o~ W
dx

Tada gauname diferencialine lygti

dy(n_ 1)
dx




kuria integruodami turime

ynh = /f(x)dx + (.

Kadangi
y(n—l) _ dy(n—2)

dr '
tai, tesdami procesa, randame

ym=2) — / (/ f(z)dx + Cl) + Cy

ir t. t., kol apskai¢iuojame

Y= Qb(l', 017027 7Cn)

Lygtys, kuriose néra funkcijos y arba laisvojo kintamojo x.

Pirmiausia aptarsime lygtis, kuriose néra funkcijos y ir jos i8vestiniy v/, v”, ...,
y* Uty
F (x,y(k), yE+D), ...y(")) =0. (6.7)
Pazymeje
y" =z,
(6.7) diferencialinés lygties eile sumaziname k karty. Gautoji lygtis
F(z,2,7, ...z("_k)) =0

bendru atveju gali buti neintegruojama kvadraturomis. Taciau, jei pavyksta ja
iSspresti ir surasti bendrajj integrala

(I)(.Q?, 2 Cla 027 X Cn—k) =0,
véliau tenka spresti ankstesniame atvejyje aptarta diferencialine lygtj:
(I)(J}', y(k)7 Clv 027 ) Cn—k) = 07

kuria i$sprende ir gausime (6.7) diferencialinés lygties bendrajj integrala.

Tuo atveju, kai lygtyje néra x, turime

Fy.y.y",..y™) =0. (6.8)
Tokios lygtys sprendziamos jvedant nauja funkcija p = p(y):

dy _
dz P

Tuomet
(o _dpdy _
YT dy dx dy’



d@@)
dy" dy ) d 2p  (dp\® d2p dp\*

dx dy dx dy? dy dy? dy
ir t.t., o (6.8) lygtis pakei¢iama lygtimi:

Fi (y,p. 00", .p" V) = 0.
Jei pavyksta tokia lygtj iSspresti, tai turime jos bendrajj integrala
q)(y,p, 017 02, ceey On—l) = 0

Norint rasti (6.8) lygties bendrajj integrala dar tenka spresti pirmosios eilés diferen-
cialine lygtj:

P (y7 @7017 027 SE) Cn—l) = 0.
dz

Kai (6.5) lygties kairés pusés funkcija F (z,y,y',y", ...y™) yra kokios nors funkcijos
O(z,y,y, ...,y V) isvestiné pagal z, t. y., jeigu

n d e
F ('r7y7y/7 y//u y( )) - %q)('r7yuy/7 7y( 1))7

tai tuomet turime, kad
Oz, y,y, ..,y V) = C.

Gautosios lygties eilé yra vienu vienetu zemesné uz pradinés diferencialinés lygties
eile. Vadinasi, ir Siuo atveju pavyko sumazinti diferencialinés lygties eile.

(6.5) diferencialinés lygties eile galima sumazinti, jei kairés puses funkcija yra ho-
mogeniné [14]:

1) jei F yra homogeniné y,y',y",...,y"™ atzvilgiu, t. y. visiems t
F (x,ty, ty' ty”, ...ty(”)) =t"F (m, v,y ", ...y(”)) ,
tai lygties eile galime sumazinti vienu vienetu naudodami keitinj
—

¢ia z — nauja nezinoma funkcija.

2) jei F' — homogeniné z,y, dr, dy, d*y, ..., d"y atzvilgiu, t. y. (6.5) diferencialing
lygti galime perraSyti taip

P (x, y, dx, dy, d*y, ...d”y) =0,
kad su visais ¢ galioty lygybe
P (tm, ty, tdx, tdy, td*y, ...td”y) =t"P (x, y, dx, dy, d*y, d”y) )

Tokio pobudzio lygties eile sumazinsime vienu vienetu naudodami keitinj, kuriuo
ivedami nauji kintamieji ¢ ir z:

r= e y=zel.



