
6 �e²toji paskaita. PIRMOSIOS EIL 
ES DIFEREN-CIALIN 
ES LYGTYS, NEI�SPR�STOS I�VESTIN 
ESAT�VILGIU. AUK�TESNIU�JU� EILIU� DIFEREN-CIALIN 
ES LYGTYS1. Diferencialin
es lygtys, uºra²omos kaip daugianariai funkcijos i²vestin
es atºvilgiu.2. Diferencialin
es lygtys be laisvojo kintamojo.3. Diferencialin
es lygtys, kuriu� i²rai²koje n
era ie²komos funkcijos.4. Lygtys, kuriose galima i²reik²ti laisv¡ji� kintam¡ji� arba neºinom¡ funkcij¡.5. Lagranºo ir Klero lygtys.6. Auk²tesniu�ju� eiliu� diferencialin
es lygtys.7. Lygtys, kuriu� eil¦ galima sumaºinti.6.1 Pirmosios eil
es diferencialin
es lygtys, nei²spr¦stos i²vestin
esatºvilgiuAnkstesniuose skyreliuose nagrin
ejome pirmosios eil
es diferencialines lygtis, kuriosbuvo i²spr¦stos (arba jas galima i²spr¦sti) i²vestin
es atºvilgiu. �iame skyrelyje nagrin
esimediferencialines lygtis, kuriose laisv¡ji� kintam¡ji� x, jo funkcij¡ y(x) ir ²ios funkcijos i²vestin¦
y′(x) sieja kokia nors funkcijin
e priklausomyb
e, t. y. dom
esim
es lygtimis, turin£iomispavidal¡:

F (x, y, y′) = 0. (6.1)
• Nagrin
ekime (6.1) diferencialines lygtis, kuriu� kair
es pus
es funkcija yra n-tojo laip-snio daugianaris y′ atºvilgiu:

A1(x, y) (y
′)
n
+ A2(x, y) (y

′)
n−1

+ ... + An−1(x, y)y
′ + An(x, y) = 0,£ia A1(x, y) 6≡ 0.Dom
esim
es tik tokiomis diferencialin
emis lygtimis, kuriose tiek laisvasis kintamasis,tiek jo funkcija i�gyja reali¡sias reik²mes. Kaip ºinome i² tiesin
es algebros kurso,bendru atveju toks daugianaris kiekvienai porai (x, y) turi n ²aknu�. Realiosios²aknys, remiantis teorema apie nei²reik²tines funkcijas (kai ∂F
∂y′

6= 0), yra tolydºio-sios kintamu�ju� x ir y funkcijos ir turi baigtin¦ i²vestin¦ ∂y′

∂y
. Tegul spr¦sdami ²i¡algebrin¦ lygti� mes gausime n skirtingu� realiu�ju� ²aknu�, t. y.

y′ = f1(x, y), y
′ = f2(x, y), ..., y

′ = fn(x, y).Kiekviena i² ²iu� lyg£iu� yra pirmosios eil
es diferencialin
e lygtis, i²spr¦sta i²vestin
esatºvilgiu. Tokiu� lyg£iu� sprendimas aptartas ankstesniuose skyreliuose. Paºym
ekimeju� sprendinius:
Φ1(x, y, C1) = 0,Φ2(x, y, C2) = 0, ...,Φn(x, y, Cn) = 0.



Tada nagrin
ejamos diferencialin
es lygties bendrasis integralas gaunamas sudauginusvisus ²iuos sprendinius, kai C1 = C2 = ... = Cn = C:
Φ1(x, y, C)Φ2(x, y, C)...Φn(x, y, C) = 0.

• Nagrin
ekime (6.1) diferencialines lygtis, kuriose n
era laisvojo kintamojo x, o funkcij¡
y galima para²yti i²reik²tai:

y = φ(y′).Tokias diferencialines lygtis sprendºiame naudodami keitini�
y′ = p.Naudodami ²i� keitini�, gauname parametrin¦ funkcijos i²rai²k¡ y = φ(p), o po to i²keitinio surandame ir kintamojo x i²rai²k¡:
dx =

dy

parba
x =

∫

dy

p
+ C =

∫

φ′(p)

p
dp+ C.Tokiu b	udu gavome parametrin¦ diferencialin
es lygties, kurioje n
era laisvojo kinta-mojo x, bendrojo sprendinio i²rai²k¡:







x =

∫

φ′(p)

p
dp+ C,

y = φ(p).

• Analogi²kai nagrin
ejamos ir diferencialin
es lygtys, kuriose n
era funkcijos y, o xgalima para²yti i²reik²tai:
x = ψ(y′).Tokias diferencialines lygtis sprendºiame naudodami t¡ pati� keitini�
y′ = p,kaip ir anks£iau. Tada x = ψ(p) ir i² keitinio surandame funkcij¡ y:
dy = pdxarba

y =

∫

pdx+ C =

∫

pψ′(p)dp+ C.Turime parametrin¦ diferencialin
es lygties, i� kuri¡ nei�eina funkcija y, bendrojosprendinio i²rai²k¡:
{

x = ψ(p),

y =
∫

pψ′(p)dp+ C.



• Nagrin
ekime (6.1) diferencialines lygtis, nei²spr¦stas i²vestin
es atºvilgiu, kuriosegalima i²reik²ti x arba y:
x = φ(y, y′) (y = ψ(x, y′)) .�iais atvejais taip pat naudojame keitini�

y′ = p.Nagrin
ekime diferencialines lygtis, kuriose galima i²reik²ti x. Naudodami keitini�,turime
x = φ(y, p).�i¡ lygyb¦ diferencijuojame pagal y ir gauname:

dx

dy
=
∂φ

∂y
+
∂φ

∂p

dp

dy
.I�ra²¦ keitini�, gauname bendr¡ji� sprendini�, para²yt¡ parametri²kai:







1

p
=
∂φ

∂y
+
∂φ

∂p

dp

dy
,

x = φ(y, p).Analogi²kai sprendºiamos diferencialin
es lygtys, kuriose galima i²reik²ti y. Tik ²iuoatveju, diferencijuojame pagal x.
• Lagranºo lygtys. Tai grup
e lyg£iu�, kurias diferencijuodami visuomet gauname lygti�,kuri integruojama kvadrat	uromis (integralai i²rei²kiami elementariosiosmis funkci-jomis). �ios grup
es lygtys yra tiesin
es kintamojo x ir funkcijos y atºvilgiu, t. y.

A(y′)y +B(y′)x = C(y′).Tar¦, kad A(y′) 6= 0, lygti� i²sprendºiame y atºvilgiu:
y = xφ(y′) + ψ(y′), (6.2)£ia φ(y′) = −

B(y′)

A(y′)
, o φ(y′) 6≡ y′ (atveji�, kai φ(y′) ≡ y′, aptarsime v
eliau), ψ(y′) =

C(y′)

A(y′)
. Paºym
ekime

y′ = p. (6.3)Tada (6.2) lygti� perra²ome taip:
y = xφ(p) + ψ(p).Gaut¡j¡ lygyb¦ diferencijuojame pagal x:

dy

dx
= φ(p) + xφ′(p)

dp

dx
+ ψ′(p)

dp

dx
.Prisimin¦ (6.3) paºym
ejim¡, gauname lygti�:

p = φ(p) + (xφ′(p) + ψ′(p))
dp

dx
.



Laikydami, kad ²ioje lygtyje x yra funkcija, o p � kintamasis, turime pirmos eil
estiesin¦ diferencialin¦ lygti�:
dx

dp
+

φ′(p)

φ(p)− p
x = −

ψ′(p)

φ(p)− p
,kurios sprendini� Φ(x, p, C) = 0 galime rasti taikydami vien¡ i² b	udu�, apra²ytu� 2.4skyrelyje. Tod
el bendrasis (6.2) Lagranºo lygties sprendinys yra toks:

{

Φ(x, p, C) = 0,

y = xφ(p) + ψ(p).

• Klero lygtys. Tai � atskiras (6.2) Lagranºo lyg£iu� atvejis, kuriose φ(y′) ≡ y′. Tuometbendrasis Klero lygties pavidalas �
y = xy′ + ψ(y′). (6.4)Kadangi Klero lygtys � atskiras Lagranºo lyg£iu� atvejis, tai ju� sprendimo b	udas yraanalogi²kas (naudojamas (6.3) keitinys, o po to (6.4) lygtis diferencijuojama pagal

x) Lagranºo lyg£iu� sprendimui ir gaunama lygtis:
p = p+ (x+ ψ′(p))

dp

dx
.J¡ pertvark¦, turime:

(x+ ψ′(p))
dp

dx
= 0.Nagrin
edami kair
es pus
es duaginamuosius, gauname:

dp

dx
= 0 ⇒ p = C,

x+ ψ′(p) = 0 ⇒ x = −ψ′(p).(6.3) keitini� statydami i� (6.4) diferencialin¦ lygti� ir prijung¦ gautus rezultatus,turime bendr¡ji�
y = xC + ψ(C)ir atskir¡ji� (nepriklauso nuo konstantos)

{

x = −ψ′(p),

y = −pψ′(p) + ψ(p)Klero diferencialin
es lygties sprendinius. Bendrasis sprendinys yra tiesiu� ²eima, oatskirojo sprendinio negalime gauti i² bendrojo sprendinio su jokia konstanta C.Tod
el ²is sprendinys � ypatingasis Klero lygties sprendinys.



6.2 Auk²tesniu�ju� eiliu� diferencialin
es lygtys�iame skyriuje kalb
esime apie auk²tesniu�ju� eiliu� diferencialines lygtis, t. y. gri�²imeprie n-tosios eil
es diferencialin
es lygties bendrosios i²rai²kos
F
(

x, y(x), y′(x), y′′(x), ...y(n)(x)
)

= 0, (6.5)£ia F � kintam¡ji� x, jo funkcij¡ y(x) ir ²ios funkcijos i²vestines siejanti funkcija.Kartais (6.5) diferencialin¦ lygti� mes galime i²spr¦sti auk²£iausios eil
es i²vestin
es y(n)atºvilgiu, t. y.
y(n) = f(x, y, y′, ..., y(n−1)). (6.6)Kai nagrin
edami (6.5) arba (6.6) diferencialines lygtis, turime papildomas s¡lygas

x = x0, y(x0) = y0, y
′(x0) = y′0, y

′′(x0) = y′′0 , ..., y
(n)(x0) = y

(n)
0 ,kurias turi tenkinti diferencialin
es lygties sprendinys, tai sakome, kad sprendºiame pradini�arba Ko²i uºdavini�.6.1 Apibr
eºimas. (6.5) diferencialin
es lygties bendruoju sprendiniu vadinama funkcija

y = φ(x, C1, C2, ..., Cn),kuri yra diferencialin
es lygties sprendinys su bet kuriomis konstantu� C1, C2, ... Cnreik²m
emis, o kiekvienam pradiniam uºdaviniui galima surasti tokias konstantu� reik²mes,kad funkcija y = φ(x, C1, C2, ..., Cn) tenkintu� pradinio uºdavinio s¡lygas.Jeigu diferencialin
es lygties sprendinys uºra²omas x, y ir konstantu� C1, C2, ..., Cnnei²reik²tine funkcija
Φ(x, y, C1, C2, ..., Cn) = 0,tai ji� vadiname (6.5) diferencialin
es lygties bendruoju integralu.6.2 Apibr
eºimas. (6.5) diferencialin
es lygties sprendinys, gautas i² bendrojo sprendinio(arba bendrojo integralo) su �ksuotomis konstantu� C1, C2, ..., Cn reik²m
emis yra vadina-mas atskiruoju sprendiniu (arba atskiruoju integralu).Toliau ²iame skyriuje nagrin
esime tik atskirus (6.5) diferencialin
es lygties atvejus.6.2.1 Lygtys, kuriu� eil
e gali b	uti sumaºinta�iame skyrelyje i²skirsime n-tosios eil
es diferencialiniu� lyg£iu� grupes, kuriu� eil¦ galimasumaºinti, o po to spr¦sti integruojant.

• Lygtys, turin£ios pavidal¡
y(n) = f(x).Tokios lygtys sprendºiamos vadovaujantis auk²tesniu�ju� eiliu� i²vestin
es apibr
eºimu,t. y.
y(n) =

dy(n−1)

dx
.Tada gauname diferencialin¦ lygti�

dy(n−1)

dx
= f(x),



kuri¡ integruodami turime
y(n−1) =

∫

f(x)dx+ C1.Kadangi
y(n−1) =

dy(n−2)

dx
,tai, t¦sdami proces¡, randame

y(n−2) =

∫
(
∫

f(x)dx+ C1

)

+ C2ir t. t., kol apskai£iuojame
y = φ(x, C1, C2, ..., Cn).

• Lygtys, kuriose n
era funkcijos y arba laisvojo kintamojo x.Pirmiausia aptarsime lygtis, kuriose n
era funkcijos y ir jos i²vestiniu� y′, y′′, ...,
y(k−1), t. y.

F
(

x, y(k), y(k+1), ...y(n)
)

= 0. (6.7)Paºym
ej¦
y(k) = z,(6.7) diferencialin
es lygties eil¦ sumaºiname k kartu�. Gautoji lygtis

F
(

x, z, z′, ...z(n−k)
)

= 0bendru atveju gali b	uti neintegruojama kvadrat	uromis. Ta£iau, jei pavyksta j¡i²spr¦sti ir surasti bendr¡ji� integral¡
Φ(x, z, C1, C2, ..., Cn−k) = 0,v
eliau tenka spr¦sti ankstesniame atvejyje aptart¡ diferencialin¦ lygti�:

Φ(x, y(k), C1, C2, ..., Cn−k) = 0,kuri¡ i²sprend¦ ir gausime (6.7) diferencialin
es lygties bendr¡ji� integral¡.Tuo atveju, kai lygtyje n
era x, turime
F
(

y, y′, y′′, ...y(n)
)

= 0. (6.8)Tokios lygtys sprendºiamos i�vedant nauj¡ funkcij¡ p = p(y):
dy

dx
= p.Tuomet

y′′ =
dp

dx
=
dp

dy

dy

dx
= p

dp

dy
,



y′′′ =
dy′′

dx
=

d

(

p
dp

dy

)

dy

dy

dx
= p

(

p
d2p

dy2
+

(

dp

dy

)2
)

= p2
d2p

dy2
+ p

(

dp

dy

)2ir t.t., o (6.8) lygtis pakei£iama lygtimi:
F1

(

y, p, p′, p′′, ...p(n−1)
)

= 0.Jei pavyksta toki¡ lygti� i²spr¦sti, tai turime jos bendr¡ji� integral¡
Φ(y, p, C1, C2, ..., Cn−1) = 0.Norint rasti (6.8) lygties bendr¡ji� integral¡ dar tenka spr¦sti pirmosios eil
es diferen-cialin¦ lygti�:

Φ

(

y,
dy

dx
, C1, C2, ..., Cn−1

)

= 0.

• Kai (6.5) lygties kair
es pus
es funkcija F (x, y, y′, y′′, ...y(n)) yra kokios nors funkcijos
Φ(x, y, y′, ..., y(n−1)) i²vestin
e pagal x, t. y., jeigu

F
(

x, y, y′, y′′, ...y(n)
)

=
d

dx
Φ(x, y, y′, ..., y(n−1)),tai tuomet turime, kad

Φ(x, y, y′, ..., y(n−1)) = C.Gautosios lygties eil
e yra vienu vienetu ºemesn
e uº pradin
es diferencialin
es lygtieseil¦. Vadinasi, ir ²iuo atveju pavyko sumaºinti diferencialin
es lygties eil¦.
• (6.5) diferencialin
es lygties eil¦ galima sumaºinti, jei kair
es pus
es funkcija yra ho-mogenin
e [14]:1) jei F yra homogenin
e y, y′, y′′, ..., y(n) atºvilgiu, t. y. visiems t

F
(

x, ty, ty′, ty′′, ...ty(n)
)

= tmF
(

x, y, y′, y′′, ...y(n)
)

,tai lygties eil¦ galime sumaºinti vienu vienetu naudodami keitini�
y = e

∫
zdx,£ia z � nauja neºinoma funkcija.2) jei F � homogenin
e x, y, dx, dy, d2y, ..., dny atºvilgiu, t. y. (6.5) diferencialin¦lygti� galime perra²yti taip

Φ
(

x, y, dx, dy, d2y, ...dny
)

= 0,kad su visais t galiotu� lygyb
e
Φ
(

tx, ty, tdx, tdy, td2y, ...tdny
)

= tmΦ
(

x, y, dx, dy, d2y, ...dny
)

.Tokio pob	udºio lygties eil¦ sumaºinsime vienu vienetu naudodami keitini�, kuriuoi�vedami nauji kintamieji ξ ir z:
x = eξ, y = z eξ.


