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2.1. Paprasciausios tiesinés duomeny strukturos

Siame skyriuje susipazinsime su naudingomis duomeny struktiiromis,
kurias gauname is vienakrypcio tiesinio saraso apribodami pastarojo veiks-
my galimybes. Atkreipsime skaitytojy démesj j pastarajj fakta: naujosios
duomeny strukturos yra efektyvios ne todél, kad iSple¢iame dinaminio saraso
galimybes (véliau jsitikinsime, kad ir sis kelias yra labai produktyvus), bet,
atvirkciai, pasinaudosime griezéiau apibréztomis jy veiksmy savybémis.

2.1.1. Stekas

Stekas (angl. stack) yra labai daznai naudojama duomeny struktura. Ja
apibudina principas "paskutinis jeina, pirmasis iSeina" (angl. LIFO - Last
In, First Out). Elementai jraSomi ir Salinami i$ saraso pradzios.

Tokia taisykle naudojame ir buityje, pavyzdziui pazvelkime j padékly
kruva valgykloje: padéklas, kuris paskutinis padedamas ant virsaus, bus
paimtas pirmas, o apatinis padéklas, kuris buvo padétas pirmas, bus paimtas
paskutinis.

Kaip ir kitoms duomeny strukturoms turime apibrézti tokius steko veiks-
mus:

o sukurti tuscig steka;

o jterpti elementy j steka;

o patikrinti, ar stekas yra tuscias;

o perskaityti virsutinio elemento reiksme;
e iSimti virsutinj elementa is steko;

Priklausomai nuo steko realizavimo budo, pries jterpiant nauja elementa,
gali tekti patikrinti ar stekas néra pilnas, o pries iSimant elementa is steko
tenka patikrinti ar jis néra tuscias.

Nagrinésime du steko realizavimo budus.

Steko realizacija masyve

Steka apibréziame panaudodami jraso duomeny struktura: ji sudaro du
laukai — elementy masyvas ir virsunés rodyklé.



2.1. PAPRASCIAUSIOS TIESINES DUOMENU STRUKTUROS 33

struct stack{
T data[N];
int top=0;

}

Kadangi masyvo dydis yra fiksuotas, tai tokiame steke galésime saugoti
ne daugiau nei N elementy. Taciau tokia situacija yra budinga daugeliui
taikomyjy uzdaviniy, aprasomy steko duomeny struktira. Pavyzdziui pa-
déklai saugomi stove, kuriame galime padéti tik numatyta jy skaiciy, i}
pistoleto apkaba taip pat galime jdéti tik fiskuota skaiciy Soviniy.

Tusciame steke virsuneés rodyklé top yra lygi nuliui. Stekas yra pilnas,
jei top = N.

FElementas jterpiamas j steka tokia procedura

push(T e){
if (top < N){
dataltop] = e;
top += 1;
}
}

Sioje realizacijoje nieko nedarome, jei stekas jau pilnas. Todél vartotojas
turi pats pasirupinti steko pilnumo salygos tikrinimu

int stackFull(){
int full = 0;
if (top == N)
full = 1;
return (full);

}

2.1 paveiksle pavaizduotas stekas, i kurj jterpiamos raidés A, S, U, o po to
raidé U yra pasalinama.
Elementas iSimamas i$ steko pop() proceduros pagalba

T pop(){
if (top > 0){
top -= 1;

return (data[top]);

}
}
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top=3
top = 2 U top = 2
top = 1 S S S
top = 0 A
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2.1 pav. Steko realizavimas masyve: a) tus¢ias masyvas, b) push(A), c) push(S),
d) push(U), e) pop().

Ir Sioje procduroje nedarome nieko, jei stekas yra tuscias. Taigi vartotojas
pats turi patikrinti ar stekas yra tuscias, tai atlieka procedira

int stackEmpty(){

int empty = 0;
if (top == 0)
empty = 1;

return (empty);

}

Procedura readTop tik perskaito virsutinio elemento reiksme, bet jo
neisima is steko:

T readTop(){
if (top > 0)
return (dataltop-1]);

}

Steko realizacija dinaminiame sarase

Naudodami tiesinj dinaminj sarasa galime saugoti bet kokio ilgio steka,
visada bus isskirta tik tiek kompiuterio atminties, kiek yra elementy. Iterpi-
mo ] stekg veiksmas push vykdomas tiesinio saraso procedura insertFront, o
elemento Salinimas is steko pop atliekmas panaudojant deleteFront veiksma.
Kaip pavyzdj pateiksime push procediira:
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push(T e) {

node *v;

v = new node;

(*v).T = ¢

if ( listStart == NULL) // Pirmas elementas
(*v).next = NULL ;

else
(*v).next = (*listStart).next;

listStart = v;

}

Kaip matome steko duomeny struktira gali buti realizuota keliais bu-
dais. Tokioje situacijoje labai patogu naudoti objektinio programavimo tech-
nologija, pvz. sukurti C++ specialig steko klase. Sios klasés vartotojas gali
ir nezinoti, kaip realizuotas pats stekas, o jo programos veikimo teisingumas
(bet ne efektyvumas) nepriklauso nuo steko realizavimo budo.

2.1.2. Steko taikymai

Stekai labai placiai naudojami jvairiy algoritmy realizacijose, informa-
tikoje, kompiuteriy programuy vykdyme. Pavyzdziui i§ programos teksto
sudaromas vykdomujy komandy stekas.

Siame paragrafe susipazinsime su trijy uzdaviniy sprendimu: rekursijos
algoritmy realizavimu, aritmetiniy iSraisky atvaizdavimu postfiz forma ir Sia
forma uzrasyty aritmetiniy israisky skaitinés reiksmeés skaiciavimu.

Aritmetinés iSraiskos vaizdavimas postfix forma

Dviejuy skaic¢iy a ir b suma dazniausiai zymime a + b, toks uzrasas yra
vadinamas aritmetinés iSraiskos infix forma. Cia aritmetinis veiksmas yra
uzrasomas tarp dviejy operandy.

Kalkuliatoriuose aritmetinés iSraiskos uzrasomos prefiz forma, kai i$ pra-
dziy rasomas aritmetinis veiksmas, o po to operandai. Sumos prefix forma
yra +ab.

Siuolaikiniuose kompiuteriuose aritmetinés israiskos vaizduojamos post-
fix forma, kai is pradziy rasomi operandai, o po to aritmetinis veiksmas.
Sumos postfix forma yra ab+.

Prefix ir postfix formos yra labai patogios todél, kad nereikia naudoti
skliausty, norint nurodyti veiksmy atlikimo eiliskuma.
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2.1 pavyzdys. Aritmetiniy iSraisky postfix formos analizé.
Nagrinékime aritmetine iSraiska a+ b+ c. UzraSysime jos postfix forma

a+bxc — a+(bxc) — a+ (bex)

— a(bex)+ — abex +.

Kitos aritmetinés israiskos (a + b) x ¢ postfix forma yra skirtinga ir jai
uzrasyti nereikia skliausty, kurie buvo butini infix formos israiskoje

(a+b)xc — (ab+)xc — (ab+)cx — ab+ c*.

Priminsime aritmetiniy veiksmy prioritetus:

o Auksciausig prioriteta turi kélimo laipsniu veiksmas, kurj zymeésime

simboliu A:

a®=anb.

Sis veiksmas yra atlickamas i$ desinés | kairg, t.y. naujasis laipsnio
kélimas yra aukstesnio prioriteto veiksmas

aNbAc=aAN(bAc).

Zemesnj prioritetg turi daugybos ir dalybos veiksmai. Jy eiliSkumas
yra iS kairés j desine
axb/c=(axb)/c.

Sumavimo ir atimties veiksmy prioritetas yra zemiausias, jy eiliskumas
irgi i$ kaireés j desine

a—b+c=(a—0b)+c.

Skliaustuose esantis reiskinys interpretuojamas kaip vienas operandas
ir apskai¢iuojamas pries kitus veiksmus (jo prioritetas yra aukstesnis
uz bet kurig aritmetine operacija).

Dabar pateiksime algoritma, kuriuo infix formos israiska konvertuojame

i postfix forma. Jj realizuodami esminiai remsimeés steko savybémis.
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Infix iSraiskos uzZrasymas postfix forma

(1) Infix israiska papildome pradzios ” [” ir pabaigos ”]” simboliais.
(2) s = readDataFile();
(3) select case (s):
(4) case ("[", "(")
(5) push(s);
(6) case ( s yra operandas )
() print(s):
(/\’ *’ /’ +, = )
(9) h = readTop();
(10) select case (h):
(11) case ( "[", "(", h<s)
(12) push(s)
(12) case ( s <=h )
(13) b = pop();
(14) print(h);
(15) goto 9;

(8) case

(16) case (")

(23) hile ( h = "[u )
(24) print(h);
(25) b = pop();
(26) if (s!="]") goto 2;

2.2 pavyzdys. Infix aritmetinés iSraiskos uzrasymas postfix
forma. Nagrinékime infix forma uzraSyta aritmetine israiska a +
(bxc+ d) N f. Panaudodami pateiktaji algoritma uzraSysime ja
postfix forma. IS pradziy Sig israiskg papildome pradzios ir pabaigos
poZzymiais [a + (b* ¢ + d) A f]. Tolimesné skaiCiavimo eiga pateikta
2.2 paveiksle.

Taigi aritmetinés israiskos a + (b* ¢+ d) A f postfix forma yra

abcxd+ f N +.
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Jéjimas Stekas Postfix
[ [
a [ a
+ [ ]+
( [[+](
b [ ]+ b
* [+ (]~
c [+ (™ c
+ [[+]( *

d [+ (]+ d
[]+ +

A [[+]A

f [[+]A f

] []+ A
[ +

2.2 pav. Aritmetinés iSraiskos konvertavimas j postfix forma.

Postfix formos iSraiskos skaitinés reikSmeés skaic¢iavimas

Dabar sudarysime algoritma, kuriuo apskaiciuojame aritmetinés israiskos,
uzrasytos postfiz forma, reikSme. Vél naudosime steko duomeny struktura.

Pagrindinis algoritmo sudarymo principas yra paprastas: naujos arit-
metinés operacijos operandai yra pries tai apskaiciuotos dviejy aritmetiniy
veiksmy reiksSmeés.
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Postfix iSraiskos reiksmeés skaic¢iavimas

(1) s = readDataFile();

(2) if (s yra skaiCius)
(3) push(s);
(4) else
(5) b= pop();
(6) a = pop();
(7) ¢ =aop(s) b
(8) push(c);
(9) if (yra duomeny) goto 1;
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2.3 pavyzdys. Aritmetinés iSraiskos reikSmeés skai¢iavimas.
Raskime postfiz iSraiskos 6 3 4+ 4%, kuri apibrézia aritmetineg israiska

(6 + 3) x4, reikSme. Skaic¢iavimo eiga pateikta 2.3 paveiksle.

Iejimas Stekas Reikdmé
L6 (6] [ [ || |
(3] (el3[ [ || |
L+ L1 [ [ | [6+3=9]
L1 el [ [ ] |
L4l [olal [ || |
L Ll [ [ | [9v4=36 |
L (s8] [ [ || |

2.3 pav. Aritmetinés iSraiskos 6 3 + 4 x reikSmés skai¢iavimas.
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2.2. Dvejetainis medis

Pradedame nagrinéti sudétingesnes dinamines strukturas, kurios apibré-
zia daugiamacius sarysius.
Medj galime apibreézti kaip atskira bendresnés duomeny strukturos, gra-

fo, atveji — tai cikly neturintis orientuotas grafas. Taciau Siame paragrafe
pateksime nepriklausoma dvejetainio medzio apibrézima.

Tarkime turime elementy aibe D. Duvejetainiy medziy (angl. binary tree)
aibei T priklauso

e tuscia aibé;

e viena virSuné a € D;

e visos aibés, sudarytos i§ virsunés a € D, sujungtos su rusiuota pora
(L, R), kur L ir R yra dvejetainiai medziai (zr. 2.4a paveiksla). Tada a
vadinama medzio saknimi, o L ir R — medzio T kairiuoju ir desiniuoju

pomedziais.

Dvejetainio medzio pavyzdys pateiktas 2.4b paveiksle.

a)

2.4 pav. Dvejetainio medzio schema ir pavyzdys

Taigi j bet kuria medzio virSune, isskyrus saknj, jeina viena briauna, o
iSeina ne daugiau kaip dvi. Jeigu dvi medzio virSunes galime sujungti keliu,
tai Sis kelias yra vienintelis.

MedZzio virSunes Zymeésime v; € V. Jei virSuné v; yra sujungta su kita
virstine vy, briauna e;, = (v, vx) € E, tai vy vadinama virsuneés v; vaiku, o
pati vj; — virsunés vy tévu. Virsunés, kurios neturi vaiky, vadinamos lapais.
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Medzio saknis yra nulinio lygmens virsuné. Tada k-ojo lygmens virsunés
vaiko lygmuo yra (k+1)-asis. Medzio aukstis yra lygus didziausiam virsunés

lygmeniui.

Medzio briaunoms gali buti suteiktas svoris, toks medis vadinamas sver-

tiniu.

Dvejetainis medis yra sutvarkytas, kai jo virSunéms suteikti eilés nume-

riai.

2.5 pav. Aritmetiné iSraiska (a —bx*c) x (d+e/f)

2.4 pavyzdys. Infix iSraiskos jrasymas dvejetainiame medyje.
Parodysime, kaip medyje galime saugoti informacija apie aritmeting
iSraiska. Veéliau jsitikinsime, kad egzistuoja paprasti medzio virstuniy
aplankymo algoritmai, leidziantys infix formos israiska uzrasyti prefiz
ar postfir forma. Nagrinékime aritmeting israiska (a —bxc)*(d+e/f).
Ja uzrasome j dvejetainj medj, kuris pateiktas 2.5 paveiksle.

2.2.1. Medzio veiksmai

Ir Siai duomeny strukturai turime apibrézti pagrindinius veiksmus:

sukurti tuséia medj;
perkelti duomenis is failo j medj;
iterpti ar pasalinti elementa;

apeiti medzio virsunes, surasti reikiama virsiune.

Pirmiausia apibréziame viena atskira elementqg (angl. node), kurj sudaro
informaciné dalis T' (ja patogu realizuoti kaip jrasa) ir dvi rodyklés, rodan-
¢ios | elemento tipo objekta (zr. 2.6 a pav.):
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b
|

c
|

VA \ / \

d |NULL| |NULL| |NULL|
]

/ \ / \

AR
a) b)

2.6 pav. a) Atskiras medZio elementas, b) dvejetainis medis.

struct node{
T data;
node* left;
node* right;

}

Po to sujungdami Siuos elementus sudarome dvejetainj medj (zr. 2.6 b pav.)

Visiskai subalansuotas dvejetainis medis

Daugelio algoritmy, realizuojan¢iy medzio veiksmus, sudétingumas
priklauso nuo medzio aukscio. Todél siekiame, kad didéjant medzio virsuniy
skaiCiui jo aukstis didéty kiek galima léciau. Akivaizdu, kad tada reikia
derinti medzio kairiojo ir desiniojo pomedziy sudaryma.

Dvejetainis medis, kurio kiekvieno elemento kairiojo ir desiniojo pome-
dziy elementy skaiciai skiriasi ne daugiau nei vienetu, yra vadinamas visiskas
subalansuotu. 2.7 paveiksle pateikti tokiy medziy pavyzdziai.

Pateiksime algoritma, kuris perkelia duomenis i§ masyvo ar failo j visiskai
subalansuota dvejetainj medj. Tai rekursinis algoritmas ir toks metodas yra
budingas daugeliui algoritmy, realizuojanciy medzio veiksmus.
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®) ®)
a) b)
(a)
© (b)

(©)
(a)
(b) (©)
(D @ @
Q)

c)

2.7 pav. Visigkai subalansuoti dvejetainiai medziai: a) N=2, b) N=3, ¢) N=4, d)
N=5.

node* balancedTree(int N){

if (N == 0) return(NULL);
nL = N/2; nR = N - nL -1;
x = read();

node* Node= new(node);
(*Node).data = x;

(*Node).left = balancedTree(nL);
(*Node).right = balancedTree(nR);
return(Node);

2.5 pavyzdys. Dvejetainio medzio sudarymas. Faile F' saugo-
me N = 18 skaiciy:

13, 4, 21, 15, 17, 20, 22, 7, 3, 1, 6, 14, 5, 10, 12, 16, 29, 38.

Perkelsime juos j visiskai subalansuota dvejetainj medj. Medzio suda-
rymo eiga pavaizduota 2.8 paveiksle.

Dvejetainio medzio virsuniy apéjimo algoritmai

Medis yra issiSakojanti duomeny struktura, todél egzistuoja daug skirtin-
gy visy jo virsuniy aplankymo varianty. I bet kuria virSune galime patekti
tik i$ jos tévo virsuneés.
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(13)

|nL=2| |nL=1|
c)

2.8 pav. Visiskai subalansuoto dvejetainio medzio sudarymas.

Susipazinsime su trim labai svarbiais dvejetainio medzio virsuniy aplan-
kymo algoritmais. Visi jie rekursiniai, o skiriasi tik pomedziy aplankymo
tvarka. Veéliau jsitikinsime, kad jei medyje saugome aritmetine iSraiska,
tai Siais algoritmais randame tris pagrindines aritmetinés israiskos formas:
prefix, infix postfiz, todél taip vadinsime ir atitinkamus medzio apéjimo
algoritmus.

Prefix algoritmas. Siame algoritme pirmiausia aplankome vir§iune-saknj,
po to jos kairjji pomedj ir véliausiai desinjji pomedj. Pazymékime P(v)
medzio virsunés v aplankymo metoda (pavyzdziui, tai gali buti informacinés
dalies spausdinimas).

preOrder(node* v){
if (v <> NULL ){
P(v);
preOrder((*v).left);
preOrder((*v).right);
}
}
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Infix algoritmas. Siame algoritme pirmiausia aplankome kairjjj pomedi,
po to virsune—Saknj ir véliausiai desinjjj pomed;.
inOrder(node* v){
if (v <> NULL ){
inOrder((*v).left);
P(v);
inOrder((*v).right);
}
¥

Postfix algoritmas. Siame algoritme pirmiausia aplankome kairjji pome-
dj, po to desinjji pomedj ir véliausiai virsune—Saknj.

postOrder(node* v){
if (v <> NULL ){
postOrder((*v).left);
postOrder((*v).right);
P(v);
}
}

Pritaike Siuos algoritmus 2.4 pavyzdzio medziui, atspausdiname aritme-
tinés israiskos (a — b ¢) * (d + e/ f) tris skirtingas uzrasymo formas

o Prefix forma: x—ax*xbc+d/ef,

o Infix forma: a—bxcxd+e/f,

o Postfix forma: abc* —def/ + *.

2.2.2. Dvejetainis paieskos medis

Dvejetainiai medziai labai daznai naudojami informacijos saugojimui,
rusiavimui ir paieskai. Tada ypa¢ svarbus yra paieskos medZiai (angl. bi-
nary search tree). Tokio medzio kiekvienoje virsunéje esantis elementas yra
didesnis uz kairiojo pomedzio elementus ir nedidesnis uz desiniojo pomedzio
elementus.

Dazniausiai elementus rusiuojame pagal jraso specialaus lauko data.key
reikSmes. Dvejetainio paieskos medzio pavyzdys yra pateiktas 2.9a paveiks-
le.
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(8) (8)
(3) (9) (3) (9)
@ ® (& @ ® ® W

@ @ @ @

a) b)

2.9 pav. a) Dvejetainis paieskos medis, b) virsuneés, kurioje saugomas skaicius 7,
paieskos kelias.

Tada nesunku patikrinti, ar medyje yra saugoma reikalinga informacija.
Paieskos algoritmas yra panasus j rekursinius algoritmus, taciau jo rea-
lizacijai rekursijos nereikia, nes visada pasirenkamas tik vienas is dviejy
pomedziy. Jei tokio elemento medyje néra, tai procediira grazina nuoroda j
tuscia virsune (NULL nuoroda).

node* find(node* tree, T inf){
while ( (tree <> NULL) && ((*tree).data <> inf) ){
if ( (*tree).data < inf)
tree = (*tree).right;
else
tree = (*tree).left;

}

return tree;

}

2.9b paveiksle parodyta, kaip ieSkome virsunés, kurioje saugomas skaicius 7.

Naujos virsunés jterpimas. Naujoji virsuné turi buti jterpta taip, kad
ir atlikus $j veiksma medis iSlikty paieskos medziu. Kadangi kol kas ne-
bandome kontroliuoti medzio aukscio, tai jterpimo algoritme surandame
atitinkamg medzio Saka ir sukuriame nauja jos lapa. Jei pradinis medis yra
tuscias, tai naujoji virSuné tampa jo Saknimi. Pastebésime, kad algoritme
vél nereikia naudoti rekursijos.

insert(node* tree, node* v){
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while ( tree <> NULL ){
if ( (*v).data < (*tree).data )
tree = (*tree).left;
else
tree = (*tree).right;
}
}
tree = v,
(*v).left = NULL;
(*v).right = NULL;

2.6 pavyzdys. Dvejetainio paieskos medzio sudarymas. Faile
F' saugome skaicius:

8, 11,9, 3, 1, 14, 6, 12, 10, 7, 13, 15.

Perkelsime juos j dvejetainj paieskos medj, kuris pavaizduotas 2.10
paveiksle.

2.10 pav. Dvejetainis paieskos medis.

Virsiinés Salinimas. Pasalinti virsune i$ paieskos medzio yra daug sudé-
tingiau, nei is tiesiniy duomeny struktiry. Reikia garantuoti, kad ir atlikus
i veiksma turésime dvejetainj medj, o jo virsunés bus isdéstytos medzio
sakose taip, kad liks iSpildyta pieskos medzio salyga.
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2.11 pav. a) Dvejetainis paieskos medis, b) pasalinta ”1” virsuné, c) pasalinta ”6”
virS§une, d) pasalinta ”11” virSuneé.

ISskirsime tris virsunés salinimo atvejus.

o Jei is medzio Saliname virsune-lapg, tai jos tévo atitinkamai rodyklei
priskiriame nuoroda NULL, virsune atkabiname ir jg sunaikiname
(taip Saliname 2.10 paveiksle pavaizduoto medzio ”1” virsune).

o Jei saliname virsune, kuri turi tik vieng vaika, tai virsunés tévo nuo-
roda nukreipiame j vaika, o pacia virsune sunaikiname (taip Saliname
2.10 paveiksle pavaizduoto medzio ”6” virsune).

e Jei Saliname virsune v, kuri turi abu vaikus, tai procedura yra su-
détingesné. Panaudodami infiz virsuniy apéjimo algoritmg randame
gretimg i$ desinés puseés virsune v’. Tarkime, kad 2.10 paveikslo medyje
norime pasalinti virSune ”11”. Tada gretima jai virsuné yra ”12”
(pastebésime, kad Si virsuné negali turéti kairiojo pomedzio vaiko).
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Rodykle, kuri rodé j v, nukreipiame j virsune v', o rodykle, kuri
rodé i v/, nukreipiame j (xv’).right pomedj. Virsunés o' kairiuoju ir
desiniuoju pomedziais tampa v atitinkami pomedziai. Vietoj paskuti-
niy dviejy rodykliy pakeitimy galime kopijuoti vir§unés v informacing
dalj j virSune v, bei Salinti v'.

Elementy salinimo veiksmai yra pavaizduoti 2.11 paveiksle.

Sudarysime procedura, kuri patikrina ar medyje yra ieSkomas elementas
ir pasalina surasta virsune. Joje naudojame jau ankséiau aprasyta paieskos
procedura find().

deleteNode(node* v, T a){
node* p, q;
v = find(v, a);
if (v <> NULL ){ // Elementas medyje surastas
// Isimename Salinamo elemento nuoroda
q="v;
if ( (*v)left == NULL ){
// Ne daugiau kaip vienas, desinysis vaikas
v = (*v).right;
}else
if ( (*v).right == NULL ) {
// Ne daugiau kaip vienas, kairysis vaikas
v = (*v).left;
telse{ // v turi du vaikus
// Randame gretima elementa
p = (*v).right;
while ( (*p).left <> NULL )
p = (*p).left;
v = p; // Perkeliame rodykle i surastajj elementa
p = (*p).right;
(*v).left = (*q).left;
(*v).right = (*q).right;
}

delete q;

}
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2.2.3. Paieskos algoritmo sudétingumas

Siame skirsnyje iStirsime sukonstruoto paieskos medzio savybes. Mus do-
mina klausimas, kiek uztruks informacijos paieska tokioje duomeny bazéje.
Bazine algoritmo operacija laikome dviejy rakty palyginima. Jei raktas yra
skaicius, tai lyginame pagal aritmetikos taisykles, jei raktas yra tekstiné
konstanta, tai naudojame abecélés tvarka.

Elemento paieskos sudétingumas priklauso nuo dvejetainio medzio auks-
¢io. Tarkime medyje yra N virSuniy ir visi NV skai¢iy yra vienodai daznai
tikrinami.

Analize pradésime nuo idealiai subalansuoto paieskos medzio, kai turime
suruiSiuota aibe ir ja perkeliame j dvejetainj paieskos medj. Tokiy medziy
pavyzdziai yra pateikti 2.12 paveiksle. Taip saugoma informacija zodynuose
ir enciklopedijose. Tarkime enciklopedija sudaro trisdesimt du tomai, tada
paieskos medzio Saknis yra septynioliktasis tomas, kairjji jo pomedj sudaro
enciklopedijos pirmieji Sesiolika tomuy, o desinjji — tomai, kuriy numeriai yra
nuo astuoniolikto iki trisdesimt antro.

(8) (4)
(5) (19 (b) (1)

ONONO @D © @@ @
a) b)

2.12 pav. SuruSiuoty aibiy saugojimas idealiai subalansuotame dvejetainiame
paieskos medyje: a) skaiCiy aibé {3,5,7,8,9,10}, b) raidziy aibé {a,b,c,d,e, f,g}.

Nagrinékime nepalankiausia atvejj, kai N = 2", tada idealiai subalan-
suoto medzio aukstis yra h = n. Taigi vykdydami paieska blogiausiu atveju
atliksime

Wy =1logN +1

rakty palyginimo veiksmy.

Labai daznai svarbiau yra zinoti vidutinj (tikétina) paieskos algoritmo
sudétinguma, kai vienodai daznai tikrinami visi N elementai. Dabar nepa-
lankiausias yra atvejis, kai N = 2" — 1, tada idealiai subalansuoto medzio
aukstis yra h = n—1, on = log(N +1). Tokiame medyje pilnai uzpildyti visi
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jo lygmenys. Tada i-ajame lygmenyje yra 2! virsiiniy, paieskos algoritme iki
siy virsuniy atliekame po (i + 1) tikrinima. Todél gauname tokj paieskos
algoritmo vidutinio sudétingumo jvertj

n—1
1 . Z
WUZN2(1+1)2 .

Pasinaudosime skaitiniy eiluciy iSvestinés skaic¢iavimo formule:

n—1

n—1 !
=0

1=0
/

rz—1
((n+ Da" = (@ — 1) = @+ —a)
B (z—1)2 ’
imdami x = 2 apskaid¢iuojame suma
n—1
D (i+1)2 =(n-1)2"+1.
i=0

Taigi atliekant paieska idealiai subalansuotame medyje algoritmo sudétin-

gumas vidutiniu atveju yra

log(N+1)—-1)(N+1)+
N

Matome, kad tiek vidutiniu, tiek ir blogiausiu atveju paieskos algoritmo

sudétingumas yra W = O(log N).

1
W, = =log N + O(1).

Norédami sukonstruoti idealiai subalansuota medj, pradzioje turime su-
rusivoti duomenis, o tai daug sudétingesnis uzdavinys. Tokia pagalbine
operacija tikslinga atlikti tik tada, kai duomenys ilgai nekinta ir juos daug
karty naudojame paieskos metu (pvz. zodynai). Jeigu duomeny baze daznai
tenka papildyti naujais jrasais ir Salinti kai kuriuos senus jrasus, tai naudoja-
me paprastenj dvejetainj paieskos medj, kuriame sios operacijos atlieckamos
labai efektyviai.

Taciau nepalankiausiu atveju dvejetainis medis iSsigimsta j tiesinj sarasa.
Taip bus, jei duomenis jrasysime rakto didéjimo ar mazéjimo tvarka. Tokia-
me paieskos medyje vidutinis paieskos algoritmo sudétingumas yra

N

Wv:izz':%:ngou).
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Ivertinsime vidutinj algoritmo sudétinguma, kai nagrinéjame visus galimus
variantus. Isviso galime sudaryti N! skirtingus paieskos medzius. Tai milzi-
niskas skaicius net kai turime nedaug elementy, pvz. N = 20, nes remiantis
Stirlingo formule

20 20
20! > V407 <—> >2.10'8 .

(&

Jeigu per viena sekunde sudarytume vieng miliarda paieskos medziy, tai
darbg pabaigtume tik po septyniasdesimt septyniy mety. Padidinus ele-
menty skaic¢iy dar vienu, jau neuztekty ir pusantro tukstancio mety.

Atlikdami tokiy algoritmy analize ir parodome didelg teoriniy jverciy
nauda, nes jie leidzia jvertinti algoritmy sudétinguma atrodyty beviltiskose
situacijose.

Pazymékime apy paieskos algoritmo vidutinj sudétinguma, kai nagriné-
jame visus galimus paieskos medzius ir kai vienodai daznai tikrinami visi N
medzio elementai.

Tarkime, kad elementai yra numeruojami jy didéjimo tvarka. Elementas
1 bus medzio Saknimi su tikimybe N Kadangi tai dvejetainis paieskos
medis, tai zinome, kad kairiajame jo pomedyje bus (i — 1) elementas, o
desiniajame — (N —i) elementy. Pazymékime ag\i,) paieskos algoritmo vidutinj
sudétinguma, kai medzio Saknyje yra i-tasis elementas, tada

L0
anN = N Za;, .
i=1
Atsizvelge i tai, kad

e bet kurios kairiojo pomedzio virsunés paieskos vidutinis ilgis yra
aj—1 + 17

o Saknies ¢ paieskos ilgis lygus 1,
e bet kurios desiniojo pomedzio virsunés paieskos vidutinis ilgis yra
aN-—i+ 15
gauname lygybe

i-1 1 N —i
vty lavai+ ) ——.

Tada paieskos algoritmo vidutinis sudétingumas tekina lygti

) = (ai +1)

N N
1 . . 2 .
aNzl—i—m E [(z—l)ai_l—i—(N—z)aN_i] :1+W E (Z—l)ai_l.
i=1 i=1
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Pakeite sumavimo indeksg j = ¢ — 1, gauname lygtj
9 N—-1
aNzl—l—ijaj. (2.1)
j=1

Imdami reikalinga N reiksme, kompiuteriu nesunkiai galime suskaic¢iuoti
tokios lygties sprendinj. Tac¢iau musy tikslas yra sudaryti analizinj paieskos
algoritmos sudétingumo asimptotinj jvertj.

Gautoje lygtyje rekurentinis sarysis sieja visus N nezinomuyjy. Parody-
sime, kad galime pertvarkyti lygtj taip, kad ji apibrézty tik dviejy gretimy
nezinomuyjy sarysj. Uzrasykime pagrinding lygtj ir nezinomajam an_1:

9 N-2
N1 =1+ Ty > Jaj.
j=1

N — 2
Padaugine $ig lygtj is (T ir atéme is (2.1) lygties, gauname dvizingsne
tiesine lygti
1
ay = m((N2 —1Dan_1 +2N —1).
Apibrézkime harmoninés eilutés dalinés sumos funkcija
1 1 1
Hy=14-4+-+4+--4+—.
N + 5 + 3 +--+ N
Tada dvizingsnés lygties sprendinys yra
N+1

Atsizvelge  tai, kad
1
Hy :lnN—i—'y—i—(’)(m) ,
gauname, kad paieskos algoritmo vidutinis sudétingumas yra
any =2In N+ 0O(1).

Priminsime, kad idealiai subalansuoto paieskos medzio atveju W, = log N.

Kadangi
2In N

log N
tai vidutinis paieskos algoritmo sudétingumas dvejetainiame paieskos medy-
je yra tik 1.386 karto didesnis, nei idealiai subalansuotame medyje. Paieskos
medyje galime labai taupiai jterpti naujas ir pasalinti nereikalingas virsunes.

= 21n2 = 1.386,
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