Techmaty olimpiados 2015 uZdaviniy sprendimai

1. 2x2 lentelés langeliuose uzrasyti keturi skaiciai. Prie kiekvieno skaiCiaus galima pridéti bet kokj
skaiCiy, taciau tokj patj skaiCiy reikia pridéti ir prie kaimyniniuose langeliuose esanciy skaiciy.
Kaimyniniais langeliais laikomi tie, kurie turi bendra krasting.
Pavyzdys: prie pirmo langelio pridedame 6:

2 1 2+6 | 1+6 8 | 7

=> =>
515 -5+6| 5 1 5

Ar jmanoma padaryti taip, kad visi Sioje lenteléje esantys skaiciai tapty lygts 0?7 (5 taskai)
Sprendimas: vienas i§ sprendimo btidy yra tiesiog paeiliui atlikinéti veiksmus méginant gauti visus
keturis nulius:

81| 7 7 [6-5 2 (1 2|3 031
=> => => => =>
1|5 0] 5 0 [0+2 2-2( 2 0|0
-1-1f 2 201 210 0|0
=> => => =>
0]-1 -11-1-1 -242| -2 0]0

Sekantis biidas yra susidaryti lyg¢iy sistemg. Tarkime prie pirmojo langelio pridedame x, tuomet ir
prie kaimyniniy langeliy turime pridéti po x:

8+x | 74X
1+x| 5

Prie antrojo langelio ir jo kaimyny pridedame po y:

8+x+y | 7+x+y
1+x | 5+y

Viska analogiskai atlickame ir su Kitais langeliais:

8+X+y+z | 7+x+y+t
1+x+z+t | S+y+z+t

Tikslas gauti lentele su keturiais nuliais, todél kiekvieng lygtj prilyginame nuliui ir gauname tokia
lygciy sistema:

1 1 1 0y sx -8
110 1) (y\_[-7
101 1) \z -1
011 1/ \t -5

I$sprende sistema gauname sprendinj:
x=-=-2,y=—-6,z=0,t=1.



2. Siena statoma tik i§ horizontaliy plyty 2x1 ir 3x1. Siena laikoma ,tvirta“, jeigu néra vertikaliy tarpy
besijungianciy per du aukstus. Netvirtos sienos pavyzdys:

Ar §j pradéta statyti 11x12 (11 plotis, 12 aukstis) siena gali bti ,tvirta® siena ? Jei taip, tai kiek
tokiy ,,tvirty* sieny egzistuoja? (5 taskai)

L]

T
Sprendimas: ant Sone esanéiy 2x1 plyty galime uzdéti tik 3x1 plytas, o ant 3x1 — tik 2x1 plytas.

Kadangi jau turime bent po vieng plyta prie abiejy Sony, todél juos sugeneruoti galime vieninteliu

Apacioje liko tarpas, kurio ilgis 11-2-3-3=3, tad jj uzpildyti galime vieninteliu budu:

1

Antrame aukste liko tarpas, kurio ilgis 11-3-2=6, tad jj uzpildyti galétume dviejomis plytomis 3x1
arba trejomis plytomis 2x1. Taciau jeigu désime tris plytas 2x1, tuomet sienoje atsiras sitilé einanti
per du aukstus, todél siena nebus tvirta. Uzpildzius antrg auksta, sekanciuose aukstuose susidaro
lygiai tokia pati situacija kaip antrajame, tad norint i$laikyti tvirtg siena, visus likusius aukstus taip
pat turésime uzpildyti tik 3x1 plytomis. Atsakymas: egzistuoja tik viena tokia siena




Ar egzistuoja toks realiy skaiéiy rinkinys {xg, X1, ..., X, }, kuriam galioty savybés:
n

in < 1,

i=0
n

Z xl-3 > 1,
i=0
x; <1,i=0,,..,n (5taskai)
Sprendimas: akivaizdu, kad jeigu imsime skaicius tik i$ intervalo (0,1), toks rinkinys neegzistuos,
nes tuomet visada galios nelygybé x3 < x ir kuby suma niekada nebus didesné uz pirmo laipsnio
nariy suma. I§ to iSplaukia, kad arba toks rinkinys apskritai neegzistuoja, arba rinkinyje privalo biiti
ir neigiamy skaiciy (taip pat akivaizdu, kad negali buti visi neigiami). Tarkime, kad rinkinyje yra n
vienody teigiamy skaiciy kurie lygts x ir m neigiamy skaiciy, kuriy modulis lygts y.
Tuomet sumas galime perrasyti taip:
nx—m-y<1|],
n-x3—-m-y3>1.
Tarkime n = 2, x = 0.8, tuomet pertvarkytos nelygybés atrodys taip:
0,6 <m-y,
0,024 > m - y3.
IS pirmos nelygybés isreiskiu m ir statau j antraja nelygybe:

0,6
m>—,
y

06 . 5
0,024 > 7-3/ => 0,04 > y*=>0,2>y.
Gavome, kad parinkus tokius n ir x, y visada turés buti maziau uz 0,2. Imkime y = 0,15. Tokiu
atveju m turés biti didesnis uz % = 4, tad imkime reikSmg 5. Patikrinkime rezultatus:

2-0,8+5-(=0,15) = 0,85,
2-0,8% +5-(=0,15)3 ~ 1,00713.



4. Sandélyje stovi 66 statinés, kurios sunumeruotos nuo 1 iki 66. Kiekvienoje statinéje yra po 66 aukso
luitus ir visi jie sveria po n miligramy (neN). Naktj vagys jsilauzé j sandélj ir pavogé visus aukso
luitus i$ vienos statinés ir vietoje pavogty aukso luity paliko padirbtus aukso luitus. Visi padirbti
aukso luitai sveria po m miligramy (meN) ir nuo tikryjy skiriasi labai minimaliai (svoris skiriasi iki
2%). Ryte sargas zinojo tik tai, kad aukso luitai pavogti i§ kazkurios vienos statinés ir tikri luitai
pakeisti padirbtaisiais, kuriy svorio skirtumas nuo tikry yra labai minimalus. Sargas sugalvojo
unikalig strategija, kuri turéty padéti iSsiaiskinti nusikaltimo aplinkybes. Jis pasiémé vienratj karutj,
nuriedéjo su juo j sandélj, pritaikes savo strategija susikrove kriiva aukso luity ir visg krovinj suverte
ant svarstykliy. Svarstyklése uzsidegé skaicius 1976465 mg. Sargas pasiéme lapuka, atliko pora
veiksmy ir susuko: - Eureka!

1) Kokig strategijg pritaiké sargas sandélyje imdamas aukso luitus i§ statiniy? (2 taskai)
2) Kiek sveria vienas tikras aukso luitas? (1 taskas)
3) Kiek sveria vienas netikras aukso luitas? (1 taskas)
4) I8 kurios statinés buvo pavogti aukso luitai? (1 taskas)
Sprendimas: Strategija yra i$ skirtingy statiniy imti po skirtingg kiekj aukso luity, t.y. i§ pirmos
statinés vieng luita, i§ antros — du, 18 trecios — tris ir t.t. Sargas, pritaikes $ig strategija, karutyje tur¢jo
1+2+3+...+65+66=2211 aukso luitus. Kadangi tikri ir netikri luitai skiriasi labai nezymiai, todél
padaling visg mase i$ surinkty aukso luity kiekio, gausime skaiciy, kuris ganétinai tiksliai nusako
tikro luito svorj:

1976465

2211
Tarkime tikras aukso luitas sveria 893 mg. Tuomet norint rasti netikro luito svorj bei statinés numerj,

sudarome tokia lygtj:

~ 893,92 mg.

1976465 — 8932211 = s - (m — 893),
2042 = s+ (m — 893).
Isskaidykime 2042 visais galimais biidais:
1-2042,
2-1021.
Kadangi statinés numeris nuo 1 iki 66, tai pirmu atveju gautume, kad statinés numeris buvo 1, 0
svoriy skirtumas 2042 mg, taciau tai netenkina salygoje minimy 2% skirtumo. Analogiska situacija ir
su sekanciais daugikliais. Vadinasi tikri luitai negaléjo sverti po 893 mg. Imkime, kad tikri luitai
sveria po 894 mg. Tuomet lygtis atrodys taip:
1976465 — 894 - 2211 = s - (m — 894),
169 = s - (m — 894).
Isskaidykime 169 visais galimais budais:
1-169,
13-13.
Pirmu atveju vél gautume, kad statinés numeris 1, o svoriy skirtumas 169 mg, taciau ir §is skirtumas
yra per didelis, todél pirmas variantas atkrenta. Antru atveju gauname , kad statinés numeris 13 ir
svoriy skirtumas 13mg. Toks skirtumas jau tenkina 2% reikalavima. Apskaiciuojame netikry luity
svorj:
894 — 13 = 881 mg.



