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Sobolevo erdves

1. Hilberto erdvées H* ()

HY = H¥Y(Q) ={veLy: De€ Ly, |a|<k}.

Jos skaliariné sandauga
(v,w) = (v,w)Hk — Z / D% D%w dx
al<k’*?
iIr norma

1/2
lolly = lloll g = (v, 0) /2.

Ck () yra tirsta erdveje H5 ().



Funkcijy erdve HE(2)

HH3(Q) ={ve HY(Q): ~v=0}.

CE($2) yra tirsta erdveje HE(S2).

H3($2) dualioji erdve (H3)* = H=1(Q2) yra erdvé
tiesiniy, aprezty funkcionaly, apibrezty funkcijoms
v E H(%(Q)

|L(v)]
|L||—1 = sup :
UEHol |’U|1



H1() funkcijy pratesimas

1 teorema. Tarkime, kad Q € R% (d > 2) yra aprézta
sritis, jos konturas I glodus (arba sritis staCiakampe).
Tada operatoriy v : C1(€2) — C(IN) galima pratesti iki
v HY() — Lo(IN) ir egzistuoja C = C(2) tokia,
kad teisinga nelygybe

vl my < Cllvlli, Yo € HH ().



Apibendrinty funkcijy savybes C™ erdvese

2 teorema. Tarkime, kad 2 € R< yra apréZta sri-
tis, jos konturas I glodus (arba sritis staCiakampé) ir
k> d/2. Tada C(QQ) C HF(Q) ir egzistuoja C =
C(L2) tokia, kad teisinga nelygybeée

[vlle < Clloll, Yo e HN ).

C™() c HQ), k>m+d/2.



Funkcijy erdvés H3(S2) savybés

HH3(Q) ={ve HY(Q): v =0}

3 teorema. ( Poincare nelygybe) Tarkime, kad Q € R?
yra aprézta sritis. Tada egzistuoja C' = C(£2) tokia,
kad teisinga nelygybe

o]l < Cl| Vo, Yve HE(Q).

Erdvéje H(%(Q) norma galime apibréZzti ir taip:

vly = ||V, v € HF().



Silumos laidumo lygtis
Nagrinékime sritj Q C R3, kurios konturas I".

Matematinj modelj uzraSome nagrinedami Silumos
tvermes saglygas laisvai pasirinktame poaibyje
Qo C €2, kurio konturas I .

e(x,t) energijos tankis.

fQO edx bendras Silumos kiekis.
j = 4j(xz,t) Silumos srautas.
JryJ - nds iSeinantis silumos kiekis per pavirsiy.

f = f(z,t) Silumos Saltinio tankis.



Energijos tvermes desnis:

d
JRE— d —_— — / ) M d d .

Panaudojame divergencijos teoremg, gauname:

Oe
—+V:-9—p|de =0, t>O0.
/Qo<c‘%+ J p>x

Kadangi €2 yra bet koks paibis, tai:

Oe
—=+V-9—p=0, t>0.
(%—I— J—DP



e =e¢eg+ o1, T -temperatura.
o = pc specifinis Silumos talpumas.
7 = —=AVT 4 ve,

A Silumos laidumas (difuzija)
v = v(x, t) konvekcijos greitis

T
J%—t—l—v-(avT)ZV-()\VT)—I—p, t > 0.

Pradine salyga:

T(x,0) = Ty(x), =€ .



Krastines salygos:
1. Pirmojo tipo (Dirichlet)
T(x,t) =T,, x€lp, t>D0.
Tarsime, kad v - n = 0.

2. Antrojo tipo (Neumann)

oT
n

3. Treciojo tipo (Robhin)

T
Ag—(x,t) + B(T(z,t)—Ty) =0, x€lp, t>0.
n
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Variacinis uzdavinio formulavimas

Nagrinekime vienmatj, elipsinj krastinj uzdavinj

Au=—(av')+bu/+cu=f, £ € Q= (0,1)
w(0) =0, (1) =0.

Dauginame lygtj skaliaridkai i§ ¢ € C5(S2):

/1(—(au’)’ + bu' + cu)pdr = /1 fodz
0 0 ’

arba, suintegravus dalimis,

1 1
/O (au’gpl—l-bu/go—l-cugo)d:c:/o fodx, Vo € C(%(Q).
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Apibrezkime kvadratine formag

1
a(v,w) = /O (av'w’ + bv'w + cvw)dz,

Ir tiesinj funkcionalg

L(w) = (f,w).

Variacinis, arba silpnasis uzdavinio formulavimas:
rasti silpnajj sprendinj u € H§ ()

a(u, ) = L(p), Ve € HF(Q).
Jei u € C2(Q), tai silpnasis sprendinys sutampa su

klasikiniu sprendiniu (integruojame dalimis ir pasinaudojame
erdvés H} savybémis)

1
/O(Au—f)god:czO, \V/QOEHC])'.
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Lygybes

1
/O (Au — floder =0, Ve H(%

yra teisingos ir kai u € H? N H}, tokj sprendinj vadi-
name stipriu.
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Nagrinekime atvejj b = 0.

Reikia rasti u € H}(S2):
a(u, @) = L(p), Ve € HF(S),
f e La(£2),
a(z) >ag >0, c(z)>0, z€,

o kvadratine forma:

1
a(v,w) = /O (av'w + cvw)dz.
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Riesz teorema. Tegul V' yra Hilberto erdve, ir (-,-)
yra jos skaliariné sandauga. Kiekvienam apreztam
funkcionalui L, apibréztam Sioje erdveje, egzistuoja
vienintelis u € V toks, kad teisinga lygybe

L(v) = (u,v), YveV.
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Musy atveju turime erdve Hé Ir norma

1 N2
ol = [ () da

Kvadratine forma tenkina eliptiSkumo sglyga:
a(v,v) =/Ol(a(v/)2 + cv?)dz > ao|v|%, Vv € H(%
ir yra simetring, t.y. Vv, w € H:
a(v,w) = /Ol(afv’w’ + cvw)dx = a(w, v).

Taigi a(v, w) apibrézia naujg skaliarine sandaugag ir
norma

lvllg = a(v,v).
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Parodysime, kad tiesinis funkcionalas L(v) = (f,v)
yra apreztas naujos normos atzvilgiu.

Pagal apibrezimag

|L(v)|
Ll -1 = sup.
UEH HUHCL

ILC)[ = |(f; )| < fIHvl < ClF ol

C
< —IIflHlvla-

o
Taigi

C
| L]l -1 < \/—CL_O 1 £1]-
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Tada egzistuoja vienintelis u € H3 (), kad

L(v) = (u,v)q = alu,v), Yv €& H&(Q)

Jrodome sprendinio stabilumo jvertj pagrindingje
H3 normoje
aglul? < a(u,u) = L(u) < C||f|| [uls
C

= Julr < — ISl
ag

P =7 [ (ae)? +ep?)do — [ foda,

F(p) — min, Ve e H.

18



Nagrinekime atvejj b % 0.

Reikia rasti u € H}(S2):

a(u, p) = L(p), Yo € HE(Q),
f € Lx(£2),

1 _
a(z) > ag >0, c(x) -V (x) 20, =€,

o kvadratine forma:

1
a(v,w) = /O (av'w’ + bv'w 4+ cow) dz.
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Lax-Milgram teorema. Tegul V yra Hilberto erdve.
Jeigu kvadratiné forma a(-, -) yra aprézta is virSaus ir
tenkina eliptiSkumo salyga, tai kiekvienam apreztam
funkcionalui L egzistuoja vienintelis © € V toks, kad

teisinga lygybe
a(u,v) = L(v), YveV

Ir teisingas stabilumo jvertis

1
lully < =[IL{ly=.
87
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Musy atveju turime erdve Hé Ir norma

1 N2
ol = [ () da

Kvadratine forma tenkina eliptiSkumo sglyga:

a(v,v) = /Ol(a(v’)2 + bv'v + cv?)dz

2
> ao|v|%, Vv € H&

— llbqﬂ]; 4 /01 (a(v’)2 + (c — %b’)vQ) dx

21



Kvadratine forma aprezta:

a(v,w) = /01 <av’w’ + bw'w + cvw) dx

< Calv|1 [w]1 + Cplv]a [Jw]| + Cel[v]] ||w]]
< Cloly jwly, Yv,w € H5(S).

Tada egzistuoja vienintelis u € H(%(Q) toks, kad
teisinga lygybe
a(u,9) = L(p), Ve € H5H(Q)
Ir teisingas stabilumo jvertis
C

lul1 < —1[fI.
ag
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Sprendinio glodumas

Tarkime, kad a, b, c yra glodzios funkcijos.

v = —f4+ (b—a)u' + cue Lr(Q) = ue H?.

Taigi u € H? yra stiprus sprendinys.

Gauname jvertj:

aollw”|| < llaw”|| < IfI 4+ 11(b — a )| + [leul
< Il + Cluly < C|If]]-

Todel teisingas stabilumo jvertis:

2 __ 2 2 2 2
lullz = [lw”11% 4+ [1/]1° + [[ull= < ClFI=
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Jei a néra glodi ar f € H~1, tai egzistuoja u € Hj,
v yra silpnasis sprendinys, bet v ¢ H?2.

aolulf < alu,uw) = (f,u) < |Ifllg-1|ul1

uly < Cllfll g-1-
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Imkime f(x) = 1/x ir spreskime uzdavin;:

1 ! 1
a(u,¢) = [ e de = (f9), V€ HY(S).

Funkcija f ¢ L>(2). Parodysime, kad f € H~1(Q).

Gl = [ ] =

/Olfu(x)dlna:

= < C.

1
/O Inz v (x) dx

u(xr) = —xInz.

Nesunku patikrinti, kad v € H3, betu ¢ H?.
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