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Apibendrinta iSvestine

Tiesinis funkcionalas, kuris pasako, kaip apibendrin-
toji iSvestine "veikia" glodzias funkcijas:

ov O
8xi(¢) - /Q ? Ox
(Funkcijoms v € CE(2) egzistuoja 21 C €2, kad €21 yra
kompaktas irv = 0, kai =z € /1 )

dz, V¢ € C3(Q).
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Egzistuoja w € L»(£2) toks, kad:

ov
5 (¢) = (w,9), V¢ € Lo.
)
Tada apibreziame funkcija
0
— € Lo(9)
ox;
tokig, kad

0] 0
/ U.qbde—/Q’Uaj dzx, V(bGCCl)(Q).



Ar apibendrintoms iSvestinems galioja lygybes

(cru(@) + eov()) = e1u/(2) + eov'(2),
u/, v’ € LQ(Q),

(w) =vv+w, o, v e Lo(Q)?



AuksStesnes eiles apibendrintosios iSvestines yra
tiesiniai funkcionalal

D% () = (—1)l /Q vD%dx, V¢ € ().

Tada apibreziame funkcija
D%y € LQ(Q)
tokig, kad

/QD% &b de = (—1)|a‘/QvDa¢ dz, Vo € ().



Sobolevo erdves

1. Hilberto erdves H*()

HY = H*(Q) ={ve Ly: D€ Ly, |a| <k}

Jos skaliarine sandauga
(v,w) = (v,w)Hk — Z / D% D%v dx
al<k’*?
Ir norma

1/2
lolls = ol g = (v, 0)12.

Atskiras atvejis ||v]|o = ||v]|L,-



Ck(Q) yra tirdta erdveje H* ().

Erdves H*(2) funkcijos gali buti gautos nagrinéjant
glodZiy funkcijy seky {v;}32 1, v; € Ck () ribas nor-
moje:

1/2 =
loll o = (v, 0) s>, v e (),

(v,w) ok = > / D% D%v dz.
af<k 2



Funkcijy erdve H5(2)

Erdves H’S(Q) funkcijas gauname nagrinedami
glodZiy funkcijy seky {v;}521, v; € CE(S2) ribas
normoje:

1/2
loll e = (0, 0)0h7, v e k),

HA(2) dualioji erdve (H3)* = H~1(2) yra erdvé
tiesiniy, aprezty funkcionaly, apibrezty funkcijoms
v E H(%(Q)

|L(v)]
|L||—1 = sup :
UEHol Hle




Pavyzdziai

1. Teqgul
Q={zeR% d=1,2,3: |z|<1}.

Kada funkcija v(x) = |z|P priklauso
(@) Lo(£2), (b) H1(€2)?

1 2 1 2p+1 1

/ <|£B|p) dw=2/ 22P dg = 22 |

—1 0 2p+1
2p+1>0 = p> —-0.5,

Ldx 1

p=-05 = 2/ ;—QInx|O

0

— OQ.

1
ve L>(Q,d=1), kai p> —5



b) Rasime funkcijos v(x) apibendrintajg iSvestine,
kuri turi priklausyti L»(£2). Pagal apibréezima:
imsime ¢ € C&(£2)

/_1 |:c|p—d:c—/ (— a:)p d:c—l—/ :cp—d:c
— —/_1p(—a:)p_1 o(x) da:—l—/op:cp_l ¢(x) dx

taigi
—p(—=2)P~ 1, kai z <0,
prP~1 kai z > 0.

g(z) :=1'(z) = {



x2p—1 1

2p — 1o

1 1
/ . g% (z) dx = 2p2/o 2°P~2 dx = 2p?
2p—1>0 = p> 0.5,

1 dx 1
oo

=05 = 2 — =2lnzx
P 0 x 0

1
ve HY(Q,d=1), kai p> -
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2. Tequl
1
Q={zcR? |z|< -}

Ar funkcija v(z) = log(—log |z|?) € H1(Q)?

Ar v € H1(Q) butinai tolydZios ir apréztos?
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H1() funkcijy pratesimas

Jeiv € C(Q), tai Si funkcija yra vienareikdmiskai
apibrézta ant srities konturo ' = 9<2:

(vw)(x) =v(x), x€l.

[ yra nulinio mato aibe, todel vv nera korektiskai
apibrézta, jei v € L>(L2).

Tarkime, kad v € H1(2), ar galima taip apibrézti
funkcijos pedsaka v, kad galioty jvertis

vy < vl Vo € CH(R).

Toks pedsako operatorius vv apibendrinamas visoms
v € H1() pasinaudojant erdves C1(€2) tirstumu
erdveje H1(Q).
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1 lema. Tarkime, kad 2 = (0, 1). Tada egzistuoja
tokia konstanta C, kad teisinga nelygybe

v(2)| < Cllvfl1, Vv e CH).

Jrodymas. Imkime z,y € €2, tada teisinga lygybe

v(iz) =v(y) + /xy v'(s) ds.

Pasinaudoje Cauchy-Schwarz nelygybe, gauname
jvertj

p(@)] < o)l + [ ()] ds < @)+ 1],

w(@)|? < Jo(y)]? + 2lv)] ||V]] + |]v]|?
< 2Jv(y)|? + 2||v'||.

Integruojame pagal y intervale (0, 1):

w(@)[? < 2(||v]|2 + [[V']]%) = 2||v]|3.
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1 teorema. Tarkime, kad 2 € R% (d > 2) yra apréZta
sritis, jos konturas I glodus (arba sritis staCiakampe).
Tada operatoriy v : C1(€2) — C(IN) galima pratesti iki
~v : HI(Q) — Lo(IN) ir egzistuoja C = C(2) tokia,
kad teisinga nelygybe

ol Ly < Cllvllz, Yo € HY(SQ).

Jrodymas. Pirmiausia jrodome §j jvertj Vo € C1(Q)

Il g,y < Cllvlly, Vv € CH(Q).

Tada imkime v € H1($2). Egzistuoja funkcijy seka
{v;}52; C C1(2) tokia, kad [|v —vj|1 — O. Konver-
guojanti seka yra Ko3y seka (H1 () yra pilna erdve),
todel

lvi —vjlli — 0, 4,5 — oo.
Tada teisinga nelygybe

[vvi = vl L ry < Cllvg —vjll1 — 0, 4,5 — oo.
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Taigi {vj}ﬁl yra KoSy seka erdveje Lo(I), todél
egzistuoja w € Lo(IN):

lyvj —wllp,ry = 0§ — oo

Apibreziame yv = w.

Lieka jrodyti, kad tokiai funkcijai galioja stabilumo jver-
tis. Kadangi v; € C1(Q), tai:

1705l o my < Cllvglla
Pereiname prie ribos, kai ; — oo ir gauname reikalin-
ga jvert].

Taigi apibrezeme apreztg tiesinj operatoriy

~: HYQ) — Lo(IN).

Kadangi C1(Q) tirsta erdvéje H1 (), tai toks pratesi-
mas yra vienintelis. O
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Apibendrinty funkcijy savybes C™ erdvese

2 teorema. Tarkime, kad 2 € R< yra apréZta sri-
tis, jos konturas I glodus (arba sritis staCiakampe) ir
k> d/2. Tada C(QQ) C HF(Q) ir egzistuoja C =
C(£2) tokia, kad teisinga nelygybé

lwlle < Cllollg, Vo € H(S).

Analogiskai gauname, kad

c™() c HYQ), k>m+d/2.
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Funkcijy erdvés H3(S2) savybés

H&(Q) ={ve HY(Q): ~v =0}

3 teorema. ( Poincare nelygybe) Tarkime, kad Q € R¢
yra aprézta sritis. Tada egzistuoja C = C(£2) tokia,
kad teisinga nelygybe

o]l < Cl|Vol, Yve HE(Q).

Teorema jrodome funkcijoms v € Cé(ﬁ) ir pasinau-
dojame Sios erdves tirStumu erveje H&(Q).

Taigi erdvéje H}(S2) yra ekvivalengios norma || - || ir
pusnorme | - | (jrodykite)

v]y = ||[Vo]l, v e H(Q).
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Erdves H~1 savybés

Palyginsime erdves L»(Q) ir H~1(Q).
1. Imkime f € L»(£2), apibréZzkime tiesinj funkciona-
13:

f(v) = (f,v), Vve H5(K).
Parodysime, kad tada || f||_1 < C.
Pagal normos apibrezima

171 = sup L)

UEHol |U|1 .

Nesunku jrodyti, kad (prisiminkite Poincare nelygybe):

[F()] =10l < Al < CllFI vl
Taigi
[fll=1 < Clfll, VS e La(£2).

Jrodéme, kad L, () ¢ H=1(Q).
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2. Imkime @ = (0,1) ir f(x) = 1/y/z. Tokia
funkcija f € Lo (2).

Apibrézkime tiesinj funkcionala:

Lo(x
f(’lj):(f,v):/o \(/E)da?, VUGH&(Q).
Tada
| o)
ol =| [ = de —2|/

< Il

=2 ‘/O Vau'(z) dz

Taigi f € HY(Q), todel H1 () ¢ Lo(Q).
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