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Funkciju erdves C*
Tarkime, kad M C R<.
C (M) yrartiesine erdve tolydziy funkcijy, apibréezty M.

C (M) poerdvis, sudarytas i$ aprezty funkcijy, apibre-
Zia hormuota tiesine erdve, kurios norma

v = sup |v(x)].
[vlleqary = sup o)
Kai M yra aprezta ir uzdara aibe, tai supremumas yra
pasiekiamas:

wlle(ary = maxjo()].



ISvada

Konvergavimas C(M ) —

tolygus konvergavimas — tolydziy funkcijy
seka konverguoja j tolydzia funkcijg —
C(M) yra pilna erdve, t.y. Banacho erdve.



Tegul €2 € 'R yra jungi, atvira aibe (sritis).

Vk > 0 apibréziame tiesine funkcijy erdve Ck(2),
kuriai priklauso k karty tolydziai diferencijuojamos sri-
tyje €2 funkcijos.

Ck(Q) c Ch(Q):
CF(Q) ={v: D% ec*Q), Va<k}
Cia paZyméjome

olly

d
D% = — o] = > o
1 a0 2

Oxy” -0z i=1

Si erdvé yra Banacho erdvé, jos norma

—_ o
lllercmy = max 1D%v|l ok (-



Ly, erdves
Tegul 2 C R yra sritis.

Imkime v > 0, apibrezta srityje €2, ir nagrinekime in-
tegrala (pvz. Lebego prasme):

Io(v) = /Q v(xz) dz.

Funkcija v yra integruojama srytyje <2, jei

Io(v) < oo.

Pakeitus funkcijos reikSmes nulinio mato aibeje
20| = 0, integralo I (v) reikSmeé nesikeiCia.



Pavyzdziai

1. Nagrinekime dvi funkcijas:
vi(z) =1, z €L,
1, xe€Q/{xg e 2
oo () = { Hwo € 22}

2, x = xp.

Tada teisinga lygybe

Ig(vy) = Ig(v2).

2. Srities 2 konturas (pavirSius) yra nulinio mato
aibe, todel

Ig(v) = Ig(v).



Imkime norma

(Jo lv(@)|Pdz)/P, 1< p< oo,

||U||Lp(Q) - esssup [v(x)|, p= oc.
Q

Tada v € Ly = Lp(2), jei [[v]|z, < oo.

Svarbu:

|v2]lL,, = 1, nors supq vy = 2.

Ly yra pilna, normuota erdve (Banacho erdve).



RysSys tarp L,(€2) ir C(2) erdviy

1. C(2) C Lp(R2)
lollp, < Clvlle, € =I2*P, 1<p< oo,

0] 2o = llvlle-

2. Ly(2) ¢ C()

0, —-1<z<0,
v(x) =
1, O<z<1.

3. Teorema. C(€2) néra pilna erdvéje L,(£2),
1 <p<oo.



Jrodymas. Imkime seka funkcijy {v;(x) € C([0, 1])}:

7

0, —-1<z<0,
vi(z) =G+ D, o<x§j+¢1,
1

\

Nesunku patikrinti, kad {fuj(a:)};?ozl yra KoSy seka
erdveje Ly, nes:

: 1 1
v = vyl < min ((j + DR G+ 1)1/10) |

TaCiau v; — v, kai j — oo, 0 v yra truki funkcija. O



C(<2) yratirstas erdvés L,(€2), 1 < p < oo poerdvis.

Vv € Ly egzistuoja seka {v; € C}°2 4, tokia kad

V; — U — 0, kal 1 — .
Jvi — L,

CE($2) yra tirstas erdves Ly(2), 1 < p < oo poerd-
VIS.

C(2) néra tirStas erdves Loo(€2) poerdvis. (kodél?)
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Sobolevo erdves

Sios Hilberto erdvés ir yra daugelio matematinés
fizikos uzdaviniy "gimtosios" erdves, ten gyvena
ju sprendiniai.

Apibendrinta iSvestine

Jeiv € C1(£2), tai teisinga integravimo dalimis
formule

ov 8¢ 1
d :_/ dx, V Cq(€2).
/Q@xi¢ B Qvaxi B ¢ € Co82)

Kaip apibrezti iSvesting, jei v € Lo(£2)? Klasikiné
ISvestineé egzistuoja ne visoms tokioms funkcijoms.
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Apibreziame tiesinj funkcionalg, kuris pasako, kaip
apibendrintoji iSvestine "veikia" glodzias funkcijas:

ov . 8@5 1
oy ()= — [vosde, Yo eCd(S).

Ly

Toks funkcionalas ir vadinamas apibendrinta arba
silpna (angl. weak derivative) funkcijos v iSvestine.

Jeigu Sis funkcionalas yra apreztas erdveje L, (£2),
t.y., remiantis, kad C%(Q) yra tirSta erdvéje Lo (2):
= sup

| Ly $eCH ()
IS Riesz teoremos gauname, kad egzistuoja vienin-
telis w € Lo, toks kad teisinga lygybe

0
“(¢) = (w,4), Vée Lo.

ov
8:1;1-

|8v

(@) Mz <

ox
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Tada sakysime, kad silpnoji iSvestine priklauso Lo
Ir zymesime ov/0x; = w.

Tokiu atveju teisinga integravimo dalimis formule

ov 8¢ 1
de = — d v Cq(€2).
/Q 8:1;Z(b g QU xT; 33, ¢ & O( )

AnalogiSkai apibreziame aukStesnes eiles apibendrin-
tas iSvestines, kurios yra tiesiniai funkcionalali

D% (o) = (—1)le! /Q vDY%dz, V¢ e ().
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Pavyzdys.

Duota funkcija, apibrézta srityje 2 = (-1, 1):

Reikia rasti Sios funkcijos apibendrintas (silpnas)
iSvestines f’ir .

fec(), betfecl().

Apskaiciuosime f’/ remdamiesi apibrézimu.
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Sudarome tiesinj funkcionala (V¢ € Ccl) (Q)):

f'(¢) =~ /1 f¢'de = —/1w¢’(w)dﬂv
-1 0

1 1
1
— —xqb(a:)|0 + /qb(x) dx = / go dzx,
0 —1
Cia pazymejome funkcijg

1, x>0,
g(z) =
0, =z <O.

Taigi f' = g, nesunku patikrinti, kad g € L>(2).
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Apskaiciuosime f”/ = ¢’ remdamiesi apibrézimu.

Sudarome tiesinj funkcionala (V¢ € Cé(Q)):
1 1
d(@) =~ [ g¢/do =~ [ §@)do
—1 0
= —¢()|, = 6(0).

Taigi ¢’ = § (t.y. Dirako delta funkcionalas):

6(¢) = #(0), V¢ € Co(£2).
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Jsitikinsime, kad § & L>(<2).

Reikia jrodyti, kad toks tiesinis funkcionalas yra
neapreztas L, hormoje:

_10(o)| _ |9(0)]

101l = = -
el L,

Uztenka surasti funkcijy seka {¢;}:2 5, kad

|¢illL, — 0, bet ¢;(0) =1, kai i — oo.

Imkime funkcijas

1, —1/i<xz <1/,
¢i(z) = _
0, Kitur.

Tada ||¢;||, = /2/i — O, kai i — oo.
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Sobolevo erdve
H* = H¥(Q)={ve Ly: D e Lo, |a| <k},

jos skaliarine sandauga

(v, w)g = (V,W)gr = > / D% D%v dx
o<k

Ir norma
1/2
lolls = l[oll i = (v,0)} .

Uzdavinys. UzraSykite normy ||v||1 iIr ||v]|2 iSreikStines formules.

Ck () yra tirsta erdveje H5()!
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