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Uzdaviniai;

1. Matematiniy modeliy sudarymas

(krastiniai-pradiniai uzdaviniai dalinemis iSvestinemis)
2. Sprendinio egzistavimas, vienatis

3. Sprendinio stabilumas duomenuy atzvilgiu

(nekorektiski uzdaviniai)



Metodai:

1. Energetinis metodas (Sobolevo normos)

e apibendrintosios funkcijos,

e silpnasis uzdavinio formulavimas

2. Maksimumo principas (C -norma)

3. Furje metodas (L, -norma)
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Tiesines erdves

V yra tiesine erdve:

w,veV, A, pueR, tai \Mu+puvelV.

L : V — 'R yra tiesinis funkcionalas, apibreztas
erveje V, jei

L(Au + pv) = AL(u) + pL(v),
Vu,v € V, A\ ueR.

Pavyzdys.

(u,v) — skaliariné sandauga, u,v € V.

L(v) = (u,v), YveV.



a(-,-) yra bitiesiné forma, jeia : V xV — R
yra tiesine abiejy argumenty funkcija,
t.y Vu,v,w € V:

a(Au + pv,w) = Aa(u, w) + pa(v, w),
a(w, \u + pv) = da(w,uw) + pa(w, v).

a(-,-) yra simetring, jei
a’(u7 U) — CL('U, u)) u7,U E V7
Ir teigiamai apibrezta, jei

a(v,v) >0, veV, v#0.

Teigiamai apibrezta, simetrine bitiesine forma vadina-
ma skaliarine sandauga.



Pavyzdys.

u,v € R™ - vektoriai, A yra n x n dydzio matrica,
(u, v) vektoriy skaliariné sandauga

n
(u,v) = > uuv;.
i=1
Tada apibreziame bitiesine forma:

a(u,v) = (Au,v), Yu,ve R"™.

1. Kada Si forma simetrine?

2. Kada Si forma teigiamai apibrezta?



Pavyzdys.

w(z),v(z) € C1[0, 1] — funkcijos, k(z) > O.
(u, v) skaliariné sandauga

(u,v) = /01 w(x)v(x) dx.

Tada apibreziame bitiesine forma:

a(u,v) = /01 k(x)u' (2)v (2) de.

1. Kada Si forma simetrine?

2. Kada Si forma teigiamai apibrézta?



Pilnosios tiesines erdves
V yra tiesine erdve. Seka {v; € V}72; yra Kosy
seka, jel

Jlv; — vl = 0, 1,5 — oo,

V yra pilna, jei kiekviena jos KoSy seka konverguoja ir

v= |limuv; €V.
1— 00

Pilnoji tiesine erdve, kurios norma generuoja skalia-
rine sandauga, vadinama Hilberto erdve.



Projekcija

V yra Hilberto erdve.
Tegul Vy C V yra jos uzdaras tiesinis poerdvis
(jrodykite, kad V5 irgi yra Hilberto erdvé!).

Tada bet kokj v € V galime vieninteliu budu iSreiksti
suma

v=uvg+w, vg€Vy (w,u)=0 Yucl.

vo vadinamas elemento v ortogonalia projekcija J Vp
Ir zZymimas Py v.

Sj elementa galime rasti spresdami uzdavin

v —voll = min ||lv — wl|.
v =voll = min flv = wl
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ApreZzti operatoriai
Tegul V, W yra dvi Hilberto erdves.

Tiesinis operatorius B : V — W yra apreztas
(iS virSaus), jei egzistuoja konstanta C, tokia kad

[Bvllw < Cllvlly, VveV.

Operatoriaus B norma apibreziame taip

B
5] = sup 1 Bellw
v Tolly

Teisingas jvertis

[Bvllw < [[Bl] [[v][y-

1. Jrodykite, kad apreztas tiesinis operatorius yra tolydus.
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Dualioji tiesine erdve

Pazymekime tiesiniy, aprezty funkcionaly, apibrezty
Hilberto erdveje V, aibe V*. Ji vadinama erdves V
dualiaja erdve.

Funkcionalo L norma apibreziame taip

I L[y~ = sup -
veV |lvlly

Pavyzdys.

Duotas u € V. Nagrinekime funkcionala:

L(v) = (u,v), YveV.

1. Ar L apreztas funkcionalas?

2. Apskaiciuokite || L||y-.
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Dualioji erdve V * irgi yra tiesine erdve.

Imkime du funkcionalus L, M € V*ir A\, u € R

(AL 4+ pM)(v) = AL(v) + pM(v).

Nesunku jrodyti, kad V* yra pilna, todel ji yra Banacho
erdve.

Riesz teorema. Tegul V' yra Hilberto erdve, ir (-,-)
yra jos skaliariné sandauga. Kiekvienam apreztam
funkcionalui L, apibréztam Sioje erdveje, egzistuoja
vienintelis © € V toks, kad teisinga lygybe

L(v) = (u,v), YveV.

Taigi Hilberto erdves atveju V* yra ekvivalenti V.
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Vienatis. Tarkime, kad egzistuoja du sprendiniai
u1,un € V, tada

(U]_,’U) — (UQav)a Vv e V.

Imkime v = w1 — up, gauname lygybe

lug — up||® = (u1 — up,ug —up) =0
= u1 — upy = 0.

Egzistvimas.
a) Jei L(v) = 0, Vv € V, tai galime imti « = 0.

b) Tarkime, kad L(v) # 0, v € V. Nagrinékime aibe:

Vo={veV: L(v)=0}.
Nesunku jrodyti (jrodykite), kad

o \oCV

e 1{ yra uzdara aibe.
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Tada v = vg + w, Cia vg € Vj ir w ortogonalus V.

L(w) = L(v) — L(vg) = L(v) # 0.
Teisinga lygybe

L(v — wféi))) = 0.

Reiskia
L(v) L(v) )
_ Vi — : = 0.
v wL(w)E 0 =><’U wL(w) w
Talgi gauname lygybe

2 L
|wl| = (w)

) = HO wl?
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Pavyzdys

Spreskime uzdavinj: reikia rasti v € V, tokj kad
a(u,v) = L(v), VYvelV,

V yra Hilberto erdve,

L apreztas tiesinis funkcionalas,

a(-,-) simetriné bitiesine forma, kuri elipsiné (angl.
coercive):

a(v,v) > alv||?, Yo eV, a> 0.

Tada a(-,-) apibrézia naujg skaliarine sandauga. IS
Riesz’o teoremos gauname, kad egzistuoja vienintelis
u € V, toks kad

L(v) = alu,v), YveV.

Taigi Sis elementas u ir yra uzdavinio sprendinys.
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Sprendinio stabilumo analize

allul|? < au,u) = L(u) < ||L||y+|lully

1
= Jullv < < IElv-

Imkime

L(v) = (f,v), feV

Tada, kaip parodeme pratimuose,

| L|lv= = fllv,

taigi gauname sprendinio stabilumo jvertj (uzdavinio
duomeny atzvilgiu) pagrindineje V. normoje

1
ully < =[]l
«
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Variacinis metodas

Spreskime uzdavinj: reikia rasti v € V, tokj kad

a(u,v) = L(v), VYvelV.

Pazymekime

Fv) = %a(’v,v) _ L(v),

Teorema.Tarkime, kad a(-, -) yra simetring, teigiamai
apibrezta bitiesineé forma, L apreztas tiesinis funkcio-
nalas Hilberto erdvéje V. Elementas u € V yra uz-
davinio sprendinys tada ir tik tada, kal

F(u) < F(v), YvelV.
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Butinumas.

Tarkime, kad u yra uzdavinio sprendinys.
Nagrinekime bet kokj v € V'
v=1u -+ w.

Tada apskaiCiuojame funkcionalo reikSme:

F(v)zéa(u—I-w,u—l—w)—L(u—l—w)

= %a(u, u) — L(u) + a(u, w) — L(w)
1
+ Ea(waw)

= F(u) + %a(w, w)

> F'(u).
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Pakankamumas.
Tegul u yra minimizacijos uzdavinio sprendinys.

Pasirinkime v € V ir apibrezkime funkcija

g(t) ;== F(u+tv) > F(u) = ¢g(0), VteR.

Funkcija g(t) yra antrosios eilés polinomas:

1
9(t) =Za(u,u) — L(w) +t(a(u, v) = L(v))
%tza(v, v).
Butinoji minimumo salyga

0 =4'(0) = a(u,v) — L(v).
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