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Sprendinio parinkimo metodas

Av=wu, uecU, velV, (1)
kur U ir V' yra metrinés erdves. Tarsime, kad AV = U

ir egzistuoja atvirkstinis operatorius A~1, bet jis nebutinai
yra tolydus.

1. Apibréziame sprendiniy aibés poaibj W C V' ir skai-
¢iuojame jos elementy vaizdus Av, v € W, t.y. spren-
dziame tiesiogin] uzdavinj, kuris yra daug paprastesnis

wZ atvirksting uwzdaving A~ 1.

2. leskome tokio artinio vg € W, kuris minimizuoja

sprendinio netiktj

A = inf A : 2
py (Avg, u) U'EWPU( v, u) (2)



Variacinj uzdavinj (2) dazniausiai sprendziame kokiu nors

iteraciniu metodu ir randame elementy sekg

{v;eW, j=1,...,N},

kurios vaizdai Av; konverguoja | urp:

py(Avj,ur) — 0, Kkai j — oo.

Svarbu rasti nesunkiai patikrinamas apriorines salygas, ga-

rantuojancias, kad ir elementy seka

vj — VT,

t.y. v; konverguoja j tiksly uzdavinio (1) sprendinj.



Apibrézimas 1. Metrines erdves U poaib] M C U vadi-
name kompaktisku erdveje U, jeigu is bet kurios jo elementy
begalinés sekos {up} C M galima isskirti posekj, konver-

guojantj ] kurj nors erdves U elementa.

1 teorema. Tegul metrine erdve V atvaizdziu A : V. — U
vaizduojama ] kita metrine erdve U. Pasirinkime poaibj
Vo C V, kuris yra kompaktiskas erdveje V' ir pazymeé-
kime Sios aibes vaizdg Ug = AV C U. Jeigu atvaizdavi-
mas A . V — U yra tolydus ir abipus vienareikSmis, tai
atvirkstinis atvaizdavimas A~1 : Uy — Vj taip pat yra

tolydus metrin¢je erdveje V.



Irodymas.

Imkime bet kokj elementg ug € Up ir jrodykime, kad funkcija A= (u)
yra tolydi Sio elemento atzvilgiu.

Tarkime priesingai, kad si prielaida yra neteisinga. Tada egzistuoja toks
skaicius €1 > 0, kad bet kokiam 6 > O galima parinkti elementa us €
Uog, kad py(us,ug) < 8, bet py(vs, vo) > €1, ¢ia vg = A~ (uo),
vy = A7 (us).

Pasirinkime teigiamyjy skaiciy seka {d, > 0}, konverguojancia j nulj

lim o6, =

n—oo

Kiekvienam 9., egzistuoja u, € Up, toks kad:

pU(Un7 ’U,o) < 5717 bet pV(vn7UO) > €1,
Gia pazyméjome v, = A~ 1(u,) € Vo. Aifku, kad elementy seka
{un} konverguoja i ug:

lim Un = UQ-.
n—ao

Kadangi visi elementai v, priklauso aibei Vp, kuri yra kompaktiska
metrinéje erdveje V', tai i begalinés sekos {vy, } galime isrinkti posekj
{vn, }, konverguojantj i elementg vg € V:

lim v,, = vo # vo.

k—o0



Nagrinékime aibés Ug elementy posekj {un,, = A(vp,)}.
Kadangi funkcija A(v) yra tolydi, tai
lim w,, = ;JLTOA(””k) = A(;JLTOU”k) = A(%o) = To.

k—o0

Seka {up, } yra konverguojancios sekos {up } posekis, todél jy ribos turi
sutapti:

~

ug = uQ.

Tada teisingos tokios lygybes:
A(vo) = o = uo = A(vo),

ty. A(9g) = A(vo). Atvaizdavimas A : V — U yra abipus
vienareiksmis, todel vg = vg. Gavome priestaravimg anksciau jrodytai

nelygybei U9 # vg. Teorema jrodyta. [



Nagrinekime atvejj, kai vietoj tikslios desiniosios puses up

turime tik jos artinj ug, kuriam teisingas jvertis

pU(u57 uT) < 4.

Tarkime, kad us € AW, t.y. ug. IS 1 teoremos gau-

name, kad atvaizdavimas
Al Aaw - w

yra tolydus. Sprendinio v artiniu galime imti elementa
vy = A_1u5 c W.

Kai 0 — 0, toks artinys vg konverguoja j tiksly uzdavinio

sprendinj

lHm vs = vp.
5—>OCS I



Dazniausiai sprendinio artinj parenkame spresdami varia-
cinj uzdavinj (2). Tada uztenka rasti elementa vg € W,

tenkinant] nelygybe

pu(Avs,us) < C5, C > 0.

Naudodami trikampio nelygybe jsitikiname, kad teisingas

Jvertis

pu (Avs, ur) < py(Avs, us) + pu(us, ur)
< (C+1)s =44,



Apibendrintasis sprendinys

Uzdavinio

Av=u, weU veV
sprendinio paieska yra korektiskas uzdavinys, kai atvaiz-
davimas A : V — U yra tolydus ir abipus vienareiksmis,

o sprendinio ieSkome kompaktiskoje aibéje W C Virup €
AW.

Sprendinys v = A~ 1w gali ir neegzistuoti, jei u & AW.
Taip daznai atsitinka netgi ir tada, kai tiksli funkcija up €
AW.

Apibrézimas. Funkcija v, aibéje W minimizuojanti funkcionala
pU(Aﬁ,U) = inf pU(A’U,’LL), (3>
veW

yra vadinama apibendrintuoju uzdavinio (1) sprendiniu aibéje W .



Apibrézimas. Tegul elementas u ir aibée @ priklauso

metrinei erdvel U

welU, @QCU.
Aibeés @Q elementas ¢ € () vadinamas u elemento projekcija
aibéje @, jei ispildyta lygybe
pu(u,q) = py(u, Q) = inf py(u,r).
reQ

Sj elementa Zymeésime ¢ = Pu.

2 teorema. Tegul A yra tolydus operatorius. Jeigu lygtis
Av = wu kompakte W turi vienintelj sprendinj (¢la u €
AW), o kiekvienam elementui w € U apibrézta vienintele
jo projekcija ¢ = Pu j aibe Q = AW, tai egzistuoja
vienintelis (1) uzdavinio apibendrintasis sprendinys, kuris

tolydziai priklauso nuo desiniosios lygties puses u.

v=A"1a (v=A"1Pu).
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Pakankamosios salygos:
1. Operatorius A yra tiesinis;

2. Homogenine lygtis

Av =20

turi tik trivialy sprendinj v = O;
3. Kompaktiska aibe W yra iskila;

4. Bet kuri sfera Sp(ug) C U, ug € U:
Sr(uo) ={u€U: py(uup) =R}

yra grieztai iskila, t.y.:

py(ciuy + coun,ug) < R,

jeici1 +co =1, ¢1,c0 > 0.
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Av =u, ue€ AW.
Akivaizdu, kad w = Pu yra elemento u projekcija i aibe

AW . [sitikinsime, kad tokia projekcija yra vienintelé.

Pirmiausia jrodome, kad jei aibe W yra iskila, o operatorius
A tiesinis, tai Sio kompakto vaizdas, t.y. aibe AW, irgi yra
iskila. Imkime bet kuriuos du elementus ui1,uo € AW,
reikia jrodyti, kad ciuq + coun € AW.
Egzistuoja tokie v1,vo € W, kad

Avi = uq1, Avo = uo.

Imkime v = c1v1 4+ covp € W, nes aibe W yra iskila.

A(civy + covp) = c1 Avy 4+ coAvpy = ciuq + coup,
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Tarkime priesingai, kad elemento w € U projekcija aibeje
AW yra nevienintelé ir turime dvi projekcijas w1, uo €
AW . Tada teisinga lygybe

py(iy,u) = py(iz,u) = R.

Per taskus @1, 2ip galime sukonstruoti sferg Sp(w).

Imkime nauja elementg 3 = (21 + 6o)/2. Kadangi
u1,us € AW, o aibe AW yra iskila, tai uz € AW.

[$ teoremos 4 salygos gauname, kad sfera Sp(u) yra griez-
tai iskila, todel

py(u3,u) < R.
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[sitikinsime, kad apibendrintas sprendinys v € W yra vien-
intelis. Tarkime, kad egzistuoja dar viena funkcija v* € W
tokia kad Av™ = wu. Tada atéme abi lygybes ir pasinaudoje
tuo, kad A yra tiesinis operatorius, gauname lygtj

AV — AD* = A(v — %) = 0.
IS 2 salygos seka, kad tada
7—-0"=0, ty. 1 =7".

Gautasis priestaravimas ir jrodo, kad negali egzistuoti keli

apibendrintieji sprendiniai.
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Reguliarizavimo metodas

Tarkime, kad wp apibrézia tikslius pradinius duomenis, o

v yra uzdavinio sprendinys:
A?JT = ur.
Dazniausiai vietoj up Zinome tik jo artinj wg:

pU(’U/(S, ’U/I’) < .

Reikia rasti tokj tikslaus sprendinio artinj vg, kuris toly-

dziai priklauso nuo wug.

Negalime tokio artinio skaic¢iuoti naudodami formule

vs = A Tug,

kadangi Sis sprendinys egzistuoja ne visiems ug (nes ug
gali ir nepriklausyti aibei AV'). Be to toks sprendinys néra

stabilus pradiniy duomeny mazy pokyciy atzvilgiu.
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Reguliarizuojancio operatoriaus R(wu, o) apibrézimas

1. Egzistuoja tokie skaiciai a1, 01, kad operatorius

R(u, o) apibréztas aibéje:

D1 ={(,u): 0<a<ay, py(u,ur) <61}

2. Egzistuoja funkija o = «(9), kad bet kokiam £ > O
galima parinkti tokj 6(e) < d1, kad jei atstumas nuo
elemento w € U iki up yra ne didesnis uz §(e):

PU(ﬂ, u’T) < 5(5)7

tai teisingas jvertis py (va, v7) < €, Gia elementy vq

apskaic¢iuojame taip:

Vo = R(ﬂ, oz(é)).
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Tarkime, kad uzdavinys Av = w turi vienintelj sprendinj,
taciau vietoj wp zinome tik elementa us € U, kuris skiriasi

nuo up ne daugiau kaip dydziu 9:

pU(U5, uT) < 0.

Tada apytikslj sprendin] ieskosime aibéje

Qs ={veV: py(Av,us) < d}.

Nagrinékime funkcionala 2(v), apibréztg metrines erdves V' tirStame
poaibyje V1. Jis vadinamas stabilizuojanciu funkcionalu, jei iSpildytos
tokios trys salygos:

1. Funkcionalas €2(v) yra neneigiamas, t.y. Q(v) > 0, v € V4.

2. Uzdavinio su tiksliomis pradinémis salygomis sprendinys vy =
A~ Yur priklauso funkcionalo apibrézimo sriciai, t.y. vp € V.

3. Kiekvienam skaic¢iui d > 0O aibeé
Via={veVi: Q) <d}
yra kompaktiska erdveéje V.

17



Vs={veVi: py(Av,us) <6}

[eskokime tokio Sios aibés elemento vg € Vy, kad

Qvg) = vig;(S Q((v). (4)
V§ — R(u57 5)

Teorema. Tarkime, kad kiekvienam ¢ > O ir ug € U
egzistuoja uzdavinio (4) sprendinys, tada R(ug,d) yra uz-

davinio Av = wu reguliarizuojantis operatorius.

Svarbiausia pastaba, kad vg priklauso kompaktiskai erdveje

V aibei (V6 > 0):

Vp={veVy: Q)< QM) }.

I sekos {wg }, priklausancios kompaktiskai aibei Vp, galime isskirti

konverguojantj erdvés V' metrikoje poseki {vs, }.
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Pateiksime paprasta pakankamaja salyga, kada minimizuo-

jantis sprendinys vg tikrai egzistuoja.

Apibrézimas. Pazymekime [[v]]] = Q1/2(v). Jei
aibéje V7 funkcionalas ||v]|1 yra norma, tada galime api-
brézti nauja metrika
p1(v1,v2) = [jv1 — vall1.
Sakysime, kad funkcionalas €2(v) aibé¢je V7 apibréZia ma-
zoruojancig metrika, jei ispildyta nelygybe
pv(v1,v2) < p1(v1,v2), VYuy,va € V7,

o norma ||v|[1 generuoja Hilberto erdve.
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Tarkime, kad funkcionalo €2(v) minimizavimo aibé¢je Vq
uzdavinys

Q(vg) = vig‘tl Q(v)

turi vienintel] sprendin] vg € V7. Tada turime iSnagrinéti
dvi galimybes:

1. Elementas vg € Vj, t.y. teisinga nelygybe
pu(Avg, ug) < 0.

2. Flementas vg € Vs, t.y. teisinga nelygybé
pu(Avo, us) > 6.

Apibrézimas. Stabilizuojant] funkcionalag Q2(v) vadi-
name kvazimonotonisku, jeigu visiems v € V7, tokiems
kad v # vq, kiekvienoje v aplinkoje egzistuoja elementas
v1 € V7, toks kad ispildyta nelygybe:

Q(v1) < Q).

Taigi kvazimonotoniskas stabilizuojantis funkcionalas neturi lokaliy mi-
nimumy aibéje Vi \ {vo}.
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Lema. Jeigu vg &€ Vj, tai variacinio uzdavinio

vg) = inf Qo).

sprendinys vg tenkina salyga:

pu(Avs, ug) = 0.

Variacinis reguliarizavimo algoritmas.

Reikia rasti elementg vo, € V7, tenkinatj salyga

Ma(’l)a, U5) — ’Uigq;l MOé(va u5)7

Ma(vau5) — pg(A’U, ’11,5) + QQ(U)'

Parametra oo = a(8) parenkame taip, kad galioty lygybé

pu(Ava, us) = 0.

21



Integralines lygties sprendimas

Spresime tiesing integraline lygti

b
Av = / K(x,s)v(s)ds =u(z), c<z<d,

a
kai V' yra tolydZiyjy funkcijy erdve Cla, b], o pradiniai
duomenys u(x) priklauso erdvei U = Lo|[c, d].

Jeigu branduolys K (x, s) yra tolydi funkcija, tai operatorius A yra
tolydus.

Stabilizuojanciu funkcionalu €2(v) imsime funkcionalg

b

(a0 +p() (%)) as,

funkcijos q(s), p(s) € Cla, b] tenkina salygas

Q(v) :=/

a

q(s) >0, p(s) >po > 0.

Funkcionalas T, (v, ug) apibréztas taip

To(v,us) = pa(Av,us) + aQ(v),
pa(Av,us) = (Av — ug, Av — ug).
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Darome prielaidg, kad zinome funkcijos v reiksmes inter-
valo galuose. Funkcionalo €2(v) pirmoji variacija seka is

bendrosios formulés

b d dv
52(0) =2 [ () (= (p()5) +a()e(s) ) ds.
a ds ds
Taip pat gauname tokig israiska
Spa(Av, ug) = 2(Av — ug, An)
= 2(A*Av — A*ug, ).

Jungtinis operatorius A*u apibréziamas taip (sukei¢iame integravimo
tvarka)

Ary = /CdK(x, s)u(z) da.

todél

b
A¥Av = / K(s,t)v(t) dt,

d
K(s,t)Z/ K(z,s)K(x,t) dx.
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Funkcionalo T, (v) ekstremumo funkeijg randame spresda-

mi integralinj - diferencialin} krastin] uzdavinj:

dvg

[, 0va(dtta L (5 22) +g(s)va(s))

— /Cd K(x,s)ugs(x)dz,

va(a) = ve, va(b) = vy,

Parametra o« = a(9) parenkame taip, kad galioty lygybe

(Ave — ug, Ava — ug) = 6°.
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