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Uzdaviniy klasifikacija

Turime pradinius duomenis u, naudodami pasirinktajj al-

goritmg apibreéziame uzdavinio sprendinj

v = R(u).

Pradiniai duomenys u priklauso metrinei erdvei U, o spren-

dinys v — metrinei erdvei V.

Atstumus tarp dviejy elementy Siose erdvese Zymesime

py(ui,u2), py(vy,v2).



1902 metais Z. Adamaras pateike korektisky matematiniy

uzdaviniy apibrézima

1. Kiekvienam elementui v € U egzistuoja sprendinys

v=R(u) eV.

2. Toks sprendinys yra vienintelis.

3. Uzdavinys yra stabilus metrinése erdvese (V,U).



Apibrézimas. UZdavinys v = R(u) € V, u € U va-
dinamas stabiliu metrinése erdvése (V, U), jei bet kokiam
e > 0 egzistuoja toks d(e) > 0, kad imdami uq,ur €
U, tenkinancius nelygybe prr(ui,us) < 6(g), gauname
ivert] py(vq,vp) < g, Cia

vy = R(u1), vo = R(u2), wvi,vp € V.



Imkime u(x) € Cla,b]. Tirsime integralo

v = /abu(a:) dx

skaiciavimo uzdavinio korektiskuma.

Nagrinckime uzdavinio stabiluma. Tarkime, kad atstumas

tarp pradiniy duomeny

pu(ui,uz) := max [ui(z) —uz(z)| < 6.
a<x<b

Tada jvertiname atstuma tarp vaizduy:

/ab (ul(a:) — ug(a:)) dx

py (v1,v2) 1=

< /ab luq(x) —us(x)| de < (b—a)d.

Integravimo veiksmas yra korektiskas.



[Svestinés skaiciavimas

Reikia rasti diferencijuojamos funkeijos up () € C1(a,b)

iSvestine, kai sios funkcijos reiksmes zinome tik su paklaida.

Pazymekime vp(t) = w/pp(t) funkcijos up(t) iSvesting.

Tarkime, kad vietoj funkcijos wp(¢) turime tik jos artinj

u(t) = up(t) + esin(wt), e,w > 0.
Tolydziy funkeijy metrinéje erdvéje C'(a, b), kai atstumas

apibréziamas taip:

ui1,u2) = mMaX ([uy(t) — uos(t)|,
po(u1,uz) a§t§b| 1(t) —u2(2)|

atstumas tarp funkecijy w(t) ir up(t) yra

pc(U, U’T) < e.



Metrinéje erdveje V' naudojame ta pacig metrika C'(D).
Tada apskaiciuotoji isvestines reiksme skiriasi nuo tikslios
iSvestines dydziu

U,V — MaX |ew COS(wt)| = ew.
pc (v, vr) = max |ew cos(wt)|

Parinkus pakankamai didelj parametra w (pvz. w = 1/¢g),

Sis skirtumas néra mazas skaicius, kai € yra mazas skaicius.

Taigi iSvestines skaic¢iavimas tokioje metriniy erdviy poroje

(U, V') yra nekorektiskas uzdavinys.



Pasirinke kitg metring erdve U, galime gauti ir korektiska
widavinj. Pavyzdziui, tarkime kad w(t) € CY(D) yra
tolydziai diferencijuojamos funkcijos ir atstumas tarp dviejy

funkcijy apibréziamas taip:

pc1(u1, up) =max (Jur(t) — ua(®)

+ [uh (1) — ub(®)] ).

Kadangi teisingas jvertis

pC(U7 UT) < Pc1 (U’a uT)a

tai sprendinys v(t) = u’(t) tolydziai priklauso nuo pra-
diniy duomeny. Taigi iSvestines skaic¢iavimas yra korek-

tiskas uzdavinys, kai turime metriniy erdviy porg

U, V) = (cH(D), C(D)).



Taigi bazinius matematikos kursus déstome ... neteisingai?!

Pradeti reikety nuo paprastesnio skyriaus — integravimo,
nes tai korektiskas matematinis uzdavinys, o tik tada na-
grineti isvestiniy skaiciavimg, kadangi tai labai netrivialus

ir nekorektiskas uzdavinys.

Studentai ir dauguma deéstytojy siy uzdaviniy sudetinguma
vertina visai kitaip — nes kas gali buti lengviau uz diferenci-
javima? Bet elementarias funkcijas nesunku isSmokti integ-

ruoti Maple ir panasiais paketais.

O pagrindinés integravimo taisyklés (adityvumo, integravi-

mo dalimis ir kitos) labai grazios ir paprastos.



[vairus taikomieji modeliai uzrasomi diferencialinemis lyg-
timis (matematinés fizikos lygtys, paprastosios diferencia-
linés lygtys), bet Sie uzdaviniai dazniausiai yra korektiski
(tokia analizé jau Adamaro nuopelnas), nes ... iSvestiniy

mes neskaiciuojame.

Srityje
D={(z,y): a<z<b 0<y<Y}
spresime dvimate Laplaso lygt]

0%v 02w — 0 1)
or2  9y2
kai uzduotos krastines salygos
v(z,y)|, = ulz,y).
Naudodami maksimumo principa jrodome sprendinio sta-

bilumo nelygybe ((1) uzdavinys tiesinis):

max |v(z,y)| < max |u(x,y)].
(:v,y)ED| | (w,y)E(’?D| |
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Uzdavinio korektiskumas priklauso nuo papildomy salygy,
kurios formuluojamos (1) diferencialinei lygciai. Jei begali-

neje juostoje uzduodamos pradines salygos

v(z,0) = 0, ov = p(x), —co<xr <o (2)
Yy ly=0

tai gauname nekorektiskg uzdavinj (tai ir yra Adamaro
pavyzdys!).
Jeigu pradiné funkcija 7 (x) = 0, tai (1) — (2) uzdavinio sprendinys

vr(x,y) = 0.

1
Pakeite pradine salyga i p(x) = — sin ax, gauname sprendinj
a

1
v(z,y) = Esin(ax) sinh(ay), a > 0.

Parinkdami didelj skaiciy a, atstuma tarp pradiniy duomeny

1 1
pc(p, o) = sup ’—Slna:c| = —
—oo<z<oo | A a
galime padaryti kiek norima mazu. Taciau atstumas tarp sprendiniy
1 : 1
pc(p)(v,vr) = Sup ‘—QSIH(ax) Slnh(ay)‘ = — sinh(aY)
(x,y)eD '@ a

gali buti kiek norima dideliu, kai parenkame didelj skaiciy a.
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Integralines lygtys dazniausiai apibreézia nekorektiskus uz-

davinius.

Siuolaikine neardomosios diagnostikos, medicinos (tomografijos) apa-
ratura padeda gauti svarbia informacijg, kurios negalime tiesiogiai is-
matuoti ar tirti, o naudojame tik nesunkiai matuojamy pagalbiniy cha-

rakteristiky ar pozymiy rezultatus.

Tokiy metody matematinis modelis aprasomas integraline

lygtimi

b
Av = / K(x,s)v(s)ds =u(x), c<z<d.

a

1 pastaba. Funkcijos u(t) iSvestines skaic¢iavimo uzdavinj

irgi galime uzrasyti kaip integraline lygt}

t
/O v(s) ds = u(t) — u(0).
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Kai vietoj tiksliy pradiniy duomeny ur(x) turime tik apytikslius eks-
perimentinius duomenis w(x) € U, tai integralines lygties

Av=u, u(x)eU

sprendinys v € V' gali ir neegzistuoti, jei u(x) € AV. Tada neispil-
dyta pirmoji korektisky uzdaviniy apibrézimo salyga.

Pavyzdziui, K (x, s) yra tolydziai diferencijuojama pagal x funkcija, o
eksperimente gautoji funkcija u(x) néra diferencijuojama.

Tokiais atvejais negalime taikyti klasikinio sprendinio apibrézimo

v=A"1tu,

nes toks sprendinys egzistuoja tik tada, kai w(x) iSvestine yra tolydi

funkcija.
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Tarkime, kad U = L»[e¢, d] su metrika

o) = ([ (1) ua(@))?dz)

Imkime apytikslius pradinius duomenis:

u(x) = uT(a;)—I—M/abK(x, s)sin(ws)ds, M,w > 0.

[vertinsime pradiniy duomeny paklaida

oy (u,up) = M[/cd (/abK(a:, S) Sin(ws)ds) chm]%

Integruodami dalimis ir pasinaudoje )%—[S(‘ < (', gauname

nelygybe

CM
PU(Ua UT) < T
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Sprendinio pokycius vertinsime V' = C'[a, b] metrikoje:

= MmaxX — .
po(v1,v2) = max |v1(2) — va(a)|

Tokiems pradiniams duomenims atstumas tarp sprendiniy

: = M max |sin =M
PCa,b] (v, v7) agsgb‘ (ws)

yra kiek norima didelis, jei M didelis skaicius.

Sprendinius galime apibreézti ir Lo (a, b) metrinéje ervéje.

Tada gauname lygybe:

a

pL, (v, v7) = M(/b sin?(ws) ds>1/2

N~

= M(b;a — Qlw sin (w(b = a)) COS (w(b + a)))
= C'M.

Vel neispildyta sprendinio tolydzios priklausomybeés nuo

pradiniy duomeny salyga.
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Paprasti reguliarizavimo algoritmai

Pazymekime vp(t) = w/(t) tikslia iSvesting. Ja apskai-
¢iuojame naudodami apibrézimag
. u(@+h) —u(t
h—0 h
arba remiantis sia formule jrodytomis iSvestiniy skaiciavimo

taisyklemis.

Vietoj funkcijos wp(¢) turime tik jos artinj

u(t) =ur(t) +6(t), [6(t)] <dn

Funkcija 6 (¢) beveik visada nediferencijuojama (reikia api-

brézti apibendrintajj sprendinj).

Jei ji visgi diferencijuojama, tai toks veiksmas yra nestabilus

pradiniy duomeny paklaidy atzvilgiu.
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'Gamtoje iSvestiniy néra, sutinkame tik baigtinius
skirtumus' (autorius neiinomas) :
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[Svestines artinj skaiciuosime naudodami paprasta skaitinio

diferencijavimo formule

- uw(t+ h) — u(t)

' (¢) ;

[vertinsime gautojo artinio paklaidg

u(t + hz —u(t) u/T(t)‘ _ ‘ (uT(t -+ h}z —ur(t) U/T(t))
( ) —4(2)
_|_5 t—|—hh o(t ‘

Panaudoje Teiloro skleidinj, jvertiname pirmojo nario pa-
klaidg

ur(t + h) —ur(t)

h
Apie matavimo paklaidas 6(¢) zinome tik kad jos yra

apreztos, todel
5(t 4+ h) — 6(t)

h

h
—up(t) = Eu’f(t + 6h).

2
)g%—mo, kai h — 0.
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Rasime tokj hg, kada bendroji aproksimavimo paklaida

Ch = 28y
h) =
©(h) 2+ ;

yra maziausia.

Sprendziame lygt]

C 25 5
'Ry ==—-"M =0 = hg=2y4
90() > h2 0 C

Funkcijos ug(t) isvestine apskaiciuojame tikslumu

Ch 20
o(hg) = 70 h—f =2,/Céyr = O(\/6u1).
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Imkime centriniy skirtumy formule

1o u(t+h) —u(t—h)
u'(t) ~ 7 :

Panaudoje Teiloro skleidinj, jvertiname baigtiniy skirtumuy
formulés aproksimacijos paklaidg

‘UT(t + h) —ur(t —h)

h2
- u&(t)\ = Sl (t + 01h)].

2h
Bendroji paklaida yra ne didesne uz
C. .2, 0m
h) = —h —.
pa(h) = ~h7+—

Sis rézis yra maziausias, kai:

C ) 381\ 1/3
o (h) 1= gh—h—J‘j_o N ho:(TM> = 0(513).

C )
w2 (hg) = Eh o+ —]\g = 0(52/3)
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