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Matematiniy uzdaviniy sudetingumas

Matematiniy uzdaviniy sud étingumo vertinimo budai
yra labai jvairus.

Egzistuoja daug pavyzdziy apie klasikiniy uzdaviniy
(ju formuluotés labai paprastos, suprantamos ir penktokui)
sprendinio egzistavimo arba nebuvimo jrodymo sude-
tinguma.

Prisiminkime didzigjg Ferma teorema

Lygtis
'ty =2" n>2

neturi sprendiniy teigiamy sveikyjy skaiciy aibeje.



Lengviausias prieSingo teiginio jrodymo budas yra su-
rasti (atspeti) kontrapavyzd,.

Pavyzdziui, jei n = 2, tai:

3% 4+ 42 =52

Todel ir didzigjg Ferma teorema bandyta jrodyti arba
paneigti remiantis paprastais pertvarkymais, loginiais
samprotavimais arba varianty perrinkimu.



Teoremos jrodymo istorija

Atvejj, kai n=3, jrodé Leonardas Oileris, kai n=4 — pats Ferma,
n=5 — Lezandras, n=7 — Lame, n=14 — Lezenas-Dirichle.

Teisingas pilnas teoremos jrodymas pateiktas tik po
357 mety matematiko Andrew Wiles, iSspausdinusio
jrodyma 1995 metais (Fieldso medalis 1998 metais Berlyne)

RySys tarp Ferma teoremos ir Shimura—Taniyama
hipotezes

If p is an odd prime and a, b, and ¢ are positive inte-

gers such that ap + bp = cp, then a corresponding
equation

y® = z(z — ap)(z + bp)

defines a hypothetical elliptic curve, called the Frey
curve, which must exist if there is a counterexample
to Fermat’s Last Theorem.



Algoritmy sudetingumo analize

Algoritmas yra tiksliai apibrézta skaiCiavimo procedu-
ra, kuria, imdami pradinius duomenis ir atlike baigtinj
skaiCiy operacijy, gauname rezultata.

SkaiCiavimo procedura galime suprasti kaip kompiute-
rio programa, uzrasyta viena is programavimo kalby.



Nagrinekime dviejy matricy sandaugos
C = AB

skaiCiavimo algoritma

n
Cz'j: Z aikbkj, 1§z,]§n
k=1

13 viso atliekame n> daugybos ir n2(n — 1) sumavimo
veiksmuy, arba (2n3 — n2) aritmetiniy veiksmu.

Ar galima apskaicCiuoti dviejy matricy sandauga grei-
ciau?



Taip!

Straseno algoritmu, atliekame O (n'°97) veiksmu.



Uzdaviniai, kuriy sprendiniui rasti zinome polinomi-
nio sudéetingumo O(nP) algoritmus, yra "iSsprendzia-
mi" net kai jy dimensija n > 1 (aidku, jei p néra didelis

skaicius).

e tiesine algebra,

e tikriniy reikSmiy radimo uzdaviniai,

e Matematines fizikos uzdaviniai



Nepolinominio sudetingumo uzdaviniai
Turime n skirtingy objekty (a1, ao,...,an).

Reikia sugeneruoti visus skirtingus Siy objekty d esti-
nius (kelinius)

P, = {(a’l,a’Q, . .,a,/n)}.

Skirtingy keliniy yra n!, todel net ir efektyviausiy ge-
neravimo algoritmy sudétingumas O(n!).

Naudodami Stirlingo formule, jvertiname

n n
n! = vV2mn (—) .
e



Keliniy Py, generavimo laikai

T(11) = 0.28, T(12) = 3.4(s)
T(13) = 44.7 T(14) = 626(s)
T(15) ~2.61, T(16) ~ 41.7(h)
T(17) ~ 29.5, T(18) ~ 532(d)

T(20) ~ 553 metai.

Galime kurti lygiagrecCiuosius algoritmus. Naudodami
2056 procesorius iSspresime §j uzdavinj per 3 m ene-
sius.

TaCiau P> aibe generuosime ilgiau nei 5 metus.
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RSA kodavimo algoritmas

RSA viesSojo rakto kodavimo algoritmas yra naudoja-
mas daugelyje svarbiy duomeny kodavimo algoritmy,
pvz. SSH (secure shell), SCP programose.

VieSojo rakto kodavimo sistemoje visi vartotojai gali uzkoduoti

pranesima, bet jj perskaityti gali tik tas, kas zino kodo rakta.
Turime 2°° skirtingus kodo rakto variantus, todél kodo
patikimumas priklauso nuo to, ar greitai galime patik-

rinti visus raktus.

Ar uzdavinys "iSsprendziamas" per kritinj laiko inter-
valg?

|Seitis: padidinti kodo ilgj iki 128 bity.
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Sudoku zaidimas

Turime 9 x 9 dydzio matrica. Visa lentele suskirstyta j devynis
mazesnius kvadratélius, kurie susideda iS 3 x 3 langeliy. Kai
kurie langeliai yra uzpildyti skaiCiais nuo 1 iki 9.

Zaidimo tikslas — uzpildyti visus stulpelius, eilutes ir 3 x 3 kva-
dratelius skaiCiais nuo 1 iki 9 (nei vienas skaiCius juose negali

kartotis).
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Uzpildyta lentele
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Varianty perrinkimo algoritmas

int Tikrink (int n, Inf pozicija)
begin
(1) if ( End (pozicija) == Pabaiga ) then
(2) Spausdink (pozicija);
(3) return(l);
(4) else
(5) S = BandymuyAibe(pozicija)
(6) while (S#0)do

(7) NaujaPozicija(S, pozicija);

(8) if (Tikrink (n+1, pozicija) == 1) return (1);

(8) else

(10) SenaPozicija(S, pozicija);

end if
end do
(11)  return (0);
end if

end Tikrink
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S leistiny ejimy aibe

® Siekiame minimizuoti S.

e Kuo greiCiau iSsiaiskinti, kad pozicija neleistina.

e Nei vienas skaiCius 3 aibéese negali kartotis
(i3 viso 21 laukelyje).

Nauja pozicija

e Leksikografine tvarka.
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4 x 4 Sudoku variantas

Testas 1: varianty skai¢ius 7.75835 - 10191
("lengvas" uzdavinys)

Uzdavinio sprendimo laikas — 589 sekundes.

16



S aibes parinkimo modifikacija

e Nei vienas skaiCius 3 aibéese negali kartotis
(i3 viso 21 laukelyje).

e Patikriname ar lenteleje egzistuoja bent 2 priklau-
somi laukai, kuriuose leistinas tik vienas ir tas
pats skaicius.

Tikrinimas sudetingesnis, bet =

Uzdavinio sprendimo laikas — 190 sekundziy.
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Testas 2: varianty skaigius 2.42879 - 10105
("sunkus" uzdavinys)

Uzdavinio sprendimo laikas — 34.5 valandos.

Naujos pozicijos pasirinkimo algoritmas

e Laukelis, kuriame leistiny ejimy skaiCius yra ma-
ziausias (heap duomeny strukt ura).

Uzdavinio sprendimo laikas — 3.2 sekundes
(pagreitéjimas 3600 karty).
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Testas 3: varianty skaiéius 3.64359 - 10112
("labai sunkus" uzdavinys)

Uzdavinio sprendimo laikas — 350 sekundziy.
Lygiagretieji algoritmai

Labai netrivialus uzdavinys, nes

e uzduocCiy aibe sudaroma dinamiskai;

e algoritmo sudetingumas priklauso nuo pasirink-
tos krypties, kai egzistuoja daugiau nei viena pa-
sirinkimo galimybe.
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N P sudetingumo uzdaviniai

Palyginkime n?2 ir 2™ sudétingumo algoritmus.

Padidinus duomenuy skaiciy dvigubai, polinominio sudéetingumo
algoritmo skaiciavimo trukmeé padideja keturis kartus.

Eksponentinio sudétingumo algoritmo skaiCiavimo trukmé padi-
deja du kartus, pridejus tik viena papildoma duomenj, ir keturis

kartus, pridejus du duomenis.

ISskiriame N P (angl. nondeterministic polynomial time) UZ-
daviniy klase.

N P uzdaviniams nezinome polinominio sudétingumo sprendimo
algoritmy, taciau, atlike O (n*) veiksmuy, galime patikrinti, ar duo-

tasis objektas yra uzdavinio sprendinys.

PCNP, betar P#NP 7
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. Hamiltono ciklas. Reikia patikrinti ar duotajame grafe G =
(V, E/) egzistuoja ciklas, jungiantis visas jo vir$ unes.

. Keliaujancio pirklio uzdavinys. Duotas svertinis grafas G =
(V, E), reikia rasti trumpiausia pirklio marSrutg, kai jis po
viena karta aplanko visas grafo virS unes ir grjzta j pradine
vir§ une.

. Diskretusis kuprines uzpildymo uzdavinys. Turime n daikty,

kuriy t uriai yra 4, vo, ..., v, 0 kaina p1, po, ..., pn. Reikia

rasti tokj daikty rinkinj, kuris tilpty j V' t urio kuprineg ir krovinio
verte b uty didziausia.

. Deziy uzpildymo uzdavinys. Turime keletg vienetinio t urio
deziy ir n daikty, kuriy dydziai v1, vo, ..., v,, Cia 0 < v; <
1. Siuos daiktus reikia sudéti j kuo mazesn;j skaiciy déziy.

. Grafo virSuniy dazymo uzdavinys. Turime neorientuotajj

grafa G = (V, E). Kiekviena jo vir§ une nudazome kokia
nors spalva. Kiek maziausiai reikes parinkti spalvy, kad vi-

sos grafo briaunos jungty skirtinguy spalvy virsS unes?

. Darby tvarkarascio sudarymas. Reikia atlikti {t1,t2,...,t,}
trukmés darbus, jy baigimo terminai — {d1,d>, ...,d,}. Jei
darbai nebus atlikti laiku, tai teks moketi baudas
{b1,bo,...,by}. Kokia tvarka reikia vykdyti darbus, kad
bauda b uty maziausia?
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Euristikos

Keliaujancio pirklio uzdavinys.

Marsruto paieSka pradedame grafo virS urgje vg. 15 kiekvienos
vir§ ures einame j artimiausia dar neaplankyta grafo virS une. Pa-
skutiniu Zingsniu vel grjztame j pradine marsruto vir§ une v

(godzioji strategija GS).

Teorema. Tegul C' yra n x n dydzio matrica, apibrezianti at-
stumus tarp miesty. Tarsime, kad matrica yra simetrine, t. .
cij = cj; Ir atstumai tenkina trikampio nelygybe

Cijgcik—l_ck:j) 1327]7]6377‘

Tada teisingas toks marsruto, apskaiCiuoto GS algoritmu, ilgio
jvertis:

L.(GS) < %(ﬂog n] + 1)Ly.
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Diskretusis kuprines uzpildymo uzdavinys.

Pirmiausia apibreziame santykine kiekvieno daikto verte. Visus
daiktus r uSiuojame Sios verés mazejimo tvarka. Kuprine sten-
giames uzpildyti didziausios santykines vertes daiktais. Juos
jmame viena po kito ir tikriname, ar daiktas dar telpa j kuprineg,
jei ne — jmame kitg daikta.
Turime aStuonis daiktus, kuriuos zymésime (v;, p;):
(25,50), (20,80), (20,50), (15,45),
(30,105), (35,35), (20,10), (10,45).
Sur uSiuojame daiktus vectiy didejimo tvarka
(10,45), (20,80), (30,105), (15,45),
(20,50), (25,50), (35,35), (20,10).

Imkime kuprine, kurios t uris V' = 80. Naudodami goduyjj algo-
ritma j ja jJdedame pirmuosius keturis daiktus, jy bendras t uris —
75, o verte — 275 litai.

Imdami pirmuosius tris ir penktgjj daiktus, uzpildome visg kupri-

ne, o tokio krovinio verte — 280 lity.
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OPTCABLE projektas
D ={d;, k=1,...,K} yralaidy leistiny dydziy aibe.

Sj:{(dkm,IJmL 1§]€m§K, m=1,...,M},j:1,...,J

yra laidy apkrovimo kritiniai rezimai. Tikslo funkcija W yra visy
pluosto laidy ploty suma (svoris, metalo kiekis)

M
_ T 2
W (dp,, ... dy,) = Zm; dz .

Sprendziame diskrec€iojo minimizavimo uzdavinj

. B 0 ;
d;;,,LGD,erlf.nTgT\,axW(dk“ ooy diy) = W(dg, .o dg). (1)

Thya: Yra duota kritiné temperat ura, 17" apskatiuota maksimali
laidy temperat ura (atsizvelgiant j visus darbo rezimus)

T = (S 2
p@%[@% (2%, UnlSs ) )

U (S;) yra apskaiCiuota m-jo laido temperat ura, p(d) apibezia
laidy iSdestyma pluoste.

Du diskreciojo optimizavimo (min-max) uzdaviniai.
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