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Pranesimo struktiira

* PraneSime nagrin€¢jamas dvimatés netiesinés elipses
lygties baigtiniy skirtumy schemos konvergavimas

staClakampeéje srityje su integralinémis nelokaliosiomis
kraStinémis saglygomis:

— Formuluojamas skirtuminis uzdavinys paklaidai tirti,
— Aptariamos M-matricy, naudojamy tyrimui, savybes,

— Skirtuminiy lygciy sistemos sprendinio paklaidai
vertinti konstruojama konkreti mazorante ir
gaunamas S10s paklaidos jvertis.

— Pateikiami skaitinio eksperimento rezultatat.



Pranesimo struktiira

e Daugeliu atvejy, nagrin¢jant elipsines lygtis su
nelokaliosiomis sglygomis, skirtuminio uzdavinio matrica
yra charakterizuojama savybémis, budingomis M-
matricoms. Tai buvo miisy naudota ir anksc¢iau, jrodant
iteraciniy metody konvergavimg tiek tiesinems, tiek
netiesineéms elipsinéms lygtims su nelokaliosiomis
salygomis.

* Straipsnyje pasitulyta M-matricy taikymo teoriniam
skirtuminiy lygCiy sistemos tyrimui 1d€ja, jog M-matricy
teorija galéty buti traktuojama kaip maksimumo principo
1Splétimas tuo atveju, kai skirtuminiy lygCiy sistemos
matrica néra diagonalial vyraujanti.

* Apytikslio sprendinio paklaida jvertinama maksimumo
normoje.



Diferencialinio uzdavinio formulavimas

Baigtiniy skirtumy metodu nagrinésime netiesing elipsing lygt)

u & u
@+8—ﬁ—f{x,y,u), (x,y)eD={0<x<1,0<y<1}, 0
su integraline sglyga
1
u(0,y) ="~ f u(x,y)dx +p(y), 0<y<1, 2)

0
ir Dirichlet tipo krastinémis sglygomis

u(l,y) =p(y), 0<y<1,

H(}L‘,O) = PS(-T), U(H’, 1) =p, 0<x<1 (3)

Uy Uy U3 By— ZINOMOS, pakankamai glodzios funkcijos, tenkinancios
suderinamumo sglygas taskuose (1, 0) 1r (1, 1). 5



M-matricos
Ax =f; A={ay); a;>0; a;<0; i 7] (%)

e Apibrézimas (M-matrica)
Kvadratiné matrica A = {aéfi, i,j=1,..., n yra vadinama M-matrica,
jel a; < 0, kai i#j ir d atvirkstiné matrica A-! , kurios elementai yra
neneigiami A1 >0.

» Kiti M-matricos apibrézimai:
A yra M-matrica, je1 iSpildytos dvi salygos:
(*) + (k*), k=2, 3, ...

(*)y HAT irA1>0
(***)  Re (4)>0
(****) A yra monotonin¢ matrica, t.y. Ax >0 =>x2>0
. (;*1***) A=al-B,a>p(B), B>0, p(B)- matricos spektrinis
spindulys

ir t.t. (virS S0 varianty), (A.Berman, R.Plummons. Nonnegative
matrices in Mathematical Science, 1994)



M-matricos pavadinimas

* Atrodo, kad M-matricos pavadinimg pirmasis
panaudojo Aleksandras Ostrovkis Hermano
Minkovskio, gimusio ir augusio Kaune, garbei.

* Minkovskis jrode, kad je1 Z-matricos visy
elluCiy sumos yra teigiamos, tai tos matricos
determinantas yra teigiamas.

* Z-matricos yra tokios matricos, kuriy
nediagonalinia1 elemental yra neteigiamai:

*Z =(z;); z;<0, i #J.

)



M-matricos ir iteracinio metodo
konvergavimas

* Reguliarusis destinys (regular splitting)

*JeiA=M- N, M yra M-matrica, N =0, tai
p(MTN)<I.

cAx=f => Mx""'=Nx"+f => p(M'N)<I

* [teracinis metodas konverguoja.



M-matricos. SKirtuminio metodo paklaidos jvertis

Diskretusis maksimumo principas
(S.Gerschgorin, 1930; L.Collatz, 1951; G.Forsythe, W.Wasow, 1953; A.Samarskii, 1977)
n

Au= ; aii> 0; ayS 0; aii'_z aU 20 (~)

i=1) =i

Salygos (~) | Diskretusis Palyginimo teorema | MazZoranté ||u-u,|<w =O(h?)
=> | maksimumo Au=f;Aw=g, |w =>

principas => =>
£20,|fl<g=>|ul<w

M-matricy teorija

Salygos (~) | Re (4) >0 Palyginimo teorema | MaZoranté || u-u,| <w = O(h?)
==|w =>




Diferencialinio uzdavinio formulavimas

Baigtiniy skirtumy metodu nagrinésime netiesing elipsing lygt)

u & u
@+8—ﬁ—f{x,y,u), (x,y)eD={0<x<1,0<y<1}, 0
su integraline sglyga
1
u(0,y) ="~ f u(x,y)dx +p(y), 0<y<1, 2)

0
ir Dirichlet tipo krastinémis sglygomis

u(l,y) =p(y), 0<y<1,

H(}L‘,O) = PS(-T), U(H’, 1) =p, 0<x<1 (3)

Uy Uy U3 By— ZINOMOS, pakankamai glodzios funkcijos, tenkinancios
suderinamumo sglygas taskuose (1, 0) 1r (1, 1). 10



Prielaidos:

Pasirenkame, jog Sios prielaidos yra teisingos:
- HI:
af

-3 = 0 visiems (x, y) e D ir u.
u

« H2:
— 9 yra duotas realus skaicius, kur 0 <y <2 -9, 0 > 0.

Remiantis prielaidomis HI ir H2 1r tyrimu straipsnyje™
egzistuoja vienintelis toliau nagrin¢jamos skirtuminiy lygciy
sistemos sprendinys.

* Sapagovas, M., Griskoniené, V., Stikonien¢, O.: Application of m-matrices to numerical investigation of a
nonlinear elliptic equation with an integral condition. Nonlinear Anal., Model. Control 22(4), 489-504 (2017)



SKirtuminis uzdavinys, atitinkantis
diferencialinj uzdavinj

* Toliau nagrin¢jamas skirtuminis uzdavinys, atitinkantis diferencialin}
uzdavinj:

5§Ug+5§U§= fi(Ui), i,j=1,N-1, (4)
Ui + Uni = .
Uo;=7h( 0’2 NJ"'EUU)*'(#I)}: j=1,N-1, (5)
=1
Unj = (#2)j, Uio = (13)i, Uin = (pa)i, i,j=0,N, (6)
1
kur h = E, ﬁJ(UU) = f(}{;,}g, f.)"w)q

Ui—1j — 2Ujj + Uiy

Uij—1 —2Uj + Ui j+1
h? '

1r 27y _
52Uj; = -

S Ui =

12



Skirtuminio uzdavinio formulavimas
paklaidai
Pazymeéjimai:
— u;=u(x;,y; — diferencialinio uzdavinio sprendinys,

— U — skirtuminio uzdavinio sprendinys.

Kaip minéta, remiantis prielaidomis HI ir H2,
egzistuoja vienintelis skirtuminiy lygciy sistemos
(4) — (6) sprendinys.

Toliau nagrinésime Sio0 sprendinio paklaidos jvert]
ir skirtuminés schemos (4) — (6) konvergavima.
Pazymime paklaida:

Z =uij—U..

7] ij



Skirtuminio uzdavinio formulavimas paklaidai

Tarkime, kad diferencialinis uzdavinys (1) — (3) turi vienintelj,
pakankamai glody sprendinj, kurio dalinés iSvestines iki ketvirtosios
eilés yra apréztos. Tada

3:3”# ¥ 5}:2“:';' = fijlug) + Rij(h), i,j=1,N -1,

N-1
Uoi + Up; .
Hﬂ;=}’h( = +ZH;';)+(F!1];+R;“?): j=1,N-1,

2 .
i=1
kur Upnj = (."—"-E}jl Hio = {Jufﬂ}h UinN = {."-L“l-}fr f:;’ =0,N,
iy h? h? h?
i ui)
di = —2>0, |Ri(h)| <=M,y |R(h)|<—=My<—M
u| |0*u & u
Md_max(@x‘*’@y“)’ Mg—maxﬁ.

IS (4) — (6) 1r S10s sistemos 1Splaukia uzdavinio formulavimas
paklaidai: a



Skirtuminio uzdavinio formulavimas paklaidai

~83zij — 8yzi + dyjzij = —Ry(h), i,j=1,N -1, 7)

Z0i + 2 !

- O TN ) =P P — _
20~ yh| =——+ Zzﬁf =Ri(h), j=T,N—-1, (g
i=1
znj=zio=2in=0, 1,j=0,N, 9)
kur *‘-’)ﬁ}(u@-] K2 K2 K2
dj = a0 >0, |Ry(h)| < EMM Ri(h)| < ﬁMz“r' < EME
4 ) 2
M:;:max(% : %), M> = max % :
g (10)

* Pastaba:
— Salygos (9) reiskia, kad lygybes (7) kair¢je pus¢€je néra kintamuyjy zy; , z; 1t Z;y
* Toliau aptarsime sprendinio paklaidos jvert] ir nagrinésime skirtuminés schemos
(4) — (6) konvergavimg

15



SKirtuminio uzdavinio paklaidai tyrimas

Jvertinsime paklaidg Z;j kaip sistemos (7) — (10)
sprendinj. Pertvarkykime Sig sistemg 1 dvi Zemesneés eiles
sistemas.

Pirmiausia 18 (8) 1Sreiskiame z,,.
J}I’!ir_].
20/ = @ Zzﬁ + BRi(h), j=L,N -1, (11)
i=1

kur o= _h 1

Atsizvelgiant } H2 ir tai, kad 0 < h < 1/2, turime
H2:0<y<2-9¢

0<a<29h,1<B<LK2 e



SKirtuminio uzdavinio paklaidai tyrimas

Toliau, jstatydami z,,1 (7), gauname:

82y - 6,2; + dyjzy = -Ry(h), i=2,N-1, j=1N-1 (12

1 BR;(h)

N-1
2 ('“ D % +22 ‘Zﬁi) - &z + dyzy = —Ry(h) + —=, j=L,N-1(13)
i=1
Zyj=2zo=zny=0, i,j=0,N. (14)
e Tuo budu turime dvi atskiras Zemesnes eilés sistemas:
— (12), (13), (14) ir kita sistema (11): mj=a) z+pR(h), j=TN-T

e Sistemoje (12), (13) ir (14) yra jtraukti tik neiinom_ieji Zijs
i,j =1, ..., N-1 srities D vidiniuose taSkuose. Taigi lygCiy ir nezinomyjy
skaiCius sistemoje yra lygus (N-1)?. Be to, nezinomieji zg;j1Sraiskoje (11)
yra isreiksti nezinomaisiais z; ,j = 1, ..., N-1. Tai leidzia 18 pradziy
spresti sistemg (12), (13) 1r (14), 1r po to sistemg (11). .



Matriciné sistemos forma

Dabar uzraSysime sistemg (12), (13) ir (14) matricine
forma:

Az =R, (15)

kur z = {z;} yra (N-1)* matavimo vektorius, o

R = {r;} yra (N-1 )? matavimo vektorius su koordinatémis

~R;(h), i=L,N-1,j=1,N -1,

Fij = BR;(h)
_le{h) + I;:E »

i=1,j=1,N -1



Matriciné sistemos forma

Suformuojame matricg A :

A=A-C +D,
kur A=A, +A, yra (N-1)?eilés kvadratiné matrica,
atitinkanti skirtuminj operatoriy . — ﬂl'i

D yra diagonaliné matrica, kurios jstrizaines elementai yra d;;,
apibrézti salygomis (10): 4 - f)fg(:-,) >0

C yra sudaryta i koeficienty h“a prie kintamyjy z;; , o tai
reiskia, kad C yra blokiné matrica

Y Y Cx

| 1[0 o 0
C:dfag[C1,Clgvv*3C1)! Cl:ﬁ

0 O 0

Matricy C,; 1r C eile — (N-1).



M-matricy savybeés

Toliau pasinaudosime keletu M-matricy savybiy. Kai kurias
savybes, tatkomas skirtuminiy lygCiy sistemai A z = R (15)
suformuluosime kaip naujas lemas.

Apibrézimas (M-matrica)

Kvadratiné matrica A = {a, )}, k, I = 1,..., n yra vadinama
M-matrica, jei a,; < 0, kai k#l ir d atvirkstiné matrica A/,
kurios elementai yra neneigiami A~ >0.

Lema 1:

Jel matrica A yra tokia, kad a,; < 0 (k#l) , tai tokie
teiginial yra ekvivalentus:

— A1l egzistuojair A1 > 0;
— Visy matricos A tikriniy reikSmiy realiosios dalys yra
teigiamos: Re A(A) > 0.



M-matricy savybeés

Lema 2:

Skirtuminiy lygcCiy sistemos A z = R matricos A jstrizain€s
elementai yra teigiami.

A =A-C + D. Matricos A jstriZainés elementai yra 4/h?,
matricos D jstrizaines elementai yra neneigiami (d;; = 0 pagal
hipoteze HI). Matricos C jstrizainés elementai yra h-?a arba 0.
Tada matricos A jstrizainés elementai yra bent jau tokie, kad

-4 o
Eﬂ_d#_ﬁ}ﬂi

nes 0 < a <2yh.



M-matricy savybés

Lema 3:

Skirtuminiy lygc€iy sistemos paklaidoms A z = R
matricos A nediagonaliniai elementai yra neteigiami.

A =A- C + D. Nediagonalinial matricos A elementai
yra -h-? arba 0, nediagonaliniai matricos C elementai
yra h~2a arba 0, o matrica D yra diagonaliné matrica.



M-matricy savybeés
Lema 4:
Visos matricos A — C tikrinés reikSmeés yra teigiamos.

Kai d; =.0, .tikriniq reikSmiy uzdavinys, atitinkantis skirtuminiy lygciy sistemai
paklaidai (12) — (14) yra:

Sovi+8,vy+Av;=0, Gj=1,N-1,

N-1
Vai + VN;
voj — Y h u;z M+ij =0, j=1,N-1,
i=1

vnj=Vio=vin=0, ,j=0,N.

Sis tikriniy reik§miy uzdavinys yra ekvivalentus tikriniy reik§miy uZdaviniui
matricai A; =A - C (**). IS rrodymy straipsnyje** taip pat iSplaukia, kad
visos matricos A; tikrinés reikSmeés yra teigiamos, ka1 0 <y <vy,, y, = 3.42.

*#* Stikoniené, O., Sapagovas, M., Ciupaila, R.: On iterative methods for some elliptic equations
with nonlocal conditions. Nonlinear Anal., Model. Control 19(3), 517-535 (2014)



M-matricy savybeés

IS Lemy I — 4 iSplaukia 1Svada:

Isvada:

Matricos A —Cir A=A - C + D yra M-matricos, todel
(A-C)1>0, A1>0.

Toliau skirtuminiy lygciy sistemai Az = R sukonstruosime
mazorante ir jvertinsime paklaidg z. Tam reikés pasiremti
dar keletu M-matricy savybiy, pritaikyty skirtuminiy
lygCiy sistemos sprendinio jvertinimui.

Nagrin¢kime lygcCiy sistemag
Au =, (16)

kur A yra M-matrica.



M-matricy savybés
Lema 3:

Jei sistemos Au =f matrica A yra M-matrica ir f >0, tada
u=0.

Teiginys iSplaukia i$ to, kad u =A-1f irA-1 >0, f>0.

Lema 6 (palyginimo teorema):
Tegu u 1r w yra dviejy sistemy

Au=f ir Aw=g

sprendiniai. Cia A yra M-matrica, g > 0.
Tada, jei |f| < g, tai |u| <w.

Kadangi
A120, i |u| =|ATf|<|AT||f| < AT |f| <A g =w.



M-matricy savybés

Pastaba:

Papildomai tarkime, kad M-matrica A yra diagonaliai
vyraujanti silpngja prasme

n

> Y laul au <0 (17)

I=11=k

Tuomet skirtuminiy lyg€iy sistema Au = f galima interpretuoti
kaip gautg 1S elipsin€s lygties su Dirichlet krastine salyga.
Nelygybe (17) garantuoja, kad sistemai galioja maksimumo
principas, ir Lema 6 sutampa su 1S maksimumo pr1n01p0
i1Splaukiancia palyginimo teorema. Funkcija w, minima
Lemoje 6, yra vadinama mazorante.

Sia prasme M-matricy teorija gali buti traktuojama kaip
maksimumo principo 1Splétimas tam atvejui, kai skirtuminiy
lygCiy sistemos matrica néra diagonaliai vyraujanti.



M-matricy savybés
Lema 7:
Tarkime u 1r w yra dviejy sistemy
(A+D)u=f ir Aw=g
sprendiniai. Cia A yra M-matrica, D > 0 yra diagonaliné matrica ir g > 0.
Tada, jei |[f|<g,tailu|<w.

Kadangi D >0, o A yra M-matrica, tai A~! > (A+D)! > 0.
Taigi [u| < (A+D) 1 |f]| <A1g =w.

Pastaba:
IS nelygybés |u| < w isplaukia, kad |u, | <w, . Taigi Lemos 6 ir Lemos 7
teiginiai leidZia interpretuoti, jog

max |ur| < max wi. luls = [[Wlla, lallec = max fou].
l<k<n l<k<mn =ij=n



Mazorantés sudarymas

Skirtuminiy lygéiy sistemos Az = R sprendiniui (paklaidai z) jvertinti
konstruojame mazorante, pasinaudodami Lemos 6 ir Lemos 7
teiginiais.

Apibrezkime funkcijg w(x, y):

MK’
w(x,y) = 2 (1—ex? —ey? — (1 - 2¢)x) (18)
o*ul |0%u & u
kur Mas = max 9% || ays | ) M> = max %2 |’ , M = max (M,, M),

e=0/13,0=2-y. Kadangi 0<y<2-9, ta1 0<0<2, 0<¢&<2/13.

O%ul| |0%u| |0%u
Ox* |7 | 9y* | | Ox2

2—7y Y
M:max( )5— W;‘;‘EO: ,:,)J:U, *

13

w(x, y) > W(], 1) = 0. 28



Lygciy sistema mazorantei

Matricat A=A - C + D, pazymeje A; =A - C, galime uzraSyti:
(A, +D)z =R.
Atsizvelge 1 pazyméjimus, funkcijai w(x, y) sudarysime lyg€iy sistema
A,w=g
Panaudodami zinomg matricg A, ir funkcija w, apskai¢iuojame vektoriy
gi>sbLj=1,...,N-1
Funkcijai w uzraSysime skirtumines lygtis analogiskai (4) — (6). IS (18)

wix,y) = M (1-ex? —ey? — (1 - 2¢)x) diferencijuodami gauname:

€24
H":"w_ E}Ew_ M2
ax2 9y 12
a*w  9*w
= = 0.
dx*  dy?
52 52 2w 2w Mh?
—d Wy — W = ——— — = —
it A ax2  9y2 6 "



Lygciy sistema mazorantei

Toliau, 1Svedant nelokaliyjy salygy (13) analogg, gauname
sistema:

. . MH?
~8wi -8 wi=—, i=2,N-1,j=1,N-1,
* ) 6 (19)
l(aﬁiw + 2w w) 2w, = M, PY j=T,N-1
real 1j 1y — W2 | — O, W= 1 = 1N — L.
hg — I ! f you 6 hz (20)

)\

Cia

N-=-1
Wo; + Wy .
gj:Wﬂj_}’h( 12 J_I_ZWE'}:), j:]_j_lf‘llluir—]__

i=1

MW [2- 2 . MK (613 2
Y-y )= -2
24 \ 2¢ 3 24

g >
MK 25 M2 Mhz}—'
> > > :
24 6 6 12 30




LygcCiy sistema mazorantei

Dabar, kaip ir anksCiau uzraSysime Sias lygtis matricine
forma
Ayw=g
Noredami 1Sreiksti vektorius g = {g;:} pastebesime, kad
funkcija w, skirtingai nei z = {z; }, netenkina
homogeniniy krastiniy sglygy, analogisky (9):

IN=Zip=ZiN = 0, f,f = [].N_

Tai yra priezastis, kodél nezinomieji su indeksais (0, j), (i, 0)
ir (i, N) yra lygtyse (19), bet ne (12). Koeficientai prie Siy
nezinomyjy néra matricos A ; elementai, todél papildomi
komponentai turi biti prideéti prie vektoriaus g
koordinaciy 1SraiSkos.



LygcCiy sistema mazorantei

Taigi lygCiy sistemoje A; w = g turime

Mh> Wi i=2,N-1,j=1,N -1,

i 2

g{j.ii = } I .
Mh? + ﬁgf_[ 1) + :_.rirj [ = ]_”i' = le_ 1,

6 h*
kur
wy; >0, i=N-1,j=1,N-1,
. wg>0, i=1,N-1,j=1,
Wij =

wiy >0, i=1,N-1,j=N -1,

ﬁf” = (0, kitais atvejais.

32



Ivertis paklaidai

Dabar suformuluosime pagrindinj skirtuminio metodo paklaidos
jverciul tyrimo rezultatg, leidZianty jrodyti metodo konvergavima.
Teorema (jrodymas pateiktas straipsnyje):
Jel prielaidos HI ir H2 yra teisingos ir paklaidos tenkina nelygybes
IRi(h)| < %2%- Ri(h)| < f—;Mzﬁ- < %ZMz (10), tai baigtiniy skirtumy metodui
(4) — (6) galioja jvertinimas

G MK’
6 ?

W

Cia e — e ;
u;=u(x;, y; — diferencialinio uzdavinio sprendinys,
U,; — skirtuminio uzZdavinio sprendinys,
C, — konstanta, nepriklausanti nuo nei nuo k, nei nuo
diferencialinio uzdavinio sprendinio. M = max(M,, M,) .



Ivertis paklaidai ir skirtuminés schemos

konvergavimas

Nelygybe (21) i1Splaukia 1S teoremos jrodyme gauty
atitinkamy nelygybiy

13Mh*

|zii| < Y TEk ,j=1,N-1 (22)
29

|Eﬂ;| = —Mh".
244 (23)

Skirtuminés schemos konvergavimas iSplaukia 18 (21), kai
h—0.

Konvergavimas jrodytas skirtuminei schemai vienos
konkrecCios nelokaliosios sglygos atveju. Ta¢iau metodg
galima taikyti ir kitu atveju, kai operatoriaus su nelokalia
saglyga visos tikrinés reikSmes yra tik teigiamos.



Paklaidos jvertis

Keli pastebéjimai:
Nelokalioji integralin€ sglyga (2)
1
u(0,y) ="~ f u(x, y)dx + pa(y)
0

gali buti interpretuota kaip tam tikras Dirichlet krastinés sglygos
apibendrinimas. Kai y =0,tada 0 =2 1iriS (21) gauname

W Lj=1L,N-1 (24)

Kaip jau buvo pastebeta, kai y = 0, paklaida z;; gali buti jvertinta
naudojant maksimumo principag:

M,
2] < — I (25)
12



Paklaidos jvertis

Abu jvertinimai priklauso nuo £, bet konstanta nelygyb¢je (24) yra mazdaug
tris kartus didesné ne1 (25). Tai priklauso nuo mazorantés w(x, y).
Maksimumo principui mazoranté paprastai apibréziama

h* M.
o : (2—x"—y%).

Maksimali Sios funkcijos reikSmé yra mazdaug tris kartus mazesné, nei
sukonstruotosios Siame darbe

M W
w(x,y) = — ﬁ(l _ex’ — E}“E —-(1- 25}1‘]

wix,y) =

Si maZoranté yra sukonstruota atveju 0 <y<2-4, 0 > 0.

Reikia pastebéti, kad abi mazorantés sutampa, kai ¢ = 2. Bet mazZorantéje
(18) imama mazesne¢ & reikSmé (¢ = d/13),kuri garantuoja pranaSuma, kai
0<y<2

Netgi daugiau, sistemos Az = R matrica A yra M-matrica su reikSmémis
y €10, 79), vy =3.42.
TaCiau néra akivaizdu, kaip apibrézti mazorante, kai y = 2.



Skaitinis eksperimentas

Teoriniy tyrimo rezultaty patvirtinimui skirtuminiy schemy su
nelokaliomis krastinémis sglygomis efektyvumo tyrimui
buvo nagrinétas modelinis uzdavinys, kurio tikslus
sprendinys yra zinomas.

Gauti teoriniai tyrimo rezultatal nepriklauso nuo netiesiniy
lygciy sistemos (4) — (6) skaitinio sprendimo metodo.

S1 sistema gali biiti sprendZziama naudojant vieng 18 iteraciniy
metody, pritaikyty uzdaviniams su nelokaliosiomis
salygomis.

Darbe buvo naudotas apibendrintas neisreikstinis kintamyjy
kryp¢iy metodas (alternating-direction implicit (ADI)
method) uzdaviniams su nelokaliosiomis sglygomis.

Naudotas dvimatis tolygus tinklas srityje D = [0, 1]x[0, 1].

Pasirinkti tinklai su skirtingais Zingsniais b = h, = h,, it
Jvairiomis parametro y nelokaliosiose squgose retk§mémis.



Skaitinis eksperimentas

Skaitiniam eksperimentui pasirinktas paprastas testas paklaidy jverCiy
patvirtinimui, demonstruojantis baigtiniy skirtumo metodo veikima
skirtingoms parametro y reikSmeéms. Nagrin€jame modeling sistemg

(D -03)
0’u  d*u w’
Yl + @ = —In(l —u)+glx,y), (xy €D,

su nelokalia saglyga

1
u(0,y) = 'r/ u(x,y)dx +p(y), 0<y<1,
0

ir Dirichlet kraStinémis sglygomis vienetingje srityje D

u(l,y) =p2(y), 0<y<1,
u(x,0) = pa(x), wu(x,1)=ps, 0<x<1.
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Skaitinis eksperimentas
Funkcija g(x, y) yra parinkta taip, kad funkcija

u(x,y) = (1 —x”)sin (g_}f)

buty nagrinéjamo uzdavinio tikslus sprendinys:

2

_9qinl & T 12V sin2( 2
glx,y) = th(zy) 7 (1 —x7) sin (zy).
Krastinés sglygos parinktos taip, kad tenkinty tiksly sprendinj
u(x, y). ADI metodo tikslumas buvo vertintas pagal absoliutinés
paklaidos maksimumo norma:
E; = m_axlu{x{-,yj} — HE-J,-I.
by
Taip pat buvo skaiCiuojama santykiné paklaidos norma:
H(In}*j] — U
ulx,y) |

€p = Max
Lof
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Skaitinis eksperimentas

Skaitinio eksperimento rezultatai skirtingoms y ant tolygaus abiem kryptimis
tinklo su N = 100 intervalais yra pateikiami pirmojoje lentel€je (Table 1).

Table 1 The errors for different y in the case of h=0.01

14 Eh €h

0.0 1.89729-107® 126332-107
03 201499.10°° 149908 - 10~
10 5.77622 - 107 5.03429. 10
195 213652 - 10~ 8.20321 - 1073
20 254840107 8.00939.10™
3.0 1.03093-107 1.78941.1073
32 417644107 8.49890-107°
322 488902 - 1073 7.93334. 1073
3224 865916- 107 9.80129-107

IS lentelés rezultaty galima matyti, kad sprendinio paklaida pamazu didéja
augant p, kol 0 <y < 2. Tai sutampa su faktu, kad nelokaliyjy salygu

aproksimacijos paklaida R;(h) yra tiesiskai priklausoma nuo y (11).
40



Skaitinis eksperimentas

Antrojoje lentel¢je (Table 2) matome, kad teoriné paklaida O(h?), iSplaukianti
1S Teoremos, tenkinama visiskai gerai tiek Dirichlet salygy (y = 0) atveju,
tiek 1r esant nelokaliajai sglygai (y = 1).

Table 2 The errors for different stepsizes h and y

4 h Ex ch

0.0 0.25 1.08749.107° 262507 - 1073
0.125 290550- 107 683678 . 1074
0.0625 7.35630-107° 173016 - 1073
0.03125 1851301073 438179 - 1075

10 0.25 144959 .107° 300694 - 1073
0.125 372072 - 1074 781139. 1074
0.06250 947515-107 197871 .10
0.03125 238487 - 107° 584610 - 1075

Pazymétina, kad testas s€kmingai realizuojamas ir kai y €/2; 3.224]. Kai
y > 2, matrica, atitinkanti skirtuminiam operatoriui su nelokaliosiosiomis
salygomis (5), turi neigiamg tikring reikSme, ir ADI metodas gali

nekonverguoti.
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