5 Penktoji savaite. Funkcijos tolydumas
gioje paskaitoje nagrinéjami klausimai:

1. Funkcijos tolydumo apibrézimas. Funkcijos tolydumo apibrézimai pagal Kosi ir pagal
Heine.

2. Vienpusis tolydumas. Sudétinés funkcijos tolydumas.
3. Trukio taskai ir jy rusys.
4. Tolydziyjy funkcijuy savybés. Bolcano — Kosi ir VejerStraso teoremos.
5. Monotoninés funkcijos. Atvirkstiné funkcija ir jos savybeés.
5.1 Funkcijos tolydumo apibréZzimas. Funkcijos tolydumo apibréZimai pagal
Kosi ir pagal Heine.
5.1 Apibrézimas. Funkcija f(z) vadinama tolydziaja taske x = xq, jei:
e funkcija f(x) apibrézta srityje X, o zo yra tos srities taskas,
e funkcija turi riba, kai x — z,

e kiekvienam ¢ > 0 egzistuoja 6 > 0 toks, kad
| f(z) — f(xg) |[< e, kal | 2 — x| < 0,
t. y. funkcijos riba, kai z — xq, lygi funkcijos reikSmei taske x:

lim f(z) = f(xo)-

T—T0

PrieSingu atveju, sakome, kad funkcija f(z) taske z = x¢ turi trukj.

5.2 Apibrézimas. Funkcijos tolydumo apibrézimas pagal Kogi. Funkcija f(x) yra tolydi
taske x = xg, jei kiekvienam skaiciui € > 0 egzistuoja toks skaic¢ius 6 > 0, kad

| f(z) = f(xo) <&,

su visais x # xg, tenkinanciais nelygybe | x — zo |< §. Tuomet rasome, kad

Jim f(2) = f(zo).
5.3 Apibrézimas. Funkcijos tolydumo apibréZimas pagal Heine. Funkcija f(x) yra tolydi
taske x = x¢, jei kiekvienai argumento reikSmiy, nelygiy zo, sekai {x,} konverguojant j
xo atitinkama funkcijos reik8miy seka {f(z,)} konverguoja j f(xy). Tuomet rasome, kad

lim f(z) = f(zo).

T—T0



5.2 Vienpusis tolydumas. Sudétinés funkcijos tolydumas.
5.4 Apibrézimas. Funkcija f(z) yra tolydi taske z = 1z i$ deSinés (i$ kairés), jei

kiekvienam skai¢iui € > 0 egzistuoja toks skaicius ¢ > 0, kad

| f(z) = f(xo) <&,

kai zop <x <z9g+9 (29— 0 <z < o). RaSome

f(xo+0) = lim f(z)= f(z) (f(xo—0)= lim f(z)= f(x0)).

x—x0+0 z—x0—0
Funkcija yra tolydi intervale, jei ji tolydi kiekviename to intervalo taske.

5.1 Teorema. Funkcija f(x) tolydi taske x = xq tada ir tik tada, jei ji Siame taske tolydi
ir 1§ kaires, ir 1S desines.
5.2 Teorema. Tarkime, kad funkcija y = f(x) yra tolydi taske x = xq, o funkcija z =

o(y) — tolydi taske y = f(xo). Tuomet sudétiné funkcija z = ¢(f(x)) yra tolydi taske
Tr = Xy.

5.3 Trukio taskai ir jy rusSys.
Kaip pamename, funkcija f(x) yra tolydi taske zq i§ deSinés (i$ kairés), jei galioja ribiné

priklausomybé:

fleo+0) = lim f(x) = f(zo) (flo—0)= lim f(z)= ().
z—x0+0 z—x0—0
Jei viena ar kita i3 8iy priklausomybiy negalioja, tai funkcija f(x) taske xq turi trukj is
desinés (is kairés).
Tarkime, kad x, yra funkcijos f(z) trikio tagkas. Siame tagke funkcija gali biiti tiek
apibrézta, tiek neapibrézta.

5.5 Apibrézimas. Jei vienpusés funkcijos f(z) ribos taske xy yra baigtinés, tai trukio
taskas vadinamas pirmosios ruSies trukio tasku. Pirmosios rusies trukiai skirstomi j
pasalinamus ir nepaSalinamus:

e trukis vadinamas nepasalinamu, jei

lim f(z)# lim f(z),

rz—x0—0 r—x0+0

e trukis vadinamas pasalinamu, jei

lim f(z) = lim_f(x)# f(o).

r—x0—0 r—x0+0

5.6 Apibrézimas. Jei bent viena vienpusé funkcijos f(z) riba taske zq neegzistuoja arba
lygi oo, tai trukio taskas vadinamas antrosios rusies trukio tasku.



5.4 Tolydziyjy funkcijy savybés. Bolcano — Kosi ir Vejerstraso teoremos.

5.3 Teorema. Jei funkcijos f(x) ir g(x) yra tolydZios ju apibréZimo srities taske xy, tai
taske xqo yra tolydzios ir funkcijos
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5.4 Teorema. Pirmoji Bolcano- Kos$t teorema.
Jei funkcija f(x) yra apibrézta ir tolydi intervale [a,b], o Sio intervalo galuose igyja
priesingy Zenkly reiksmes, tai tuomet tarp a ir b butinai yra toks taskas c, kuriame funkcija
lygi nuliui, t. y. f(c) =0(a < c<b).

5.5 Teorema. Antroji Bolcano- Kost teorema.

Jei funkcija f(x) yra apibrézta ir tolydi intervale [a,b], o Sio intervalo galuose jgyja
nelygias reiksmes f(a) = A, o f(b) = B, tai bet kuriam skaiciuiC: A<C<B (B<
C < A) atsiras toks taskas c,esantis tarp a ir b, kad f(c) = C.

5.6 Teorema. Pirmoj: Vejerstraso teorema.

Jei funkcija f(x) yra apibrézta ir tolydi intervale |a,b], tai ji aprézta ir i§ apacios, ir
i§ virSaus, t. y. egzistuoja tokie baigtiniai skaiciai m ir M, kad m < f(x) < M, kai
a<x<hb.

5.7 Teorema. Antroji Vejerstraso teorema.

Jei funkcija f(x) yra apibrézta ir tolydi intervale |a, b], tai tame intervale galima rasti to-
kius taskus xq ir 1, kad reiksmés f(xo) ir f(x1) yra atitinkamai didZiausiogi ir maZiausioji
i§ visy funkcijos reiksmiy f(x), kai x € [a,b).

5.5 Monotoninés funkcijos. Atvirkstiné funkcija ir jos savybés.

5.7 Apibrézimas. Jei bet kuriems z;,2o € E, x; < xo funkcija f(x) tenkina kuria
nors i nelygybiy f(z1) < f(22), f(m1) > f(2), f(21) < (@), f1) > flms), tai ji
yra vadinama monotonine funkcija. Atitinkamai nemazéjancia, nedidéjancia, didéjancia,
mazéjancia. Monotonigkai didéjancios ir monotoniskai mazéjancios funkcijos dar vadi-
namos grieztai monotoninémis funkcijomis.

5.8 Teorema. Monotoninés funkcijos turi tik pirmosios rusies trukius.

5.9 Teorema. Jei aibéje X monotoniskai didéjanti (mazéjanti) funkcija igyja reiksmes
atbéje Y ir jg visq uzpildo, tav funkcija yra tolydi aibéje X.

Kalbant apie atvirkstinés funkcijos egzistavima apsiribojama tik grieztai monotoninémis
funkcijomis.

5.8 Apibrézimas. Tarkime, kad funkcija y = f(x) yra apibrézta ir grieztai monotoniné
segmente [a, b], o jos reik8miy aibé yra [c, d]. Jeigu kiekvienam aibés [c, d] taskui y, galime
surasti vienintelj xo € [a, b], tai sakome, kad aibéje [c, d] yra apibrézta funkcijos y = f(x)
atvirkstine funkcija x = f~(y), igyjanti reikimes aibéje [a, b].

5.10 Teorema. Teorema apie atvirkstine funkcijg.
Jei funkcija f(x):



1. tolydi ir apibrézta aibéje [a,b),
2. monotoniskai didéja arba mazéja aibéje [a,bl,

3. O‘:f(a>7ﬁ:f(b);

tai tuomet intervale [, 8] (arba [B,«]) galima apibrézti atvirkstine funkcijg x = f~(y),
kuri yra tolydi ir monotoniskai didéja arba maZéja intervale o, B] (arba [B,a]).

5.11 Teorema. Jei funkcijay = f(x) yra apibrézta ir grieztai monotoniné aibéje (a,b), o
A=inff(z), B=supf(x), kai x € (a,b), tai tuomet funkcijos reiksmeés uzpildo intervalg
(A, B) ir jame galima apibrézti funkcijos f(x) atvirkstine funkcijg x = f~'(y), kuri yra
tolydi ir grieztai monotoniné aibéje (A, B) ((B,A)).



