
5 Penktoji savait
e. Funkcijos tolydumas�ioje paskaitoje nagrin
ejami klausimai:1. Funkcijos tolydumo apibr
eºimas. Funkcijos tolydumo apibr
eºimai pagal Ko²i ir pagalHein¦.2. Vienpusis tolydumas. Sud
etin
es funkcijos tolydumas.3. Tr	ukio ta²kai ir ju� r	u²ys.4. Tolydºiu�ju� funkciju� savyb
es. Bolcano � Ko²i ir Vejer²traso teoremos.5. Monotonin
es funkcijos. Atvirk²tin
e funkcija ir jos savyb
es.5.1 Funkcijos tolydumo apibr
eºimas. Funkcijos tolydumo apibr
eºimai pagalKo²i ir pagal Hein¦.5.1 Apibr
eºimas. Funkcija f(x) vadinama tolydºi¡ja ta²ke x = x0, jei:
• funkcija f(x) apibr
eºta srityje X , o x0 yra tos srities ta²kas,
• funkcija turi rib¡, kai x → x0,
• kiekvienam ε > 0 egzistuoja δ > 0 toks, kad

| f(x)− f(x0) |< ε, kai | x− x0 |< δ,t. y. funkcijos riba, kai x → x0, lygi funkcijos reik²mei ta²ke x0:
lim
x→x0

f(x) = f(x0).Prie²ingu atveju, sakome, kad funkcija f(x) ta²ke x = x0 turi tr	uki�.5.2 Apibr
eºimas. Funkcijos tolydumo apibr
eºimas pagal Ko²i. Funkcija f(x) yra tolydita²ke x = x0, jei kiekvienam skai£iui ε > 0 egzistuoja toks skai£ius δ > 0, kad
| f(x)− f(x0) |< ε,su visais x 6= x0, tenkinan£iais nelygyb¦ | x− x0 |< δ. Tuomet ra²ome, kad
lim
x→x0

f(x) = f(x0).5.3 Apibr
eºimas. Funkcijos tolydumo apibr
eºimas pagal Hein¦. Funkcija f(x) yra tolydita²ke x = x0, jei kiekvienai argumento reik²miu�, nelygiu� x0, sekai {xn
} konverguojant i�

x0 atitinkama funkcijos reik²miu� seka {f(x
n
)} konverguoja i� f(x0). Tuomet ra²ome, kad

lim
x→x0

f(x) = f(x0).



5.2 Vienpusis tolydumas. Sud
etin
es funkcijos tolydumas.5.4 Apibr
eºimas. Funkcija f(x) yra tolydi ta²ke x = x0 i² de²in
es (i² kair
es), jeikiekvienam skai£iui ε > 0 egzistuoja toks skai£ius δ > 0, kad
| f(x)− f(x0) |< ε,kai x0 < x < x0 + δ (x0 − δ < x < x0). Ra²ome

f(x0 + 0) = lim
x→x0+0

f(x) = f(x0) (f(x0 − 0) = lim
x→x0−0

f(x) = f(x0)).Funkcija yra tolydi intervale, jei ji tolydi kiekviename to intervalo ta²ke.5.1 Teorema. Funkcija f(x) tolydi ta²ke x = x0 tada ir tik tada, jei ji ²iame ta²ke tolydiir i² kair
es, ir i² de²in
es.5.2 Teorema. Tarkime, kad funkcija y = f(x) yra tolydi ta²ke x = x0, o funkcija z =
φ(y) � tolydi ta²ke y = f(x0). Tuomet sud
etin
e funkcija z = φ(f(x)) yra tolydi ta²ke
x = x0.5.3 Tr	ukio ta²kai ir ju� r	u²ys.Kaip pamename, funkcija f(x) yra tolydi ta²ke x0 i² de²in
es (i² kair
es), jei galioja ribin
epriklausomyb
e:

f(x0 + 0) = lim
x→x0+0

f(x) = f(x0)
(

f(x0 − 0) = lim
x→x0−0

f(x) = f(x0)
)

.Jei viena ar kita i² ²iu� priklausomybiu� negalioja, tai funkcija f(x) ta²ke x0 turi tr	uki� i²de²in
es (i² kair
es).Tarkime, kad x0 yra funkcijos f(x) tr	ukio ta²kas. �iame ta²ke funkcija gali b	uti tiekapibr
eºta, tiek neapibr
eºta.5.5 Apibr
eºimas. Jei vienpus
es funkcijos f(x) ribos ta²ke x0 yra baigtin
es, tai tr	ukiota²kas vadinamas pirmosios r	u²ies tr	ukio ta²ku. Pirmosios r	u²ies tr	ukiai skirstomi i�pa²alinamus ir nepa²alinamus:
• tr	ukis vadinamas nepa²alinamu, jei

lim
x→x0−0

f(x) 6= lim
x→x0+0

f(x),

• tr	ukis vadinamas pa²alinamu, jei
lim

x→x0−0
f(x) = lim

x→x0+0
f(x) 6= f(x0).5.6 Apibr
eºimas. Jei bent viena vienpus
e funkcijos f(x) riba ta²ke x0 neegzistuoja arbalygi ∞, tai tr	ukio ta²kas vadinamas antrosios r	u²ies tr	ukio ta²ku.



5.4 Tolydºiu�ju� funkciju� savyb
es. Bolcano � Ko²i ir Vejer²traso teoremos.5.3 Teorema. Jei funkcijos f(x) ir g(x) yra tolydºios ju� apibr
eºimo srities ta²ke x0, taita²ke x0 yra tolydºios ir funkcijos
f(x)± g(x), f(x) · g(x),

f(x)

g(x)
(g(x0) 6= 0).5.4 Teorema. Pirmoji Bolcano- Ko²i teorema.Jei funkcija f(x) yra apibr
eºta ir tolydi intervale [a, b], o ²io intervalo galuose i�gyjaprie²ingu� ºenklu� reik²mes, tai tuomet tarp a ir b b	utinai yra toks ta²kas c, kuriame funkcijalygi nuliui, t. y. f(c) = 0(a < c < b).5.5 Teorema. Antroji Bolcano- Ko²i teorema.Jei funkcija f(x) yra apibr
eºta ir tolydi intervale [a, b], o ²io intervalo galuose i�gyjanelygias reik²mes f(a) = A, o f(b) = B, tai bet kuriam skai£iui C : A < C < B (B <

C < A) atsiras toks ta²kas c,esantis tarp a ir b, kad f(c) = C.5.6 Teorema. Pirmoji Vejer²traso teorema.Jei funkcija f(x) yra apibr
eºta ir tolydi intervale [a, b], tai ji apr
eºta ir i² apa£ios, iri² vir²aus, t. y. egzistuoja tokie baigtiniai skai£iai m ir M , kad m ≤ f(x) ≤ M , kai
a ≤ x ≤ b.5.7 Teorema. Antroji Vejer²traso teorema.Jei funkcija f(x) yra apibr
eºta ir tolydi intervale [a, b], tai tame intervale galima rasti to-kius ta²kus x0 ir x1, kad reik²m
es f(x0) ir f(x1) yra atitinkamai didºiausioji ir maºiausiojii² visu� funkcijos reik²miu� f(x), kai x ∈ [a, b].5.5 Monotonin
es funkcijos. Atvirk²tin
e funkcija ir jos savyb
es.5.7 Apibr
eºimas. Jei bet kuriems x1, x2 ∈ E, x1 < x2 funkcija f(x) tenkina kuri¡nors i² nelygybiu� f(x1) 6 f(x2), f(x1) > f(x2), f(x1) < f(x2), f(x1) > f(x2), tai jiyra vadinama monotonine funkcija. Atitinkamai nemaº
ejan£ia, nedid
ejan£ia, did
ejan£ia,maº
ejan£ia. Monotoni²kai did
ejan£ios ir monotoni²kai maº
ejan£ios funkcijos dar vadi-namos grieºtai monotonin
emis funkcijomis.5.8 Teorema. Monotonin
es funkcijos turi tik pirmosios r	u²ies tr	ukius.5.9 Teorema. Jei aib
eje X monotoni²kai did
ejanti (maº
ejanti) funkcija i�gyja reik²mesaib
eje Y ir j¡ vis¡ uºpildo, tai funkcija yra tolydi aib
eje X.Kalbant apie atvirk²tin
es funkcijos egzistavim¡ apsiribojama tik grieºtai monotonin
emisfunkcijomis.5.8 Apibr
eºimas. Tarkime, kad funkcija y = f(x) yra apibr
eºta ir grieºtai monotonin
esegmente [a, b], o jos reik²miu� aib
e yra [c, d]. Jeigu kiekvienam aib
es [c, d] ta²kui y0 galimesurasti vieninteli� x0 ∈ [a, b], tai sakome, kad aib
eje [c, d] yra apibr
eºta funkcijos y = f(x)atvirk²tin
e funkcija x = f−1(y), i�gyjanti reik²mes aib
eje [a, b].5.10 Teorema. Teorema apie atvirk²tin¦ funkcij¡.Jei funkcija f(x):



1. tolydi ir apibr
eºta aib
eje [a, b],2. monotoni²kai did
eja arba maº
eja aib
eje [a, b],3. α = f(a), β = f(b),tai tuomet intervale [α, β] (arba [β, α]) galima apibr
eºti atvirk²tin¦ funkcij¡ x = f−1(y),kuri yra tolydi ir monotoni²kai did
eja arba maº
eja intervale [α, β] (arba [β, α]).5.11 Teorema. Jei funkcija y = f(x) yra apibr
eºta ir grieºtai monotonin
e aib
eje (a, b), o
A = inff(x), B = supf(x), kai x ∈ (a, b), tai tuomet funkcijos reik²m
es uºpildo interval¡
(A,B) ir jame galima apibr
eºti funkcijos f(x) atvirk²tin¦ funkcij¡ x = f−1(y), kuri yratolydi ir grieºtai monotonin
e aib
eje (A,B) ((B,A)).


