4 Ketvirtoji savaitée. Funkcijos riba
gioje paskaitoje nagrinéjami klausimai:
1. Funkcijos ribos apibrézimai pagal Kosi ir pagal Heine. Vienpusés ribos.
2. Sudétiné funkcija ir jos riba.
3. Nykstancios ir neapréztai didéjancios funkcijos. Nykstanciy funkcijy palyginimas.

4. Svarbios funkcijy riby teoremos.

4.1 Funkcijos ribos apibréZzimai pagal Kosi ir pagal Heine. Vienpusés ribos

4.1 Apibrézimas. Funkcijos ribos apibréZimas pagal Kodi. Funkcija f(x) turi riba, lygia
b, kai jos argumentas x artéja prie a, jei kiekvienam skaiciui € > 0 egzistuoja toks skaic¢ius
0 >0, kad

| flz) —bl<e,
su visais x # a, tenkinan¢iais nelygybe | z — a |< §. Tuomet rasome, kad
lim f(z) = b.

4.2 Apibrézimas. Funkcijos ribos apibréZimas pagal Heine. Funkcija f(z) turi riba,
lygia b, kai jos argumentas = artéja prie a, jei kiekvienai argumento reikSmiy, nelygiy a,
sekai {x,} konverguojant j a atitinkama funkcijos reikmiy seka { f(x,)} konverguoja j b.
Tuomet rasome, kad

lim f(z) = b.
4.3 Apibrézimas. Funkcija f(z) turi riba, lygia b, kai jos argumentas x artéja prie oo,
jei kiekvienam skaiciui € > 0 egzistuoja toks skaic¢ius § > 0, kad

| flz)—bl<e,
su visais x, tenkinanciais nelygybe | z |> §. Rasome

lim f(x) =c.

T—00
4.4 Apibrézimas. Funkcija f(x) turi riba, lygia b, i$ deSinés (i$ kairés), kai jos argu-
mentas z artéja prie a, jei kiekvienam skaiciui € > 0 egzistuoja toks skaicius o > 0,
kad

| flz)—bl<e,

kaia<x<a+d (a—3J<xz<a). Rasome

lim f(z)=0b ( lim f(z)=0").

z—a+0 r—a—0



4.2 Sudétiné funkcija ir jos riba.

4.5 Apibrézimas. Tarkime, kad funkcija z = ¢(y) apibrézta aibéje Y, o funkcijay = f(x)
— aibéje X. Tuomet funkcija z = ¢(f(z)) yra argumento x funkcija ir vadinama sudétine
funkcija.

4.1 Teorema. Teorema apie sudétinés funkcijos ribg Jei

lim f(z) = A

T—a
i egzistuoja
lim 6(y),
bei tokia tasko a € — aplinka, kurioje f(x) # A, tai tuomet
lim 6(/(x)) = lim 6(y).
T—a y—A

4.3 Nykstancios ir neapréztai didéjanc¢ios funkcijos. Nykstanciy funkcijy
palyginimas.

4.6 Apibrézimas. Funkcija o(z) vadinama nykstancia, kai x artéja prie a, jei kiekvienam
skai¢iui € > 0 egzistuoja toks skaicius 6 > 0, kad

| a(z) |< e,kail <| 2 —a |< 4.
Rasome

glglglll a(x) =0.

4.7 Apibrézimas. Funkcija f(z) vadinama neapréztai didéjancia, kai = artéja prie a, jei
kiekvienam skaiciui € > 0 egzistuoja toks skaic¢ius o > 0, kad

| f(z) |> E,kai0 <| z —a |< 6.

Rasome
lim f(z) = oo.

Tr—a
Tegul turime dvi nykstamai mazéjancias funkcijas a(x) ir §(x), kai = artéja prie a.

4.8 Apibrézimas. Jei santykio

Blz) (M)

a(z)  \p(z)
riba yra baigtiné ir nelygi nuliui, tai funkcijos «(z) ir 5(z) yra vadinamos vienos eilés
nykstanciomis funkcijomis, kai x artéja prie a.

4.9 Apibrézimas. Jei santykio
riba yra lygi nuliui (santykio

riba lygi begalybei), kai = artéja prie a, tai funkcija 5(z) yra vadinama aukstenés eilés
nykstancia funkcija negu «o(z), kai = artéja prie a. RaSome, kad

pz) = Ola(x)).



4.10 Apibrézimas. Funkcija §(x) vadinama k — tosios eilés nykstancia funkcija lyginant
su a(r), kai z artéja prie a, jei funkcijos B(x) ir (a(z))* yra vienos eilés nykstancios
funkcijos, kai x artéja prie a.

4.11 Apibrézimas. Jei santykio

B(x)
a(z)
riba yra lygi 1, kai x artéja prie a, t. y.
lim @ =1,
a(r)

tai funkcijas «(x) ir f(x) vadiname ekvivalen¢iomis funkcijomis, kai x artéja prie a.
RaSome

a(z) ~ p(x).

4.4 Svarbios funkcijy riby teoremos

4.2 Teorema. Funkcija f(x) turi ribg c, kai jos argumentas x artéja prie a tada ir tik
tada, kai jos ribos S kaires ir 1§ desinés x artéjant prie a yra lygios.

4.3 Teorema. Tegul turime dvi funkcijas f(x) ir g(z), kurios turi baigtines ribas, kai x
arteja prie a, t. y.

lim f(x) = A, lim g(z) = B.

Tada funkcijos @
flx
flx) £g(x), f(z)-g(x), @)
taip pat turi baigtines ribas (imant dalmenj, B #0), butent A+ B, A- B, 4 5, by
lim(f(x) £ g(x)) = A% B, lim(f(z)-g(x)) = A-B, lm % -2

4.12 Apibrézimas. Sakome, kad f(z) < g(x) taske x = a, jei kiekvienam ¢ > 0 tasko a

as
e — aplinkos tagkai tenkina nelygybe: f(z) < g(z).
gz

4.4 Teorema. Tarkime, kad funkcijos f(x) ir g(x), kai x — a turi baigtines ribas, t. y.

lim f(z) = A, limg(z) = B, A, B € R.
Tr—a

z—a
Tuomet:
1. jei A < B, tai f(x) < g(z) taske x = a,
2. jei f(x) < g(x), tai ir A < B,

3. jei A= B, o f(z) < h(z) < g(x) taske x = a,tai egzituoja ir funkcijos h(x) riba,
kuri taip pat lygi A.



4.5 Teorema. Jei funkcija a(x) nyksta, kai x artéja prie a, tai funkcija

neapréztai didéja, kai x artéja prie a.

4.6 Teorema. Tarkime, kad funkcijos B(x), a(x), B'(z), &/ (z) nyksta, kai x artéja prie a,
o f(x) ~ B'(x),a(x) ~ d(x). Tuomet:
/
B B

1) lim —=% =
) CCIE)I}L a(x) z—a o/(x) ’

2) lim () - a(x) = lim B/(x) - o' (x).

Pagrindinés funkcijy ribos:

sin x
=1.

1. lim
z—0 X

2.lim (1 +2)* = e.

z—0
) 1\*
3. lim (1 + —) =e.
T—00 €T
Treciaja riba taikysime ir skai¢iuodami ribas

lim f(2)", kai  lim f(z) =1, o limg(z) = oc.

Kai a(x) artéja prie nulio, o x — a teisingi $ie tvirtinimai:
1) sina(z) ~ a(z),

a(z)®



