
4 Ketvirtoji savait
e. Funkcijos riba�ioje paskaitoje nagrin
ejami klausimai:1. Funkcijos ribos apibr
eºimai pagal Ko²i ir pagal Hein¦. Vienpus
es ribos.2. Sud
etin
e funkcija ir jos riba.3. Nykstan£ios ir neapr
eºtai did
ejan£ios funkcijos. Nykstan£iu� funkciju� palyginimas.4. Svarbios funkciju� ribu� teoremos.4.1 Funkcijos ribos apibr
eºimai pagal Ko²i ir pagal Hein¦. Vienpus
es ribos4.1 Apibr
eºimas. Funkcijos ribos apibr
eºimas pagal Ko²i. Funkcija f(x) turi rib¡, lygi¡
b, kai jos argumentas x art
eja prie a, jei kiekvienam skai£iui ε > 0 egzistuoja toks skai£ius
δ > 0, kad

| f(x)− b |< ε,su visais x 6= a, tenkinan£iais nelygyb¦ | x− a |< δ. Tuomet ra²ome, kad
lim
x→a

f(x) = b.4.2 Apibr
eºimas. Funkcijos ribos apibr
eºimas pagal Hein¦. Funkcija f(x) turi rib¡,lygi¡ b, kai jos argumentas x art
eja prie a, jei kiekvienai argumento reik²miu�, nelygiu� a,sekai {xn} konverguojant i� a atitinkama funkcijos reik²miu� seka {f(xn)} konverguoja i� b.Tuomet ra²ome, kad
lim
x→a

f(x) = b.4.3 Apibr
eºimas. Funkcija f(x) turi rib¡, lygi¡ b, kai jos argumentas x art
eja prie ∞,jei kiekvienam skai£iui ε > 0 egzistuoja toks skai£ius δ > 0, kad
| f(x)− b |< ε,su visais x, tenkinan£iais nelygyb¦ | x |> δ. Ra²ome
lim
x→∞

f(x) = c.4.4 Apibr
eºimas. Funkcija f(x) turi rib¡, lygi¡ b, i² de²in
es (i² kair
es), kai jos argu-mentas x art
eja prie a, jei kiekvienam skai£iui ε > 0 egzistuoja toks skai£ius δ > 0,kad
| f(x)− b |< ε,kai a < x < a+ δ (a− δ < x < a). Ra²ome

lim
x→a+0

f(x) = b ( lim
x→a−0

f(x) = b).



4.2 Sud
etin
e funkcija ir jos riba.4.5 Apibr
eºimas. Tarkime, kad funkcija z = φ(y) apibr
eºta aib
eje Y , o funkcija y = f(x)� aib
eje X . Tuomet funkcija z = φ(f(x)) yra argumento x funkcija ir vadinama sud
etinefunkcija.4.1 Teorema. Teorema apie sud
etin
es funkcijos rib¡ Jei
lim
x→a

f(x) = Air egzistuoja
lim
y→A

φ(y),bei tokia ta²ko a ε � aplinka, kurioje f(x) 6= A, tai tuomet
lim
x→a

φ(f(x)) = lim
y→A

φ(y).4.3 Nykstan£ios ir neapr
eºtai did
ejan£ios funkcijos. Nykstan£iu� funkciju�palyginimas.4.6 Apibr
eºimas. Funkcija α(x) vadinama nykstan£ia, kai x art
eja prie a, jei kiekvienamskai£iui ε > 0 egzistuoja toks skai£ius δ > 0, kad
| α(x) |< ε, kai0 <| x− a |< δ.Ra²ome

lim
x→a

α(x) = 0.4.7 Apibr
eºimas. Funkcija f(x) vadinama neapr
eºtai did
ejan£ia, kai x art
eja prie a, jeikiekvienam skai£iui ε > 0 egzistuoja toks skai£ius δ > 0, kad
| f(x) |> E, kai0 <| x− a |< δ.Ra²ome

lim
x→a

f(x) = ∞.Tegul turime dvi nykstamai maº
ejan£ias funkcijas α(x) ir β(x), kai x art
eja prie a.4.8 Apibr
eºimas. Jei santykio
β(x)

α(x)

(α(x)

β(x)

)riba yra baigtin
e ir nelygi nuliui, tai funkcijos α(x) ir β(x) yra vadinamos vienos eil
esnykstan£iomis funkcijomis, kai x art
eja prie a.4.9 Apibr
eºimas. Jei santykio
β(x)

α(x)riba yra lygi nuliui (santykio
α(x)

β(x)riba lygi begalybei), kai x art
eja prie a, tai funkcija β(x) yra vadinama auk²ten
es eil
esnykstan£ia funkcija negu α(x), kai x art
eja prie a. Ra²ome, kad
β(x) = O(α(x)).



4.10 Apibr
eºimas. Funkcija β(x) vadinama k � tosios eil
es nykstan£ia funkcija lyginantsu α(x), kai x art
eja prie a, jei funkcijos β(x) ir (α(x))k yra vienos eil
es nykstan£iosfunkcijos, kai x art
eja prie a.4.11 Apibr
eºimas. Jei santykio
β(x)

α(x)riba yra lygi 1, kai x art
eja prie a, t. y.
lim
x→a

β(x)

α(x)
= 1,tai funkcijas α(x) ir β(x) vadiname ekvivalen£iomis funkcijomis, kai x art
eja prie a.Ra²ome

α(x) ∼ β(x).4.4 Svarbios funkciju� ribu� teoremos4.2 Teorema. Funkcija f(x) turi rib¡ c, kai jos argumentas x art
eja prie a tada ir tiktada, kai jos ribos i² kair
es ir i² de²in
es x art
ejant prie a yra lygios.4.3 Teorema. Tegul turime dvi funkcijas f(x) ir g(x), kurios turi baigtines ribas, kai xart
eja prie a, t. y.
lim
x→a

f(x) = A, lim
x→a

g(x) = B.Tada funkcijos
f(x)± g(x), f(x) · g(x),

f(x)

g(x)taip pat turi baigtines ribas (imant dalmeni�, B 6= 0), b	utent A +B, A · B, A
B
, t. y.

lim
x→a

(f(x)± g(x)) = A± B, lim
x→a

(f(x) · g(x)) = A · B, lim
x→a

f(x)

g(x)
=

A

B
.4.12 Apibr
eºimas. Sakome, kad f(x) 6 g(x) ta²ke x = a, jei kiekvienam ε > 0 ta²ko a

ε � aplinkos ta²kai tenkina nelygyb¦: f(x) 6 g(x).4.4 Teorema. Tarkime, kad funkcijos f(x) ir g(x), kai x → a turi baigtines ribas, t. y.
lim
x→a

f(x) = A, lim
x→a

g(x) = B,A,B ∈ R.Tuomet:1. jei A < B, tai f(x) < g(x) ta²ke x = a,2. jei f(x) 6 g(x), tai ir A 6 B,3. jei A = B, o f(x) 6 h(x) 6 g(x) ta²ke x = a,tai egzituoja ir funkcijos h(x) riba,kuri taip pat lygi A.



4.5 Teorema. Jei funkcija α(x) nyksta, kai x art
eja prie a, tai funkcija
f(x) =

1

α(x)neapr
eºtai did
eja, kai x art
eja prie a.4.6 Teorema. Tarkime, kad funkcijos β(x), α(x), β ′(x), α′(x) nyksta, kai x art
eja prie a,o β(x) ∼ β ′(x), α(x) ∼ α′(x). Tuomet:
1) lim

x→a

β(x)

α(x)
= lim

x→a

β ′(x)

α′(x)
,

2) lim
x→a

β(x) · α(x) = lim
x→a

β ′(x) · α′(x).Pagrindin
es funkciju� ribos:
1. lim

x→0

sin x

x
= 1.

2. lim
x→0

(1 + x)
1

x = e.

3. lim
x→∞

(

1 +
1

x

)x

= e.Tre£i¡j¡ rib¡ taikysime ir skai£iuodami ribas
lim
x→a

f(x)g(x), kai lim
x→a

f(x) = 1, o lim
x→a

g(x) = ∞.Kai α(x) art
eja prie nulio, o x → a teisingi ²ie tvirtinimai:1) sinα(x) ∼ α(x),2) 1− cosα(x) ∼ α(x)2

2
,3) ln(1 + α(x)) ∼ α(x),4) eα(x) − 1 ∼ α(x),5) aα(x) − 1 ∼ α(x) ln a,6) tg α(x) ∼ α(x),7) arcsinα(x) ∼ α(x),8) arctg α(x) ∼ α(x),9) (1 + α(x))p − 1 ∼ p · α(x),10) tgα(x)− sinα(x) ∼ α(x)3

2
.


