
12 Dvyliktoji savait
e.AUK�TESNIU�JU� EILIU� I�VESTIN 
ES IR DIFE-RENCIALAI.KRYPTIN 
ES I�VESTIN 
ES. GRADIENTAS.NEI�REIK�TIN 
ES FUNKCIJOS DIFERENCIJA-VIMAS�ioje paskaitoje nagrin
ejami klausimai:1. Dvieju� ir triju� kintamu�ju� funkciju� auk²tesniu�ju� eiliu� i²vestin
es ir diferencialai.2. Kryptin
e i²vestin
e. Gradientas.3. Daugelio kintamu�ju� funkcijos Teiloro formul
e.4. Nei²reik²tin
es funkcijos diferencijavimas.12.1 Dvieju� ir triju� kintamu�ju� funkciju� auk²tesniu�ju� eiliu� i²vestin
es ir dife-rencialai.Jei daugelio kintamu�ju� funkcija tam tikroje aib
eje D turi dalines i²vestines tamtikru� kintamu�ju� atºvilgiu, tai tuomet min
etosios dalin
es i²vestin
es taip pat yra daugeliokintamu�ju� funkcijos. Jei gautosios funkcijos yra diferencijuojamos, tai galime kalb
eti apieju� dalines i²vestines tam tikru� kintamu�ju� atºvilgiu.Panagrin
ekime triju� kintamu�ju� funkcij¡ u = f(x, y, z). Jei ji turi dalines i²vestineskintamu�ju� x, y ir z atºvilgiu, tai tuomet ∂u

∂x
, ∂u

∂y
, ∂u

∂z
taip pat yra kintamu�ju� x, y ir

z funkcijos. Jei gautosios funkcijos yra diferencijuojamos kintamu�ju� x, y ir z atºvilgiu,tai tuomet ju� dalin
es i²vestin
es vadinamos antrosios eil
es dalin
emis i²vestin
emis. Triju�kintamu�ju� funkcijai galime apskai£iuoti tokias antrosios eil
es dalines i²vestines:
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∂z∂x
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∂2u

∂z∂y
.Analogi²kai galima apibr
eºti ir tre£iosios, ketvirtosios,..., n �tosios eil
es dalines i²vestines.12.1 Apibr
eºimas. Auk²tesniu�ju� eiliu� dalin
es i²vestin
es, apskai£iuotos skirtingu� kintamu�ju�atºvilgiu, vadinamos mi²riosiomis.Triju� kintamu�ju� funkcijos atveju, antrosios eil
es mi²riosios dalin
es i²vestin
es yra tokios:

∂2u

∂x∂y
,

∂2u

∂x∂z
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∂2u

∂y∂x
,

∂2u

∂y∂z
,
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∂z∂x
,

∂2u

∂z∂y
.Dvieju� kintamu�ju� funkcijos u = f(x, y) antrosios eil
es dalin
es i²vestin
es yra

∂2u

∂x2
,

∂2u

∂y2
,
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∂x∂y
,

∂2u

∂y∂x
,



o i² ju� mi²riosios �
∂2u

∂x∂y
,

∂2u

∂y∂x
.Suformuluosime teorem¡, nustatan£i¡ s¡lygas, kada dvieju� kintamu�ju� funkcijos mi²riosiosi²vestin
es yra lygios.12.1 Teorema. Jei funkcija u = f(x, y) yra apibr
eºta aib
eje D ir ²ioje aib
eje yra dukartus diferencijuojama ta²ke (x0, y0), o jos antrosios eil
es mi²riosios i²vestin
es ∂2u

∂x∂y
,

∂2u

∂y∂x
yra tolydºios ta²ke (x0, y0), tai tame ta²ke mi²riosios i²vestin
es yra lygios, t. y.

∂2u

∂x∂y
=

∂2u

∂y∂x
.Bendresn
e teorema:12.2 Teorema. Jei funkcija u = f(x1, x2, ..., xn) yra apibr
eºta aib
eje D ir ²ioje aib
ejeturi visas galimas dalines i²vestines iki (k − 1) � osios eil
es imtinai, o k � osios eil
esmi²riosios i²vestin
es yra tolydºios aib
eje D, tai tada k � osios eil
es mi²riu�ju� i²vestiniu�reik²m
es nepriklauso nuo diferencijavimo tvarkos.Kaip jau ºinome, tuo atveju, kai n kintamu�ju� funkcija u = f(x1, x2, ..., xn) aib
eje Dturi tolydºi¡sias pirmosios eil
es dalines i²vestines, jos diferencialas i²rei²kiamas taip:

du =
∂u

∂x1
dx1 +

∂u

∂x2
dx2 + ...+

∂u

∂xn

dxn.Suprantama, kad ²is diferencialas yra kintamu�ju� x1, x2, ..., xn funkcija. Jei egzistuojafunkcijos u antrosios eil
es dalin
es i²vestin
es, tai galima kalb
eti apie antrosios eil
es diferen-cial¡, kuris apibr
eºiamas kaip pirmosios eil
es diferencialo diferencialas, t. y.
d2u = d(du).Jei x1, x2, ..., xn � nepriklausomieji kintamieji, kuriu� poky£iai i²lieka pastov	us, t. y. dx1,

dx2, ..., dxn � konstantos, tai tuomet vadovaujantis diferencijavimo taisykl
emis
d2u = d(du) = d
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1
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dxn.Suprastin¦ gauname
d2u =

∂2u
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1
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∂x2
n

dx2
n + 2

∂2u
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Antrosios eil
es diferencialo diferencialas yra tre£iosios eil
es diferencialas ir t. t. Tod
el k �osios eil
es diferencialas
dku = d(dk−1u).Siekiant supaprastinti ilgus rei²kinius, diferencialai formaliai uºra²omi taip:
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∂xn

dxn

)2

u, ...,

dku =

(

∂

∂x1
dx1 +

∂

∂x2
dx2 + ... +

∂
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u12.2 Kryptin
e i²vestin
e. Gradientas.Nagrin
ekime triju� kintamu�ju� funkcij¡ u = f(x, y, z). �ios funkcijos dalin
es i²vestin
es
∂u

∂x
, ∂u

∂y
ir ∂u

∂z
parodo funkcijos kitimo greiti� koordinatiniu� a²iu� kryptimis. Nagrin
ejant�zikinius procesus svarbus funkcijos kitimo greitis bet kuria kita kryptimi.Tarkime, kad turime funkcij¡, kuri yra apibr
eºta tam tikroje aib
eje. Nagrin
ekime ²iosaib
es ta²k¡ M0(x0, y0, z0). Pasirinkime vienetinio ilgio vektoriu� −→a , kuris su koordina£iu�a²imisOx, Oy irOz sudaro atitinkamus kampus α, β ir γ. Tod
el vektoriaus −→a koordinat
esyra (cosα, cos β, cos γ). Per ta²k¡ M0 nubr
eºkime ties¦ kolineari¡ vektoriui −→a ir jojepaºym
ekime ta²k¡ M(x, y, z). Paºym
ekime skai£iu� l kaip orientuotos atkarpos M0Milgi� su + ºenklu, kai atkarpos M0M kryptis sutampa su vektoriaus −→a kryptimi ir su −ºenklu, kai atkarpos M0M kryptis yra prie²inga vektoriaus −→a kryp£iai. Tuomet ta²ko Mkoordinat
es yra

x = x0 + l cosα, y = y0 + l cos β, z = z0 + l cos γ,o funkcija u tampa vieno kintamojo l sud
etine funkcija.12.2 Apibr
eºimas. Jei egzistuoja sud
etin
es funkcijos u = f(x0+ l cosα, y0+ l cos β, z0+
l cos γ) i²vestin
e l atºvilgiu ta²ke l = 0, tai ²i i²vestin
e vadinama funkcijos u = f(x, y, z)kryptine i²vestine ir ºymima ∂u

∂l
. Be to pagal sud
etin
es funkcijos diferencijavimo taisykl¦

∂u

∂l
=

∂u

∂x

dx
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+

∂u
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+
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∂z
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.Kadangi dx

dl
= cosα, dy

dl
= cos β, dz

dl
= cos γ, tai

∂u

∂l
=

∂u

∂x
cosα+

∂u

∂y
cos β +

∂u

∂z
cos γ.12.3 Apibr
eºimas. Vektorius, kurio koordinat
es yra

{

∂u

∂x
,
∂u

∂y
,
∂u

∂z

}

M0

,vadinamas funkcijos u gradientu ir ºymimas −→g .



Pabandykime atsakyti i� klausim¡, kuria kryptimi spar£iausiai kinta nagrin
ejama funkcija,t. y. kuria kryptimi jos kitimo greitis yra didºiausias. Tarkime, kad visos funkcijos dalin
esi²vestin
es vienu metu n
era lygios nuliui.Kryptin¦ i²vestin¦ perra²ome kaip dvieju� vektoriu� skaliarin¦ sandaug¡, t. y.
∂u

∂l
= −→g · −→a .Remdamiesi vektoriu� skaliarin
es sandaugos apibr
eºimu, turime, kad

∂u

∂l
= |−→g | · |−→a | · cosφ,£ia φ � kampas, kuri� sudaro vektoriai −→g ir −→a . Kadangi |−→a | = 1, tai ∂u

∂l
= |−→g | · cosφ.Bet didºiausi¡ reik²m¦ kryptin
e i²vestin
e i�gyja tuomet, kai cosφ = 1, t. y. kai vektoriu�

−→g ir −→a kryptys sutampa. Vadinasi funkcijos u spar£iausio augimo kryptis sutampa sugradiento kryptimi, o didºiausias kitimo greitis lygus gradiento ilgiui.I�rod
eme toki¡ teorem¡:12.3 Teorema. Funkcijos u = f(x, y, z) gradientas ta²ke M0(x0, y0, z0) rodo didºiausiofunkcijos kitimo krypti� ir dydi� tame ta²ke.12.3 Daugelio kintamu�ju� funkcijos Teiloro formul
e.Nagrin
ekime dvieju� kintamu�ju� funkcij¡ u = f(x, y), diferencijuojam¡ n + 1 kart¡ta²ko M0(x0, y0) aplinkoje. �ioje aplinkoje pasirinkime ta²k¡ M(x0 + ∆x, y0 + ∆y) irta²kus M bei M0 sujunkime tiese. Tos ties
es parametrin
es lygtys bus:
{

x = x0 + t∆x,

y = y0 + t∆y, 0 ≤ t ≤ 1.Tuomet ties
eje nagrin
ejama dvieju� kintamu�ju� funkcija u = f(x, y) tampa sud
etine vienokintamojo t funkcija
u = f(x0 + t∆x, y0 + t∆y).Paºym
ekime

F (t) = f(x0 + t∆x, y0 + t∆y).�ios funkcijos pokytis ta²ke M0 yra
∆F (t) = ∆uM0

= f(x0 +∆x, y0 +∆y)− f(x0, y0) = F (1)− F (0).Vieno kintamojo funkcij¡ galime para²yti pagal Teiloro formul¦ taip:
F (t) = F (t0)+

F ′(t0)

1!
(t−t0)+...

F (n)(t0)

n!
(t−t0)

n+
F (n+1)(t0 + θ(t− t0))

(n+ 1)!
(t−t0)

n+1, 0 < θ < 1.Kadangi t � nepriklausomasis kintamasis, tai t − t0 = dt, o tada F (k)(t0)(t − t0)
k =

dkF (t0) = dkut0. Perra²ome funkcijos F (t) skleidini� Teiloro eilute taip:
F (t)− F (t0) = dut0 +

d2ut0

2!
+ ... +

dnut0

n!
+

dn+1ut0+θ(t−t0)

(n + 1)!
.



Kadangi t0 = 0, tai
dkut0 = dkuM0

, o F (t)− F (t0) = ∆u.Tod
el i² skleidinio Teiloro eilute, gauname
∆u = duM0

+
d2uM0

2!
+ ... +

dnuM0

n!
+

dn+1u(x0 + θ∆x, y0 + θ∆y)

(n+ 1)!
.Gri�ºkime prie funkcijos f(x, y):

f(x, y) = f(x0, y0) +

(

∂

∂x
dx+

∂

∂y
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1
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∂x
dx+

∂
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1
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)n

f(x0, y0) +
1

(n + 1)!

(

∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)n+1

f(x0 + θ∆x, y0 + θ∆y),£ia 0 < θ < 1.Kadangi dt = t−t0 = 1−0 = 1, o dx = ∆xdt, tai dx = x−x0. Atitinkamai dy = y−y0ir funkcijos f(x, y) skleidinys Teiloro eilute
f(x, y) = f(x0, y0) +

(

∂

∂x
(x− x0) +

∂

∂y
(y − y0)

)

f(x0, y0)+

1

2!

(

∂

∂x
(x− x0) +

∂

∂y
(y − y0)

)2

f(x0, y0)+...+
1

n!

(

∂

∂x
(x− x0) +

∂

∂y
(y − y0)

)n

f(x0, y0)+Rn+1.12.4 Nei²reik²tin
es funkcijos diferencijavimas.Pradºioje apsiribosime dvieju� kintamu�ju� nei²reik²tin
es funkcijos apibr
eºimu ir anali-ze. V
eliau rezultatus apibendrinsime daugelio kintamu�ju� funkcijoms.12.4 Apibr
eºimas. Jei dvieju� kintamu�ju� x ir y priklausomyb
e nustatoma lygtimi
F (x, y) = 0,£ia F (x, y) � funkcija, apibr
eºta tam tikroje aib
eje, tai sakome, kad vieno kintamojofunkcija duota nei²reik²tiniu b	udu. Kitaip sakant, funkcija F (x, y) � nei²reik²tin
e funkcija.12.4 Teorema. Nei²reik²tin
es funkcijos egzistavimo teorema.Jei funkcija F (x, y) yra apibr
eºta ir tolydi sta£iakamp
eje srityje D = {(x, y)|x0 − h ≤

x ≤ x0 + h, y0 − h ≤ y ≤ y0 + h}, F (x0, y0) = 0, o esant pastoviam x funkcija F (x, y)monotoni²kai did
eja (maº
eja) did
ejant y, tai tada tam tikroje ta²ko (x0, y0) aplinkojefunkcija F (x, y) = 0 y nustato kaip vienareik²m¦ argumento x funkcij¡ y = f(x), kuri yratolydi, o f(x0) = y0.Truputi� papild¦ teoremos s¡lygas, suformuluosime kit¡ teorem¡, kuri nustato ne tiknei²reik²tin
es funkcijos egzistavimo, bet ir jos diferencijavimo s¡lygas.12.5 Teorema. Nei²reik²tin
es funkcijos egzistavimo ir diferencijuojamumo teo-rema.Jei funkcija F (x, y) yra apibr
eºta ir tolydi sta£iakamp
eje srityje D = {(x, y)|x0 − h ≤
x ≤ x0 + h, y0 − h ≤ y ≤ y0 + h}, F (x0, y0) = 0, srityje D turi tolydºi¡sias dalines



i²vestines F ′

x, F ′

y, o F ′

y(x0, y0) 6= 0, tai tada tam tikroje ta²ko (x0, y0) aplinkoje funkcija
F (x, y) = 0 y nustato kaip vienareik²m¦ argumento x funkcij¡ y = f(x), kuri yra tolydiir turi tolydºi¡j¡ i²vestin¦

y′x = −
F ′

x

F ′

y

,o f(x0) = y0.Dabar pateiksime ²ios teoremos apibendrinim¡ daugelio kintamu�ju� funkcijoms.12.6 Teorema. Jei funkcija F (x1, ..., xn, y) yra apibr
eºta ir tolydi sta£iakampyje gre-tasienyje D = {(x1, ..., xn, y)|x
0
1− h1 ≤ x1 ≤ x0

1 + h1, ..., x
0
n − hn ≤ xn ≤ x0

n + hn, y0− h ≤
y ≤ y0 + h}, F (x0

1, .., x
0
n, y0) = 0, srityje D turi tolydºi¡sias dalines i²vestines F ′

x1
,

..., F ′

xn
, F ′

y, o F ′

y(x
0
1, ..., x

0
n, y0) 6= 0, tai tada tam tikroje ta²ko (x0

1, ..., x
0
n, y0) aplinkojefunkcija F (x1, ..., xn, y) = 0 y nustato kaip vienareik²m¦ argumentu� x1, ..., xn funkcij¡

y = f(x1, ..., xn), kuri yra tolydi ir turi tolydºi¡sias i²vestines
f ′

xi
= −

F ′

xi

F ′

y

, i = 1, 2, ..., n,o f(x0
1, ..., x

0
n) = y0.


