12 Dvyliktoji savaite.
AUKSTESNIUJU EILIU ISVESTINES IR DIFE-
RENCIALAL
KRYPTINES ISVESTINES. GRADIENTAS.
NEISREIKSTINES FUNKCIJOS DIFERENCIJA-
VIMAS

éioje paskaitoje nagrinéjami klausimai:
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. Dviejy ir trijy kintamyjy funkcijy aukstesniyjy eiliy iSvestinés ir diferencialai.

[\]

. Kryptiné isvestiné. Gradientas.

w

. Daugelio kintamyjy funkcijos Teiloro formulé.

4. Neisreikstinés funkcijos diferencijavimas.

12.1 Dviejy ir trijy kintamyjy funkcijy aukstesniyjy eiliy iSvestinés ir dife-
rencialai.

Jei daugelio kintamuyjuy funkcija tam tikroje aibéje D turi dalines iSvestines tam
tikry kintamuyjy atzvilgiu, tai tuomet minétosios dalinés iSvestinés taip pat yra daugelio
kintamuyjy funkcijos. Jei gautosios funkcijos yra diferencijuojamos, tai galime kalbéti apie
ju dalines iSvestines tam tikry kintamuyjy atzvilgiu.

Panagrinékime trijy kintamyjy funkcija v = f(x,y,2). Jei ji turi dalines i$vestines
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z funkcijos. Jei gautosios funkcijos yra diferencijuojamos kintamuyjy z, y ir z atzvilgiu,

tai tuomet jy dalinés iSvestinés vadinamos antrosios eilés dalinémis iSvestinémis. Trijy
kintamuyjy funkcijai galime apskaiciuoti tokias antrosios eilés dalines iSvestines:

kintamyjy z, y ir z atzvilgiu, tai tuomet taip pat yra kintamuyjy x, y ir
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Analogiskai galima apibrézti ir trec¢iosios, ketvirtosios,..., n —tosios eilés dalines iSvestines.

12.1 Apibrézimas. Aukstesniyjy eiliy dalinés iSvestinés, apskaic¢iuotos skirtingy kintamuyjy
atzvilgiu, vadinamos misriosiomis.

Trijy kintamuyjy funkcijos atveju, antrosios eilés misriosios dalinés iSvestinés yra tokios:
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Dviejy kintamyjy funkcijos u = f(x,y) antrosios eilés dalinés iSvestinés yra
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Suformuluosime teorema, nustatancia salygas, kada dviejy kintamuyjy funkcijos misriosios
iSvestinés yra lygios.

12.1 Teorema. Jei funkcija u = f(x,y) yra apibrézta aibéje D ir Sioje aibéje yra du
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kartus diferencijuojama taske (xo,yo), 0 jos antrosios eilés misriosios iSvestinés 9200
oYy
2
ENE yra tolydzios taske (xo,v0), tai tame tasSke misriosios isvestinés yra lygios, t. y.
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Bendresné teoremas:

12.2 Teorema. Jei funkcija uw = f(x1, o, ...,2,) yra apibréita aibéje D ir Sioje aibéje
turi visas galimas dalines isvestines iki (k — 1) — osios eilés imtinai, o k — osios eilés
misTiostos 1Svestines yra tolydzZios aibéje D, tai tada k — osios eiles misriyjy isvestiniy
retksmes nepriklauso nuo diferencijavimo tvarkos.

Kaip jau zinome, tuo atveju, kai n kintamyjy funkcija v = f(z1, zo, ..., x,) aibéje D
turi tolydziasias pirmosios eilés dalines iSvestines, jos diferencialas iSreiskiamas taip:
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Suprantama, kad Sis diferencialas yra kintamyjy xy, zo, ..., x, funkcija. Jei egzistuoja

funkcijos u antrosios eilés dalinés iSvestinés, tai galima kalbéti apie antrosios eilés diferen-
ciala, kuris apibréziamas kaip pirmosios eilés diferencialo diferencialas, t. y.

d*u = d(du).
Jei x1, xo, ..., ¥, — nepriklausomieji kintamieji, kuriy pokyciai islieka pastovus, t. y. dxy,
dxs, ..., dx, — konstantos, tai tuomet vadovaujantis diferencijavimo taisyklémis
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Antrosios eilés diferencialo diferencialas yra treciosios eilés diferencialas ir t. t. Todél k —

osios eilés diferencialas
d*u = d(d*'u).

Siekiant supaprastinti ilgus reiskinius, diferencialai formaliai uzrasomi taip:
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12.2 Kryptiné iSvestiné. Gradientas.

Nagrinékime trijy kintamuyjuy funkcija v = f(z,vy, 2). Sios funkcijos dalinés iSvestinés
Ou Ou . Ou N . T -
7’ (9_y ir 9 parodo funkcijos kitimo greiti koordinatiniy asiy kryptimis. Nagrinéjant
fizikinius procesus svarbus funkcijos kitimo greitis bet kuria kita kryptimi.

Tarkime, kad turime funkcija, kuri yra apibrézta tam tikroje aibéje. Nagrinékime Sios
aibés taska Mo(xo, Yo, 20). Pasirinkime vienetinio ilgio vektoriy @, kuris su koordinaiy
a8imis Ox, Oy ir Oz sudaro atitinkamus kampus «, 5 ir v. Todél vektoriaus @ koordinatés
yra (cosa,cos 3, cosy). Per taska M, nubrézkime tiese kolinearia vektoriui d ir joje
pazymékime taska M (x,y,z). PaZzymékime skaifiy [ kaip orientuotos atkarpos MyM
ilgj su + zenklu, kai atkarpos MyM kryptis sutampa su vektoriaus a kryptimi ir su —
zenklu, kai atkarpos MyM kryptis yra prieSinga vektoriaus a krypé¢iai. Tuomet tasko M

koordinates yra
r=ux9+lcosa, y=vyo+lcosfB, z=zy+lcos,
o funkcija v tampa vieno kintamojo [ sudétine funkcija.

12.2 Apibrézimas. Jei egzistuoja sudétinés funkcijos u = f(xg+1cosa, yo+1cos 5, zo+
[ cosy) i8vestiné [ atzvilgiu taske [ = 0, tai i iSvestiné vadinama funkcijos u = f(x,y, 2)

u
kryptine iSvestine ir Zzymima —. Be to pagal sudétinés funkcijos diferencijavimo taisykle
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Kadangi = = cosa, -y = cos B, = = cos 7, tai
u _ Qu cos a + Ou cos 8+ Ou oS
— = —cosa+ — — :
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12.3 ApibréZimas. Vektorius, kurio koordinatés yra

dx" dy’ 0z | 5,7

vadinamas funkcijos u gradientu ir Zymimas ?



Pabandykime atsakytij klausima, kuria kryptimi spar¢iausiai kinta nagrinéjama funkcija,
t. y. kuria kryptimi jos kitimo greitis yra didziausias. Tarkime, kad visos funkcijos dalinés
iSvestinés vienu metu neéra lygios nuliui.

Kryptine isvestine perrasome kaip dviejy vektoriy skaliarine sandauga, t. y.
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Remdamiesi vektoriy skaliarinés sandaugos apibrézimu, turime, kad
au —
= =[] [@] - coso,

¢ia ¢ — kampas, kurj sudaro vektoriai ¢ ir @. Kadangi || = 1, tai 5= 17| - cos .
Bet didziausia reikSme kryptiné isvestiné jgyja tuomet, kai cos¢ = 1, t. y. kai vektoriy
? ir @ kryptys sutampa. Vadinasi funkcijos u sparciausio augimo kryptis sutampa su
gradiento kryptimi, o didziausias kitimo greitis lygus gradiento ilgiui.

Irodéme tokia teorema:

12.3 Teorema. Funkcijos w = f(x,y,z) gradientas taske My(xg, Yo, 20) rodo didZiausio
funkcijos kitimo krypty ir dydy tame taske.

12.3 Daugelio kintamyjy funkcijos Teiloro formulé.

Nagrinékime dviejy kintamuyjy funkcija u = f(z,y), diferencijuojama n + 1 karta
tasko My(xo,y0) aplinkoje. Sioje aplinkoje pasirinkime taska M(xg + Az, yo + Ay) ir
taSkus M bei M, sujunkime tiese. Tos tiesés parametrines lygtys bus:

xr =19+ tAw,
y=y+tAy, 0<t<1

Tuomet tieséje nagrinéjama dviejy kintamuyjy funkcija u = f(x,y) tampa sudétine vieno
kintamojo t funkcija
u= f(xg+ tAz,yo + tAy).

Pazymeékime
F(t) = f(l’() + tAx, Yo + tAy)
Sios funkcijos pokytis taske M, yra
AF(t) = Auy, = f(2o + Az, yo + Ay) — f(z0,30) = F(1) — F(0).
Vieno kintamojo funkcija galime paraSyti pagal Teiloro formule taip:

F'(to) F™(t,)
1! n!

FOD(to +0(t —tg))

F(t) = F(to)+ RS

(t—to)+... (t—to)"+ (t—to)"™, 0<f<1.

Kadangi ¢ — nepriklausomasis kintamasis, tai ¢t — to = dt, o tada F®(to)(t — to)* =
d*F(ty) = d*uy,. Perrafome funkcijos F'(¢) skleidinj Teiloro eilute taip:

dzuto + dnuto + dn+1uto+9(t—to)
21 n! (n + 1)!

F(t) — F(to) = duto +



Kadangi tg = 0, tai
d"us, = d*up,, o F(t) — F(ty) = Au.

Todeél is skleidinio Teiloro eilute, gauname
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Grjzkime prie funkcijos f(z,y):
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Kadangi dt =t—tg =1—0 =1, o de = Axdt, tai dr = r—xy. Atitinkamai dy = y—1yo
ir funkcijos f(x,y) skleidinys Teiloro eilute

f(z,y) = f(xo,y0) + <%($ — ) + %(y - yo)) f (o, yo)+

a 8 2 a a n
% <%(as — o)+ a—y(y o yo)) S (o, yO)"‘"*% <%($ —x9) + 6_y(y — yo)) f (2o, yo)+Rnt1.

12.4 NeiSreikstinés funkcijos diferencijavimas.

Pradzioje apsiribosime dviejy kintamuyjy neisreikstinés funkcijos apibrézimu ir anali-
ze. Véliau rezultatus apibendrinsime daugelio kintamuyjy funkcijoms.

12.4 Apibrézimas. Jei dviejy kintamyjy x ir y priklausomybé nustatoma lygtimi
F(z,y) =0,

¢ia F(x,y) — funkcija, apibrézta tam tikroje aibéje, tai sakome, kad vieno kintamojo
funkcija duota neireikstiniu budu. Kitaip sakant, funkcija F'(z, y) — neisreikstiné funkcija.

12.4 Teorema. Neisreikstinées funkcijos egzistavimo teorema.

Jei funkcija F(x,y) yra apibréZta ir tolydi staciakampéje srityje D = {(x,y)|zo — h <
r<xzo+hy —h<y<y +h}, F(ro,yo) = 0, o esant pastoviam x funkcija F(x,y)
monotoniskai didéja (mazéja) didéjant y, tai tada tam tikroje tasko (xo,yo) aplinkoje
funkcija F(x,y) = 0y nustato kaip vienareikime argumento x funkcijqy = f(x), kuri yra
tolydi, o f(xg) = yo-

Truputj papilde teoremos salygas, suformuluosime kita teorema, kuri nustato ne tik
neiSreikstinés funkcijos egzistavimo, bet ir jos diferencijavimo salygas.

12.5 Teorema. Neisreikstines funkcijos egzistavimo ir diferencijuojamumo teo-
rema.

Jei funkcija F(x,y) yra apibréZta ir tolydi stac¢iakampéje srityje D = {(x,y)|zo — h <
r < zo+hy —h <y <y +h}, Flro,y0) = 0, srityje D turi tolydZigsias dalines



isvestines I, F,, o F,(ro,y0) # 0, tai tada tam tikroje tasko (xo,yo) aplinkoje funkcija
F(z,y) = 0 y nustato kaip vienareik§me argumento x funkcijo y = f(x), kuri yra tolydi
i turt tolydzigjq iSvestine
Yy = &
Fy

o f(xo) = Yo-
Dabar pateiksime Sios teoremos apibendrinima daugelio kintamuyjy funkcijoms.

12.6 Teorema. Jei funkcija F(x1,...,x,,y) yra apibrézta ir tolydi staciakampyje gre-
tasienyje D = {(z1, ..., tp, y) |20 —hy < 21 <20+ hy, .2 —h, <, <20+ Ry yo— b <
y < yo+ h}, F(af, .. a),y0) = 0, srityje D turi tolydZigsias dalines isvestines F
o Fy F) 0 Fj(aY, .20, 50) # 0, tai tada tam tikroje tasko (9, ...,x3,40) aplinkoje
funkcija F(z1,...,x,,y) = 0 y nustato kaip vienareik§me argumenty xi, ..., x, funkcijg
y = f(z1,...,x,), kuri yra tolydi ir turi tolydZigsias iSvestines
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