
11 Vienuoliktoji savait
e.TOLYD�IOSIOS KELIU� KINTAMU�JU� FUNKCI-JOS. JU� SAVYB 
ES. DALIN 
ES I�VESTIN 
ES IRDIFERENCIALAI�ioje paskaitoje nagrin
ejami klausimai:1. Keliu� kintamu�ju� funkcijos tolydumas. Sud
etin
es funkcijos tolydumas.2. Keliu� kintamu�ju� funkcijos pilnasis pokytis ir diferencijuojamumas. Diferencijuoja-mumo ir tolydumo ry²ys.3. Sud
etin
es funkcijos diferencijavimas.4. Keliu� kintamu�ju� funkcijos diferencialas ir jo formos invarianti²kumas.11.1 Keliu� kintamu�ju� funkcijos tolydumas. Sud
etin
es funkcijos tolydumas.Tarkime, kad funkcija f(x1, x2, ..., xn yra apibr
eºta aib
ejeD ⊂ Rn, oM ′(x′1, x
′

2, ..., x
′

n) ∈
D.11.1 Apibr
eºimas. Funkcija f(x1, x2, ..., xn vadinama tolydºi¡ja ta²keM ′(x′1, x

′

2, ..., x
′

n),jei teisinga lygyb
e
lim

x1→x′

1
...

xn→x
′
n

f(x1, x2, ..., xn) = f(x′1, x
′

2, ..., x
′

n).Prie²ingu atveju sakoma, kad funkcija ta²ke M ′(x′1, x
′

2, ..., x
′

n) turi tr	uki�.11.2 Apibr
eºimas. Funkcija f(x1, x2, ..., xn vadinama tolydºi¡ja ta²keM ′(x′1, x
′

2, ..., x
′

n),jei
(∀ε > 0)(∃δ > 0) : |f(x1, x2, ..., xn)−f(x

′

1, x
′

2, ..., x
′

n)| < ε, |x1−x
′

1| < δ, ..., |xn−x
′

n| < δ.Kitaip sakant, keliu� kintamu�ju� funkcija yra tolydi, jeigu pakankamai maºus argumentopoky£ius atitinkantis funkcijos pokytis yra maºas.Auk²£iau pateikti apibr
eºimai nustato funkcijos tolydum¡ visu� kintamu�ju� atºvilgiu.Jei funkcija tolydi, tai ji tolydi ir kiekivieno ar keliu� i² argumentu� atºvilgiu. Paºym
ekime
X = (x1, x2, ..., xn)11.3 Apibr
eºimas. Funkcija f(X) vadinama tolydºia kokioje nors aib
eje, jei ji tolydikiekviename tos aib
es ta²ke.11.1 Teorema. Jei n kintamu�ju� funkcijos f(X) ir g(X) yra tolydºios ta²ke M ′, tai irfunkcijos

f(X)± g(X), f(X) · g(X),
f(X)

g(X)
(g(M ′) 6= 0)yra tolydºios ta²ke M ′.



11.2 Teorema. Apie sud
etin
es funkcijos tolydum¡. Jei funkcijos
x1 = φ1(t1, t2, ..., tm), x2 = φ2(t1, t2, ..., tm), xn = φn(t1, t2, ..., tm)yra tolydºios erdv
es Rm ta²ke A = (a1, a2, .., am), o funkcija u = f(x1, x2, ..., xn) yra tolydierdv
es Rn ta²ke B = (b1, b2, .., bn), £ia bi = φ(a1, a2, .., am), tai tuomet sud
etin
e funkcija

u = f(φ1(t1, t2, ..., tm), φ2(t1, t2, ..., tm), ..., φn(t1, t2, ..., tm))yra tolydi ta²ke A = (a1, a2, .., am).Teorema su i�rodymu.Suformuluosime Vejer²traso ir Bolcano � Ko²i teoremu� analogus daugelio kintamu�ju�funkcijoms:11.3 Teorema. Jei funkcija f(X) yra tolydi uºdaroje apr
eºtoje aib
eje, tai ji ²ioje aib
ejeyra ir apr
eºta.11.4 Teorema. Jei funkcija f(X) yra tolydi uºdaroje apr
eºtoje aib
eje, tai ji ²ioje aib
ejei�gyja savo didºiausi¡j¡ ir maºiausi¡j¡ reik²mes.11.5 Teorema. Jei funkcija f(X) yra apibr
eºta ir tolydi jungiojoje aib
eje, o dviejuoseskirtinguose ²ios aib
es ta²kuose i�gyja skirtingu� ºenklu� reik²mes, tai toje aib
eje atsiras toksta²kas, kuriame funkcijos reik²m
e bus lygi nuliui.11.6 Teorema. Jei funkcija f(X) yra tolydi euklidin
es erdv
es jungiojoje aib
eje D ir ²iosaib
es ta²kuose M ′, M ′′ i�gyja skirtingas reik²mes A 6= B, tai ²i funkcija aib
es D ta²kuosei�gyja ir visas tarpines reik²mes tarp A ir B.11.2 Keliu� kintamu�ju� funkcijos pilnasis pokytis ir diferencijuojamumas. Difer-encijuojamumo ir tolydumo ry²ys.Tarkime, kad funkcija u = f(x1, x2, ..., xn) yra apibr
eºta aib
ejeD ⊂ Rn, oM(x1, x2, ..., xn) ∈
D.11.4 Apibr
eºimas. Jei kiekvienam argumentui xi suteiksime pokyti� ∆xi taip, kad ta²kas
M ′(x′1, x

′

2, ..., x
′

n) ∈ D, tai atitinkamas funkcijos pokytis
∆u = f(x1 +∆x1, ..., xn +∆xn)− f(x1, ..., xn)yra vadinamas pilnu funkcijos u poky£iu ta²ke M .11.5 Apibr
eºimas. Jei tarsime, kad ∆x1 = ∆x2 = ... = ∆xi−1 = ∆xi+1 = ... = ∆xn =

0, o ∆xi 6= 0, tai funkcijos pokytis
∆xi

u = f(x1, ..., xi−1, xi +∆xi, xi+1, ...xn)− f(x1, ..., xn)yra vadinamas daliniu funkcijos u poky£iu kintamojo xi atºvilgiu.11.6 Apibr
eºimas. Jei egzistuoja baigtin
e dalinio funkcijos u poky£io kintamojo xiatºvilgiu santykio su kintamojo poky£iu ∆xi riba, kai kintamojo xi pokytis art
eja i� 0, taita riba yra vadinama daline funkcijos u i²vestine kintamojo xi atºvilgiu, t. y.
lim

∆xi→0

∆xi
u

∆xi
=

∂u

∂xi
.



Dalin¦ funkcijos u i²vestin¦ kintamojo xi atºvilgiu kartais ºym
esime ir u′xi
.11.7 Teorema. Funkcija u = f(x1, x2, ..., xn) yra tolydi ta²ke M(x1, x2, ..., xn) tada ir tiktada, kai jos pilnas pokytis ²iame ta²ke yra lygus 0.Teorema su i�rodymu.11.7 Apibr
eºimas. Funkcija u = f(x1, x2, ..., xn) vadinama tolydºi¡ja ta²keM(x1, x2, ..., xn)kintamojo xi atºvilgiu, jei jos pokytis ²io kintamojo atºvilgiu ta²ke M lygus 0, t. y.

∆xi
u = 0.11.8 Apibr
eºimas. Funkcija u = f(x1, x2, ..., xn) yra diferencijuojama ta²keM(x1, x2, ..., xn),jei jos piln¡ji� polyti� ²iame ta²ke galima i²reik²ti taip:

∆u = A1∆x1 + ...+ An∆xn + α1∆x1 + ...+ αn∆xn,£ia Ai � skai£iai, nepriklausantys nuo argumentu� poky£iu�, o αi � nykstan£ios funkcijos.11.8 Teorema. Jei funkcija u = f(x1, x2, ..., xn) yra diferencijuojama ta²keM(x1, x2, ..., xn),tai ²iame ta²ke egzistuoja visos funkcijos dalin
es i²vestin
es ir
∂u

∂xi
= Ai, i = 1, 2, ..., n.Teorema su i�rodymu.Remdamiesi ²ia teorema diferencijuojamos funkcijos pokyti� galime uºra²yti taip:

∆u =
∂u

∂x1
∆x1 +

∂u

∂x2
∆x2 + ...+

∂u

∂xn
∆xn + α1∆x1 + ...+ αn∆xn.Pastaba. Jei ta²ke egzituoja visos funkcijos dalin
es i²vestin
es, tai to dar nepakanka,kad funkcija b	utu� diferencijuojama.11.9 Teorema. Jei funkcija u = f(x1, x2, ..., xn) yra diferencijuojama ta²keM(x1, x2, ..., xn),tai ji ²iame ta²ke ir tolydi.Teorema su i�rodymu.11.10 Teorema. Jei funkcija u = f(x1, x2, ..., xn) ta²ko M(x1, x2, ..., xn) aplinkoje turivisas dalines pirmosios eil
es i²vestines ir jos yra tolydºiosios ta²ke M(x1, x2, ..., xn), taifunkcija u yra diferencijuojama ta²ke M(x1, x2, ..., xn).11.3 Sud
etin
es funkcijos diferencijavimas.11.11 Teorema. Jei funkcijos

x1 = φ1(t1, t2, ..., tm), x2 = φ2(t1, t2, ..., tm), xn = φn(t1, t2, ..., tm)yra diferencijuojamos ta²ke N(t01, t
0
2, ..., t

0
m), o funkcija u = f(x1, x2, ..., xn) diferencijuo-jama atitinkamame ta²ke M(x01, x

0
2, ..., x

0
n), £ia x0i = φ(t01, t

0
2, ..., t

0
m), tai tada sud
etin
efunkcija

u = f(φ1(t1, t2, ..., tm), φ2(t1, t2, ..., tm), ..., φn(t1, t2, ..., tm))



yra diferencijuojama ta²ke N(t01, t
0
2, ..., t

0
m), o jos dalin
es i²vestin
es skai£iuojamos taip:

∂u

∂t1
=

∂u

∂x1

∂x1

∂t1
+ ... +

∂u

∂xn

∂xn

∂t1
, ...,

∂u

∂tm
=

∂u

∂x1

∂x1

∂tm
+ ...+

∂u

∂xn

∂xn

∂tm
.I²vestin
es ∂xi

∂tj
skai£iuojamos ta²ke N , o i²vestin
es ∂u

∂xi
� ta²ke M .Teorema su i�rodymu.11.4 Keliu� kintamu�ju� funkcijos diferencialas ir jo formos invarianti²kumas.11.9 Apibr
eºimas. Funkcijos u = f(x1, x2, ..., xn) diferencijuojamos ta²keM(x1, x2, ..., xn)diferencialu du vadinama pagrindin
e tiesin
e funkcijos poky£io ∆u dalis, t. y.

du = A1∆x1 + ...+ An∆xnarba
du =

∂u

∂x1
∆x1 +

∂u

∂x2
∆x2 + ... +

∂u

∂xn
∆xn.Funkcijos u diferencialas lygus nuliui tik tuomet, kai visu� funkcijos argumentu� poky£iailyg	us nuliui.Kai kintamieji x1, x2, ..., xn yra nepriklausomieji, tai tada ju� diferencialai lyg	usargumentu� poky£iams, t. y.

dx1 = ∆x1, dx2 = ∆x2, ..., dxn = ∆xn,o funkcijos u diferencialas uºra²omas taip:
du =

∂u

∂x1
dx1 +

∂u

∂x2
dx2 + ...+

∂u

∂xn
dxn.Dabar parodysime, kad pirmasis daugelio kintamu�ju� funkcijos diferencialas yra in-variantinis formos atºvilgiu. Aptarsime dvieju� kintamu�ju� funkcijos atveji�, t. y. kai

u = f(x, y), kuri� nesunkiai galima apibendrinti ir didesniam kintamu�ju� skai£iui.Tuo atveju, kai kintamieji x ir y yra nepriklausomieji, tai funkcijos diferencialas yra
du =

∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy.Dabar tarkime, kad kintamieji x ir y yra kintamu�ju� v ir w funkcijos, t. y.

u = f(x, y), x = φ(v, w), y = ψ(v, w).Jei funkcijos φ(v, w) ir ψ(v, w) yra diferencijuojamos ta²ke N(v0, w0), o funkcija u =
f(x, y) diferencijuojama ta²keM(x0, y0), tai tada, remiantis teorema apie sud
etin
es funkci-jos diferencijavim¡, pilnojo funkcijos u = f(x, y) poky£io pagrindin
e dalis i²rei²kiama taip:

du =

(

∂u

∂x

∂x

∂v
+
∂u

∂y

∂y

∂v

)

dv +

(

∂u

∂x

∂x

∂w
+
∂u

∂y

∂y

∂w

)

dw



arba
du =

∂u

∂x

(

∂x

∂v
dv +

∂x

∂w
dw

)

+
∂u

∂y

(

∂y

∂v
dv +

∂y

∂w
dw

)

,ta£iau
∂x

∂v
dv +

∂x

∂w
dw = dx, o ∂y

∂v
dv +

∂y

∂w
dw = dy.Tod
el ir ²iuo atveju gauname, kad pirmasis funkcijos diferencialas

du =
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy.Taigi jis � invariantinis formos atºvilgiu.


