11 Vienuoliktoji savaite.
TOLYDZIOSIOS KELIU KINTAMUJU FUNKCI-
JOS. JU SAVYBES. DALINES ISVESTINES IR
DIFERENCIALAI

gioje paskaitoje nagrinéjami klausimai:
1. Keliy kintamuyjy funkcijos tolydumas. Sudétinés funkcijos tolydumas.

2. Keliy kintamyjy funkcijos pilnasis pokytis ir diferencijuojamumas. Diferencijuoja-
mumo ir tolydumo rysys.

3. Sudétinés funkcijos diferencijavimas.

4. Keliy kintamuyjy funkcijos diferencialas ir jo formos invariantiskumas.

11.1 Keliy kintamyjy funkcijos tolydumas. Sudétinés funkcijos tolydumas.

Tarkime, kad funkcija f(xy, za, ..., z, yra apibrézta aibéje D C R", o M'(2, 2%, ..., 2}) €
D.

11.1 Apibrézimas. Funkcija f(x1, za, ..., 7, vadinama tolydziaja taske M’ (x}, 5, ..., z),
jei teisinga lygybe
lim f(xy,z9,....,x,) = f(2), 2h, ..., 20).
x1—a)

PrieSingu atveju sakoma, kad funkcija taske M'(x), ), ..., x)) turi trukj.

aey n

11.2 Apibrézimas. Funkcija f(x1, za, ..., 7, vadinama tolydziaja taske M'(x), 5, ..., z),
jei

(Ve > 0)(30 > 0) : [f(z1, 22,y wn) = f2), 2, s 2y)| <6, |m1=ah[ <0,y [wp—a| <0

Kitaip sakant, keliy kintamuyjy funkcija yra tolydi, jeigu pakankamai mazus argumento
pokycius atitinkantis funkcijos pokytis yra mazas.

Auksciau pateikti apibrézimai nustato funkcijos tolyduma visy kintamyjy atzvilgiu.
Jei funkcija tolydi, tai ji tolydi ir kiekivieno ar keliy i§ argumenty atzvilgiu. Pazymékime
X = (21,29, ..., Ty)

11.3 Apibrézimas. Funkcija f(X) vadinama tolydzia kokioje nors aibéje, jei ji tolydi
kiekviename tos aibés taske.

11.1 Teorema. Jei n kintamuyjy funkcijos f(X) ir g(X) yra tolydzios taske M', tai ir
funkcijos
f(X)

f(X)£9(X),  f(X)-g(X), m(g(M’) # 0)

yra tolydZios taske M'.



11.2 Teorema. Apie sudétines funkcijos tolyduma. Jei funkcijos

T = 1ty toy oy tm), T2 = Qo(t1, te, s tm),  Tn = On(ty, te, ... tn)

yra tolydzios erdvés R™ taske A = (ay, ag, .., am), 0 funkcija u = f(xy, 9, ..., x,) yra tolydi
erdvés R" taske B = (by, b, .., b,), ¢ia b; = ¢(ay,as, .., ay,), tai tuomet sudétiné funkcija

u = f(¢1(t1,t2, ceey tm), ¢2(t1,t2, ...,tm), caey an(tl, tg, ,tm)>
yra tolydi taske A = (a1, ag, .., an).

Teorema su jrodymu.
Suformuluosime Vejerstraso ir Bolcano — Kosi teoremy analogus daugelio kintamujy
funkcijoms:

11.3 Teorema. Jei funkcija f(X) yra tolydi uZdaroje apréztoje aibéje, tai ji Sioje aibéje
yra ir aprezta.

11.4 Teorema. Jei funkcija f(X) yra tolydi uZdaroje apréztoje aibéje, tai ji Sioje aibéje
1gyja savo didZiausiqjq ir maziausiqjq retksmes.

11.5 Teorema. Jei funkcija f(X) yra apibrézta ir tolydi jungiojoje aibéje, o dviejuose
skirtinguose Sios aibés taskuose jgyja skirtingy Zenkly reiksmes, tai toje aibéje atsiras toks
taskas, kuriame funkcijos reiksmeé bus lygi nulius.

11.6 Teorema. Jei funkcija f(X) yra tolydi euklidinés erdvés jungiojoje aibéje D ir Sios
aibés taskuose M', M" jgyja skirtingas reikimes A # B, tai $i funkcija aibés D taskuose
igyja ir visas tarpines reiksmes tarp A ir B.

11.2 Keliy kintamyjy funkcijos pilnasis pokytis ir diferencijuojamumas. Difer-
encijuojamumo ir tolydumo rysys.

Tarkime, kad funkcija u = f(z1, z9, ..., x,) yra apibrézta aibéje D C R", 0 M (z1, xa, ..., x,) €
D.

11.4 Apibrézimas. Jei kiekvienam argumentui z; suteiksime pokytj Ax; taip, kad taskas
M' (!, ), ...,x}) € D, tai atitinkamas funkcijos pokytis

Au= f(z1+ Axq, ...,z + Azy) — f(21, .0y 20)
yra vadinamas pilnu funkcijos u pokyciu taske M.

11.5 Apibrézimas. Jei tarsime, kad Azx; = Axy = ... = Ax; 1 = Az = ... = Az, =
0, o Az; # 0, tai funkcijos pokytis

A:ciu = f(xla vy Ljm1, T4 + Axh Tit1, xn) - f(xb s xn)
yra vadinamas daliniu funkcijos u poky¢iu kintamojo z; atzvilgiu.

11.6 Apibrézimas. Jei egzistuoja baigtiné dalinio funkcijos u pokycio kintamojo x;
atzvilgiu santykio su kintamojo pokyc¢iu Az; riba, kai kintamojo z; pokytis artéja j 0, tai
ta riba yra vadinama daline funkcijos u iSvestine kintamojo x; atzvilgiu, t. y.
Agu Ou
im = .
Az;—0 A.Q?Z 6931




Daling funkcijos u iSvesting kintamojo x; atzvilgiu kartais Zymésime ir u/, .

11.7 Teorema. Funkcija u = f(x1, s, ..., z,) yra tolydi taske M (xy, za, ..., x,) tada ir tik
tada, kai jos pilnas pokytis stame taske yra lygus 0.

Teorema su jrodymu.

11.7 Apibrézimas. Funkcijau = f(xy, 29, ..., z,) vadinama tolydziaja taske M (xq, za, ..., z,)
kintamojo x; atzvilgiu, jei jos pokytis Sio kintamojo atzvilgiu taske M lygus 0, t. y.
Ay,u = 0.

11.8 Apibrézimas. Funkcijau = f(x1, 23, ..., z,,) yra diferencijuojama taske M (1, xo, ..., T,),
jei jos pilnajj polytj Siame taske galima iSreiksti taip:

Au = A1Ax + ...+ A Az, + aAxy + ...+ o, Axy,,
¢ia A; — skaiciai, nepriklausantys nuo argumenty poky¢iy, o a; — nykstancios funkcijos.

11.8 Teorema. Jei funkcijau = f(x1,x2, ..., T,) yra diferencijuojama taske M (x4, xo, ..., T,,),
tar Stame taske egzistuoja visos funkcijos dalinés iSvestines ir

)
&Z — A, i=1.2 ..n

Teorema su jrodymu.
Remdamiesi Sia teorema diferencijuojamos funkcijos pokytj galime uzraSyti taip:

ou ou ou

Ax, + 1 Axy + ... + a, Ax,.
Pastaba. Jei taske egzituoja visos funkcijos dalinés iSvestinés, tai to dar nepakanka,
kad funkcija buty diferencijuojama.

11.9 Teorema. Jei funkcija u = f(x1,x2, ..., T,) yra diferencijuojama taske M (x4, xo, ..., T,,),
tat ji stame taske ir tolyds.

Teorema su jrodymu.

11.10 Teorema. Jei funkcija uw = f(x1, 2o, ..., x,) tasko M(x1,xq,...,x,) aplinkoje turi
visas dalines pirmosios eilés iSvestines ir jos yra tolydziosios taske M(xy,za, ..., x,), tai
funkcija u yra diferencijuojama taske M(x1, xo, ..., x,).

11.3 Sudétinés funkcijos diferencijavimas.
11.11 Teorema. Jei funkcijos
w1 = G1(t, ta, i tm), 2= Gty to, oy tm),  Tn = Gn(ty, ta, . tm)

yra diferencijuojamos taske N(t9,19,...,t°), o funkcija u = f(x1, 29, ..., x,) diferencijuo-

jama atitinkamame taske M(29, 29, ....29), ¢ia 29 = ¢(19,13,....10), tai tada sudétiné

funkcija
U= f(¢l(tl7t27 ceey tm)a ¢2(tl7t2a "'7tm)7 seey ¢n(tla t2a 7tm))



yra diferencijuojama taske N (19,13, ...,12), o jos dalinés iSvestinés skaiciuojamos taip:

Qu _ Qudn, , ., Oudr,
oty Ox1 0ty 7 Oz, Oty
ou  Ou (9x1+ +@8xn
ot,,  Oxi0t, O, 0t,

ou

— taske M.

v . O e . - o
Isvestines % skaiciuojamos taske N, o isvestinés
] 3

Teorema su jrodymu.

11.4 Keliy kintamuyjy funkcijos diferencialas ir jo formos invariantiSkumas.

11.9 Apibrézimas. Funkcijos u = f(xy, 23, ..., ¥,) diferencijuojamos taske M (z1, xs, ..., ,,)
diferencialu du vadinama pagrindiné tiesiné funkcijos poky¢io Au dalis, t. y.

du = A1Axq + ...+ A, Ax,

arba

u ou Ju
du = —Azr) + —Azy+ ... +
o0xy ! 0xy 2 ox,,
Funkcijos v diferencialas lygus nuliui tik tuomet, kai visy funkcijos argumenty pokyciai
lygus nuliui.
Kai kintamieji xy, xs, ..., x, yra nepriklausomieji, tai tada jy diferencialai lygus
argumenty pokyciams, t. y.

Ax,.

dry = Axy, dry = Axy, ..., dzx, = Ax,,

o funkcijos u diferencialas uzrasomas taip:

du=" g g O

dz,.
axl aafz axn v

Dabar parodysime, kad pirmasis daugelio kintamyjy funkcijos diferencialas yra in-
variantinis formos atzvilgiu. Aptarsime dviejy kintamyjy funkcijos atveji, t. y. kai
u = f(x,y), kurj nesunkiai galima apibendrinti ir didesniam kintamyjy skai¢iui.

Tuo atveju, kai kintamieji x ir y yra nepriklausomieji, tai funkcijos diferencialas yra

Dabar tarkime, kad kintamieji x ir y yra kintamyjy v ir w funkcijos, t. y.

u:f(xvy)v x:gb(v,w), y:¢(vvw)'

Jei funkcijos ¢(v,w) ir ¥(v,w) yra diferencijuojamos taske N (v, wp), o funkcija u =
f(z,y) diferencijuojama taske M (xg, yo), tai tada, remiantis teorema apie sudétinés funkei-
jos diferencijavima, pilnojo funkcijos u = f(z, y) poky¢io pagrindiné dalis idreiskiama taip:

_ (Oudz  Oudy Oou dxr  Ou dy
du = <8x ov * oy (%) dvt <8x8w * oy 8w) dw



arba

du = Ou (%dv + a—xdw) + @ (@dv + @dw) ,

~ Oz \ v ow Oy \ Ov ow

taciau 9 9 5 5
x x Yy Yy

—d —dw =d —dv + —dw = dy.

Ee v—i-&ww T, O Ey v—i-&ww Y
Todél ir siuo atveju gauname, kad pirmasis funkcijos diferencialas

ou ou
du = —d —d
U o7 T + oy Y

Taigi jis — invariantinis formos atzvilgiu.



