3 skyrius

Rusiavimo algoritmai

3.1. Duomeny rusiavimo uzdaviniai

Beveik visose Zmogaus veiklos srityse tenka saugoti informacija ir ja
panaudoti reikiamu momentu. Informacijos tvarkymo, paieskos uzdavinys
darosi vis aktualesniu, kai kompiuterizuojami abu proceso etapai: informaci-
jos gamybos (pvz., skaitmeninis garso, vaizdo, rasytiniy Saltiniy saugojimas
ir atgaminimas) bei jos panaudojimo (duomeny bazés, globalus Internetas).
Jau nagrinédami informacijos paieskos algoritmus minéjome, kad tokia pa-
ieska efektyviausia, kai saugome surtusiuotus duomenis. Taip pateikiama in-
formacija ir daugelyje kasdien naudojamy informacijos saltiniy: kataloguose,
zinynuose, enciklopedijose, telefony knygose ir t.t.

Siame poskyryje susipazinsime su svarbiausiais rusiavimo algoritmais ir
ju sudétingumo jvertinimo metodais. Yra sukurta daug tokiy algoritmuy,
todél sprendziant taikomuosius uzdavinius, svarbu mokéti pasirinkti tinka-
miausia mums algoritma.

Uzdavinio formulavimas

Tarkime, kad turime duomeny aibe A = (a1, as,...,an). Siuos duomenis
galime palyginti, t.y. patikrinti ar teisingas teiginys, kad a; < a;, kai 7 #
j. Reikia taip pertvarkyti A, kad gautoje aibéje A" = (a/l,a/Q, . ,alN) visi
elementai buty isdéstyti didéjimo tvarka, t.y. a; < a;_H, kait =0,1,...,N—
1. Aisku, galime nagrinéti ir aibes, kuriose elementai iSdéstyti atvirkscia —
mazéjimo tvarka.

7
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Rusiavimo uzdavinio sudétingumas

Siame poskyryje nagrinésime tokius rusiavimo algoritmus, kuriuos reali-
zuojame panaudodami tik dvi operacijas

o dviejy aibés A elementy rakty palyginima,
o dviejy elementy sukeitima vietomis.

Juos galima pavaizduoti binarinio medzio pagalba. Medzio virsunés zymi
dviejy konkreciy elementy lyginimo veiksma, Sio medzio lapai apibrézia
surusiuotas N elementy aibes.

Imkime paprasta pavyzdj, kai turime tris elementus A = (a,b,c). Sia
aibe surusiuojame lygindami elementy poras. Visos galimos situacijos yra
pavaizduotos 3.1 brézinyje.

ED A(a=ED
T N T N
a<c<b c<a<b G<c<9 G<b<9

3.1 pav. Trijy elementy rusiavimo algoritmas. T Zymi briauna, kai tikrinamoji
salyga yra teisinga, N — neteisinga

Matome, kad blogiausiu atveju teks atlikti tris elementy lyginimo veiks-
mus. Todél toks ir bus bet kurio rusiavimo algoritmo blogiausiojo atvejo
sudétingumas, kai rusiuojame tris elementus.

Binarinio medzio aukstis (o tuo paciu ir lyginimy skai¢ius) priklauso nuo
lapy, kuriuos norime gauti, skai¢iaus. Priminsime, kad h auks¢io binarinis
medis turi 2" vir§unes-lapus. Imdami N elementy galime sudaryti N!
skirtingy kombinacijy, todél bet kurio rusiavimo algoritmo (taip pat ir ge-
riausiojo, kokj galésime sukurti) elementy poruy lyginimo skai¢ius K yra
nemazesnis uz nelygybés

2K > NI

sprendinj. Jei N = 3, tai 3! = 6 ir vél gauname, kad K = 3, t.y. reikia bent
trijuy lyginimo operacijy.



3.2. PAPRASCIAUSI RUSIAVIMO ALGORITMAI 79

Bendruoju atveju, panaudodami Stirlingo formule
n\m n\mn
2mn <—> <n! <V2mn (—) el/(12n) ,
e e
gauname, kad skirtingy elementy pory lyginimo skaic¢ius bus nemazesnis uz

1
KleogN—Nloge+§N.

Dar karta priminsime, kad tai blogiausiojo galimo atvejo jvertis. Kon-
kreéiu atveju gali uztekti ir daug maziau operacijy, pavyzdziui, kai elementy
aibés pradinis pasiskirstymas yra artimas surusiuotam.

Rusiavimo uzdavinio sudétingumas mazéja ir tada, kai turime daugiau
informacijos apie rusiuojamus elementus. Tada vieno lyginimo metu galime
gauti iSsamesne informacija apie elementy tarpusavio iSsidéstyma.

3.2. Paprasciausi rusiavimo algoritmai

Siame poskyryje iSnagrinésime tris paprastus riisiavimo algoritmus,
kurie naudojami, kai rusiuojame nedaug elementy. ISmoksime jvertinti
algoritmy sudétinguma ir jsitikinsime, kad jie néra efektyvus, kai aibés
elementy skaicius yra didelis, nes atliekamy operacijy skaic¢ius yra propor-
cingas N2.

3.2.1. ISrinkimo algoritmas

Isrinkimo algoritma (angl. selection sort) sudaro N — 1 Zingsnis. Jo
i-ajame zingsnyje randame maziausia elementa (tiksliau elementa, kurio
raktas yra maziausias) tarp aibés 4,7 + 1,..., N elementy. Tarkime, kad
tai yra p-asis elementas. Jei i # p, tai Siuos elementus sukei¢iame vietomis.

ISrinkimo rusiavimo algoritmas

(1) for (i=1; i<N; i++)do

(2) k=1

(3) for (j=i+l; j<=N; j++)do
() if (aj<ak) k =1j;

end do

(5) if (k>i) swap (aj ag );

end do
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3.1 pavyzdys. Skaic¢iy masyvo rusiavimas. ISrinkimo algoritmu
surusiuokime skai¢iy masyva E = (101, 17, 33, 2, 24). Rusiavimo eiga
pavaizduota 3.2 brézinyje.

101 17 |33 | 2 | 24

2 |17 | 33 |101| 24 | =}
2 |17 |33 |101| 24 | 2
2 |17 | 24 |101| 33 | 3
2 |17 | 24 | 33 |101| %

3.2 pav. Skai¢iy masyvo rusiavimas iSrinkimo algoritmu: ¢ yra ciklo zingsnis, k yra
maziausiojo elemento indeksas, a; ir aj elementai sukeic¢iami vietomis

Algoritmo sudétingumo jvertinimas. Vykdydami rusiavimo algoritma
atliekame dvi pagrindines operacijas: dviejuy elementy palyginima ir ele-
menty sukeitima vietomis. Pazymeékime L(N) elementu lyginimu skaiciy,
o S(N) — elementy sukeitimy skai¢iy, kai rusiuojame aibe E, turin¢ia N
elementy. Priminsime, kad algoritmo sudétinguma vertiname geriausio,
vidutinio ir blogiausio duomeny pasiskirstymo atvejams.

IS pateiktojo rusiavimo algoritmo matome, kad (1) ir (3) ciklus jvykdome
pilnai nepriklausomai nuo elementy pradinio pasiskirstymo, todél visais at-
vejais

N—-1 N—-1
L(N)=> (N—i)= ZZ:N(N#_”.
i=1 =1

Elementy keitimo vietomis skaic¢ius priklauso nuo pradinio duomeny
pasiskirstymo. Geriausiu atveju, kai aibés elementai jau yra surusiuoti,
nereikia atlikti nei vieno keitimo, t.y. Sg(N) = 0. Blogiausiu atveju tokius
keitimus reikés atlikti kiekviename (1) ciklo zingsnyje, todel Sp(N) = N —1.

Vidutinis jvertinimas priklauso nuo pradinio duomeny paskirstymo. Jei
tarsime, kad visy galimy elementy issidéstymy tikimybé yra vienoda, tai
vidutinis keitimy skai¢ius yra artimas blogiausiojo atvejo jverc¢iui Sp(N).
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Kadangi vykdant isrinkimo algoritma elementai perrasomi ne daugiau
kaip N — 1 karta, tai Sis metodas daznai naudojamas, kai rusiuojame nedi-
deles aibes, kuriy elementy informaciniai laukai yra ilgi.

Algoritmo stabilumas. Realizuodami rusiavimo algoritma mes sukei-
¢iame kai kuriuos elementus vietomis. Jeigu elementai yra vienodi, tai jy
tarpusavio issidéstymas yra nesvarbus. Taciau kai kada reikia garantuoti,
kad algoritmas nepakeicia tokiy elementy tarpusavio padéties, tokius rusia-
vimo algoritmus vadinsime stabiliais.

3.2 pavyzdys. Prioritetiné eilé. Pacientai poliklinikoje yra ap-
tarnaujami eilés tvarka ir atsizvelgiama j juy prioriteta. Pirmiausia
aptarnaujami sunkiai sergantys ligoniai, po to — pensininkai ir inva-
lidai, ir po ju — visi kiti pacientai. Registratoré suraso visus ligonius
ta tvarka, kokia jie atvyko j poliklinika, o véliau §j sarasg surusiuoja
atsizvelgdama j ligoniy prioritetus. Jeigu rusiavimo algoritmas yra
stabilus, tai sudarytoje eiléje iSsaugomas atvykimo eiliSkumas tarp
pacienty, turinciy tokj patj prioriteta.

Nesunku patikrinti, kad iSrinkimo algoritmas yra stabilus.

3.2.2. [Jterpimo algoritmas

Iterpimo algoritma (angl. insertion sort) irgi sudaro (N — 1) zingsnis. Jo
i-ajame zingsnyje jmame ¢-aji elementa ir jj iterpiame tarp jau surusiuoty
pirmyjy (i — 1) elementy.

Pastebésime, kad taip loséjai dazniausiai rusiuoja iSdalintas kortas.

Iterpimo rusiavimo algoritmas

(1) for (i=2; i<=N; i++ ) do
(2) if ( a; < a;—1 ) then
(3) V=i G = Q-1
(4) ap =v; j=1il;
(5) while (v <a;_1) do
(6) aj = aj-1;
(7) J=JL

end do
(8) aj =v;

end if

end do
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Realizuodami algoritma panaudojome populiary barjero metoda. Pries
pradédami (5) cikla fiktyviam nuliniam masyvo elementui priskiriame a;
reiksme, tokiu budu garantuojame, kad ciklas teisingai pasibaigs ir nereikia
papildomai tikrinti masyvo indekso reikSmeés.

Iterpimo rusiavimo algoritmas irgi yra stabilus.
3.3 pavyzdys. Skaic¢iy masyvo rusiavimas. [terpimo algoritmu

surusiuokime ankstesniojo pavyzdzio skaic¢iy masyva
E = (101, 17, 33, 2, 24). Rusiavimo eiga pavaizduota 3.3 brézinyje.

101117 | 33| 2 | 24

17 1101 33| 2 | 24

17 | 33 |101| 2 | 24

2 | 17| 33 )101| 24

2 117124 ]33 ]|101

3.3 pav. Skai¢iy masyvo rusiavimas jterpimo algoritmu: pilka spalva pavaizduotas
elementas, kuris jterptas | surusiuota seka

Algoritmo sudétingumo jvertinimas. Kiekviename jterpimo algoritmo
(1) ciklo zingsnyje atliekame vienu elementy lyginimo veiksmu daugiau, nei
ju keitimu vietomis, todél

L(N)=S(N)+ N —1.

Geriausiuoju atveju, kai pradiné elementy aibé jau surusiuota, gauname,
kad lyginimy skaic¢ius yra Lg(IN) = N — 1. Jeigu elementai yra isdéstyti
atvirkstine tvarka, tai kiekviename (1) ciklo zingsnyje atliekame visus tik-
rinimus, todél blogiausiuoju atveju (Cia jvertintas ir lyginimas su barjero
elementu):

N

. 2
LB(N):Zi:(N+2)2(N 1):%+0(N).
=2
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Vidutinis jvertinimas priklauso nuo pradinio duomeny paskirstymo. Kai
elementy pradinio iSsidéstymo visy varianty tikimybé yra vienoda, vidutinis-
kai atliekame puse algoritmo iSorinio (1) ciklo kiekvieno zingsnio tikrinimuy,
todel
N2
Ly(N) = e + O(N).

3.2.3. Burbulo algoritmas

Rusiavimo uzdavinj sprendziame i$ eilés lygindami du gretimus aibés
A elementus (a1, a2), (az,a3), ..., (an—1,an). Jeigu a; > a;y1, tai tokius
elementus sukeiciame vietomis. Nesunku pastebéti, kad po pirmojo visy
elementy patikrinimo didziausias sekos elementas uzims paskutiniojo ele-
mento vieta. Todél antrajame cikle uztenka tikrinti trumpesne duomeny
seka tik iki (N — 1)-ojo elemento. Tokj procesa kartojame tol, kol eilinio
ciklo metu né karto nekeiciame elementy vietomis. Kadangi po kiekvieno
ciklo seka sutrumpéja vienu elementu, tai blogiausiu atveju algoritma teks
kartoti (N — 1) karta.

Pastebéje, kad po kiekvieno tikrinimy ciklo jau surusiuoti visi sekos
elementai, esantys po paskutiniojo perstatytojo elemento, dar labiau su-
maziname tikrinamos sekos ilgj.

Kadangi didziausiojo elemento judéjimas panasus j vandens burbulo ki-
limg | pavirsiy, tai toks rusiavimo algoritmas vadinamas burbulo metodu
(angl. buble sort). Ir burbulo rusiavimo algoritmas yra stabilus.

Burbulo rusiavimo algoritmas

1) k=n-1;
2) while (k>0) do
3 j=0;

for (i=1; i<=k; i++) do

AAA,_\,_\A,_\
— — N N S

5 if ( a; > Qi1 ) do
6 j =1
7 swap ( aj, aj+1 );
end if
end do
(8) k = j-1; // Visi elementai nuo a;11 jau savo vietose

end do
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3.4 pavyzdys. Skai¢iy masyvo rusiavimas. Burbulo algoritmu
suruisiuokime ankstesniojo pavyzdzio skaic¢iy masyva
E = (101, 17, 33, 2, 24). Rusiavimo eiga pavaizduota 3.4 brézinyje.

101 17 | 33| 2 | 24

17133 2 | 24 |101

17| 2 | 24| 33 |101

2 11724 | 33 |101

3.4 pav. Skai¢iy masyvo rusiavimas burbulo algoritmu, pilka spalva pazymeéti jau
surtusiuoti elementai

Algoritmo sudétingumo jvertinimas. [vertinsime burbulo algoritmo
vykdymo kastus.

Geriausiu atveju, kai pradinis elementy masyvas jau yra surusiuotas,
uzteks tik viena karta jvykdyti burbulo algoritmo (4) cikla, todél

Le(N)=N -1, Sg(N)=0.

Taciau blogiausiu atveju, kai pradiniame masyve elementai yra iSdéstyti
mazéjancia tvarka, reikés atlikti NV — 1 algoritmo zingsnj, todél tokio algo-
ritmo vykdymo kastai yra

Ly(N) = N(N—l)’ Sp(N) = N(N —1) .
2 2

IS gauty jverc¢iy matome, kad geriausiojo ir blogiausiojo atvejy kasty
skirtumas yra labai didelis. Dazniausiai reikia rusiuoti daug skirtingy ma-
syvy, kuriy elementai yra pasiskirste atsitiktinai. Todél svarbu mokéti
ivertinti vidutinius algoritmo vykdymo kastus, kai nagrinéjame visus galimus
elementy pasiskirstymus (ju yra net N!) ir laikome, kad jie visi yra vienodai
tikétini.

Jeigu tarsime, kad elementai masyve yra pasiskirste atsitiktinai, tai
kiekvieno tikrinimo metu vienodai tikétina, kad tikrinimo salyga gali buti
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tenkinama arba netenkinama. Todél elementus sukeisti vietomis reikia du
kartus reciau, nei juos palyginti. Taigi uztenka tirti tik viena is $iy operacijy,
pavyzdziui, rasti gretimu elementy lyginimy skaic¢iy Ly (N). Atlike nesudeé-
tingus skaic¢iavimus gausime, kad

N(N = logN)

Ly(N) = 5

+O(N),
taigi vidutiniai burbulo algoritmo vykdymo kastai yra artimi blogiausiam
atvejui.

Elementy perstatymuy skaiciaus minimizavimas

Nagrinédami trijy rusiavimo algoritmy sudétinguma parodéme, kad viduti-
niu ir blogiausiu atveju atliekami %N 2 4 O(N) elementy lyginimo veiksmai.
Taciau elementy perstatymo skaiciai Sy esminiai skiriasi: burbulo ir jterpi-
mo algoritmuose §is skai¢ius yra proporcingas O(N?), o isrinkimo algoritme
Sn,py = N — 1. Todél jei kiekvieno elemento informaciné dalis yra labai
didelé, tai iSrinkimo algoritmas bus efektyvesnis uz kitus du rusiavimo algo-
ritmus.

Tokiais atvejais patartina rusiuoti tik elementy raktus, o po to jau efek-
tyviai sukeisti vietomis pacius elementus. Sukeitimo algoritmo paskutiniojo
etapo sudétingumas net ir blogiausiu atveju turi buti tik O(N) eilés dydis.

Apibréziame du naujus masyvus: masyve R saugome elementy raktus.
Taigi rusiuojame tik R elementus, o pagrindinio masyvo A elementy vietomis
nekeiciame (tai didelés skai¢iavimo apimties veiksmas, jei elemente saugome
daug duomeny). Masyve B saugome elementy tvarka po rusiavimo, t.y.
galioja lygybé:

R(i) = ap@)-key, i=1,2,...,N.

Vykdydami rakty R rusiavimo algoritma, atitinkamai kei¢iame ir masyvo B
elementus.
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3.5 pavyzdys. Rakty masyvo rusiavimas burbulo algoritmu.
Burbulo algoritmu surusiuokime raktus R = (104, 103, 105, 101, 102).
Rusiavimo eiga ir masyvo B elementy kaita yra tokia:

1 2 3 4 5)

104 103 105 101 102
2 1 4 ) 3

(103 104 101 102 105>

(103 101 102 104 105>

101 102 103 104 105
2 4 ) 1 3

4 ) 2 1 3

101 102 103 104 105
4 5 2 1 3

Jeigu aibés A elementus nebutina fiziskai surusiuoti, tai surusiuota aibe
/ . . .
A gauname panaudodami atvaizdavima

/

ai:aB(i), Z:LQ,,N

Tokiu atveju papildomai tenka saugoti B masyva.



