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4.3. Minimalaus dengiancio medzio radimas

Siame skyriuje susipaZinsime su minimaliy dengianc¢iy medZiy radimo algo-
ritmais. Pirmiausia sudarysime dvi taisykles, leidZianCias pasirinkti tas jvertin-
tojo grafo G briaunas, kurios priklauso kuriam nors minimaliajam dengianciam
medZiui, ar nustatyti, kad briauna nepriklauso nei vienam is jy. Po to parodysime,
kaip jos naudojamos Primo, Kruskalo ir Boruvkos algoritmuose. Kadangi abiejy
taisykliy teisingumas bus jrodytas bendruoju atveju, tai atskiry algoritmy teisingu-
mo tirti jau nereikes.

4.3.1. Algoritmy sudarymo taisykles

Turime neorientuoty jvertintajj jungy grafg G = (V, E'). Visas briaunas skirsto-
me j tris poaibius F = BU RU W:

e meélynas briaunas e € B, priklausan€ias pasirinktam minimaliam dengian-
¢iam medzZiui;

e raudonas briaunas e € R, nepriklausancias nei vienam minimaliam den-
gianCiam medziui;

e baltas briaunas e € W, kuriy priklausomumas minimaliam dengianciam
medZiui dar nenustatytas.

Priminsime, kad dengianCiame medyje yra n — 1 briauna, todél minimalaus
dengiancio medzio radimo algoritmai ir turi parinkti tiek melyny briauny.

Tegul S C V, tada (S, V' \ S) yra vadinamas grafo G pjuviu. Briaunae € E
kerta (angl. crosses) pjuvj, jei vienas jos galas priklauso S, o kitas V' \ S.

Tegul A yra grafo briauny aibés poaibis A C E, tada grafo pjuvis (S, V' \ S)
yra suderintas su A, jei nei viena A briauna nekerta Sio pjuvio. Pastebésime, kad
A briauny galai gali priklausyti abiejoms aibems S, V' \ S, bet abi vienos briaunos
virSunés butinai turi priklausyti tik vienai i$ Siy aibiy.

Tarp briauny, kertan€iy grafo pjuvj, surandame maziausio svorio briaunas, jas
vadinsime lengvomis.

Meélynoji taisyklé. Imkime grafo G briauny poaibj A, kuriam priklauso dalis
kurio nors minimalaus dengiancio medZio briauny. Sudarome grafo pjuvj (S, V' \
S), suderintg su A. Randame lengvas baltas pjuvio briaunas ir vieng i$ jy nudazome
meélyna spalva.
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Raudonoji taisyklé. Pasirinkime paprastg ciklg K, kuriame néra raudony briau-
ny. Tarp balty jo briauny randame didziausio svorio briaung ir nudazome ja raudo-
nai.

4.1 lema. Kol bent viena jungaus jvertintojo grafo G briauna yra baltos spalvos,
visada galima pritaikyti melynajg arba raudongja taisykle.

Jrodymas. Kadangi visos mélynos briaunos priklauso minimaliam dengian€iam
medZiui, tai algoritmo vykdymo metu turime miska, sudarytg i$ atskiry melyny
medziy. Imkime baltg briaung e = (v, w) € W.

Jeigu ji priklauso vienam i§ mélyny medZziy, tai egzistuoja kelias, jungiantis
virSunes v ir w. Tada prijungus naujg briaung e, gauname paprastg ciklg, todél e
nudaZzome raudona spalva.

Tarkime, kad e jungia skirtingus mélynuosius medzius

Ty =(V1,B1), Th=(Va,Bo).

Tada turime baltg briaung, kertancig grafo pjuvj (V1, V' \ V1), suderintg su melyny
briauny aibe B;. Surade tokio pjuvio lengvas briaunas, vieng jy nudazome meélyna
spalva. OJ

Turime tokig bendrg minimalaus dengiancio medzio radimo algoritmy schema.
Minimalaus dengiancio medzio radimo algoritmas

(1) B=0,R=10;
(2) while (|B|<(n-1)){
(3) Taikome Mélyngja arba Raudonaja taisykle;
@) if (|[Rl==(E|-n+1))B=E-R;
}

Isitikinsime, kad naudodami $j algoritma visada randame minimaly dengiantj
medj).

4.4 teorema. Tarkime, kad jvykdyta & algoritmo Zingsniy ir egzistuoja minimalus
dengiantis medis T, kuriam

e priklauso visos mélynos briaunos,
o nepriklauso nei viena raudona briauna.

Tada Sis teiginys lieka galioti ir po eilinio algoritmo Zingsnio, t.y. pritaikius me-
lynaja arba raudonajg taisykle.
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4.3.2. Primo algoritmas

Algoritmas priklauso godZiyjy metody klasei. Jj paskelbé R.C. Prim. Al-
goritmo ideja labai paprasta, kiekviename Zingsnyje randame trumpiausig briaung
e = (u,v) € FE, jungiancia jau parinktas minimalaus dengiancio medZio virSunes
U su likusiomis grafo virSunemis V' \ U. Tada briaung e jtraukiame j medj 7' =
(U, B).

Apibrézkime aibe briauny, jungianciy aibés U virSunes su likusiomis grafo vir-
sunémis
D={e€E:e=(uv),uclUveV\U}.

Primo algoritmas

1) U={v1 €V}, B=0;
(2) while (U] <[V]){
(3) Randame briaung e = (u,v) : w(e) = min,ep w(z);
4 U=Uu{v}, B=BUeg
}

4.5 teorema. Tegul G yra jvertintasis jungus grafas. Tada Primo algoritmu ran-
dame minimalyjj dengiantj medj.

Irodymas. Nagrinékime grafo G pjuvj (U, V\U). Jis yra suderintas su jau parinkty
briauny aibe B, todél briauna e yra lengva. Taigi jrodeme, kad Primo algoritme
briaunos yra parenkamos naudojant mélynaja taisykle. O

4.4 pavyzdys. Minimalaus dengianciojo medzio radimas Primo algorit-
mu. Imkime grafa, pavaizduotg 4.2 paveiksle. Minimalaus dengianciojo
medzio formavimas Primo algoritmu yra parodytas 4.6 paveiksle.

Algoritmo sudétingumo analizé.  Primo algoritmo skaiCiavimy apimtis esminiai
priklauso nuo duomeny struktury, kuriose saugome informacijg apie grafg G ir
minimaly dengiantj med;j T

Tarkime, kad grafg G vaizduojame jo virSuniy gretimumo matrica. Masyve d
saugome informacija apie legviausiy briauny, jungian€iy dar neparinktas virSunes
su minimalaus dengiancio medZio virSunénémis, svorius. Tada Primo algoritmo
(3) Zingsnio realizacija (lengviausios kertancCios briaunos paieSka) trunka O(|V])
veiksmy. Masyvo d reikSmiy patikslinimas, atsizvelgiant j ka tik parinktg nauja
virsung, irgi atliekamas per O(|V']) veiksmy. Vykdydami algoritma (2) cikla karto-
jame |V'|—1 kartg, todél tokios paprasciausios Primo algoritmo realizacijos apimtis
yra O(|V'|?) veiksmy.
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4.6 pav. Minimalaus dengianciojo medZio radimas Primo algoritmu: a) pradinis grafas,
b — h) minimalaus dengianciojo medzio pomedis po kiekvieno algoritmo Zingsnio. Riebiu
Sriftu pazyméti svoriai ty nepasirinkty briauny, kurios nagrinéjamos eiliniame algoritmo
zingsnyje

Jeigu grafo virSuniy gretimumo matrica yra reta (t.y. |E| = O(|V])), tai nau-
dosime sudétingesnes duomeny strukturas. Tegul @ yra prioritetiné eilé, kurioje
saugomos dar neparinktos grafo G virSunés, pradZioje Q = V. VirSunés v € Q
vieta eiléje priklauso nuo jvercio d(v) reikSmeés. Algoritme daZnai tenka tikrinti
ar duotoji virSuné jau parinkta, todél naudojame papildoma masyva, kurio elemen-
tai yra loginés konstantos 7" ir F', parodancios ar v € (). Tada tokio tikrinimo
sudétingumas yra tik O(1) veiksmy.

Taip pat apibréZziame funkcijg 7, kurios argumentai yra grafo virSunés. Jei
v € B, tai 7(v) reikSmé yra virSunés v tévas minimaliame dengian€iame medyje
T, jeiv € Q, tai w(v) reikSme yra jau parinkta virSuné u € B, su kuria jungiancios
briaunos e = (u, v) svoris yra lygus d(v).

Realizuodami algoritma nesaugome minimalaus dengianciojo medzio briauny,
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nes jas randame panaudodami funkcijg = ir eile @

B = {(U,Tr(v)) : UGV\{S}\Q}a

Cia s yra medzio Saknis (pradiné virsung).
Pateiksime patikslintg Primo algoritma.

Primo algoritmas

D e=V;
(2) for (veQ) dv) = oc;
(3) d(s) =0; m(s) = NULL,;
(4) while (Q#0){

(5) 18 Q iSimame pirmaja eiléje virsung u: Q = Q \ {u};

(6) for (ve N(u))

() if ((veQ)&&(w((u,v)) <d(v))){
®) 7(v) =u, dv)=w((u,v));
¥
}

Jeigu prioriteting eile @) realizuojame naudodami piramide, tai eilés tvarkymo
kastai po (5) algoritmo Zingsnio yra O(log |V'|) veiksmy. (4) cikla kartojame |V/|
karty, todél viso atliekame O(|V'|log |V']) veiksmu.

Prioritetingje eiléje saugomy virSuniy jverciy tikslinimo operacijg reikés at-
likti daugiausig |E| karty, vieno tikslinimo veiksmo kastai yra O(log|V|), todél
viso atlieckame O(|E|log |V|) veiksmy. Kadangi |V| < |E|, tai Primo algoritmo
skaiCiavimy apimtis yra O(| E|log |V]).

4.3.3. Kraskalo algoritmas

Tai irgi gob3usis algoritmas. Paaikinsime pagrinding algoritmo idéjg. Visas
grafo briaunas surusiuojame jy svorio didéjimo tvarka:

w(er) Sw(ez) < ... <wley).

PradZioje turime dengianciy medziy miska, kurj sudaro tik grafo virSunés. Tada i$
eilés tikriname kiekvieng briaung. Jvertiname dvi galimybes:

1. Jei nagringjamos briaunos e; abu galai priklauso tam paCiam mélynam me-
dZiui, tai egzistuoja kelias, jungiantis Sias virSunes. Kadangi cikle néra rau-
dony briauny, tai briaung e; nudazome raudona spalva, t.y. jos nejtraukiame
| minimaly dengiantj medj.
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2. Jei briaunos galai priklauso skirtingiems medziams T+ ir T5, tai ja nudazome
melyna spalva, 0 medzius sujungiame.

Kraskalo algoritmas

(1) Grafo briaunas iSdéstome jy svorio didéjimo tvarka;
@ F={TT,....To}, Ti=({u}, 0);
(3) =0, B =1
(4) while (|B]<|V]-1){
(5) if (e; = (u,v) galai priklauso skirtingiems medziams) {

(6) B=BUe;;
(7) Sujungiame abu pomedZius j vieng medj;
}
(8) i=i+l;

¥

4.6 teorema. Tegul G yra jvertintasis jungus grafas. Tada Kraskalo algoritmu
randame minimalyjj dengiantj medj.

Irodymas. Jeigu eiliniame Zingsnyje briaunos e; abu galai priklauso tam pa€iam
mélynam medZiui, tai jos nejtraukiame j minimalyjj dengiantj medj. Kadangi Siai
briaunai galime taikyti raudonajg taisykle, tai Siuo atveju teoremos teiginys teisin-
gas.

Nagrinékime antrajj atvejj, kai briaunos e; galai priklauso skirtingiems me-
dziams 71 = (V4, By) ir Ty. Tada konstruojame grafo G pjuvj (V1, V'\ V4). Jisyra
suderintas su jau parinkty briauny aibe B, o briauna e; kerta §j pjuvj ir yra lengva,
nes briaunos surusiuotos jy svorio didéjimo tvarka. Taigi Kraskalo algoritme briau-
nos jtraukiamos j minimaly dengiantj medj naudojant melynaja taisykle. [

4.5 pavyzdys. Minimalaus dengianciojo medZio radimas Kraskalo al-
goritmu. Imkime grafa, pavaizduotg 4.2 paveiksle. Minimalaus dengian-
¢iojo medzio formavimas Kraskalo algoritmu yra parodytas 4.7 paveiksle.

Algoritmo sudétingumo analizé. Mums reikia jvertinti sudétingumg trijy pa-
grindiniy operacijy:

1. SuruSiuoti grafo briaunas jy svoriy didéjimo tvarka.
2. Duota virSuné v, reikia rasti medj 7;, kuriam ji priklauso.

3. Sujungti du pomedzius j vieng medj.
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4.7 pav. Minimalaus dengianciojo medzio radimas Kraskalo algoritmu: a — i) minimalaus
dengianciojo medzio pomedis po kiekvieno algoritmo zingsnio. Storos juodos linijos Zymi
mélynas briaunas, punktyrinés linijos — raudonas briaunas

Grafo briaunas ruSiuojame kuriuo nors greituoju algoritmu, taigi atliekame
O(|E|log | E|) veiksmy. Likusias dvi operacijas atlieckame O(|E|) karty. Kitame
poskyryje susipazinsime su aibiy paieskos ir dviejy aibiy sujungimo algoritmais,
kuriy bendroji skai¢iavimy apimtis yra tik O (| E| o(log |E|)) veiksmy.

Todel Kraskalo algoritmo sudetingumas yra O(|E|log |E|) o didZioji skaiCia-
vimy dalis yra skirta grafo briauny rusiavimui.

4.3.4. Aibés ir algoritmai

Kraskalo algoritme (ir daugelyje kity algoritmy) svarbi vieta yra skirta pa-
grindiniy aibiy veiksmy atlikimui. Todél Siame poskyryje susipazinsime su keliais
efektyviais tokiy operacijy realizavimo algoritmais.
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Turime nesusikertanciy aibiy rinkinj
A={Ay, As, ..., AN}, AiﬂAj =0, 1#7.

Kiekvieng aibe A; = A;(x;) charakterizuoja vienas jos elementas x; € A;.
Nagrinékime tokius pagrindiniuss aibiy veiksmus:

e MakeSet(x) — sukuria naujg aibe, kuriai priklauso vienintelis elementas z.
Kadangi visos A rinkinio aibés turi buti nesusikertancios, tai = negali pri-
klausyti jokiai Kitai jau egzituojanciai aibei A;.

e FindSet(x) — randa aibe A;, kuriai priklauso elementas x ir grgzina nuoroda
j 5j elementa.

e UnionOfSets(x, y) — sujungia dvi aibes, kurioms priklauso elementai x ir y.
Operacija atlieckama, jei Sios aibés yra skirtingos. Abi senos aibés yra sunai-
kinamos, o naujosios aibés pagrindiniu elementu parenkamas kuris nors jai
priklausantis elementas.

Aibe realizuosime panaudodami medZio duomeny strukturg, jo Saknis bus pa-
grindiniu aibés elementu. Kiekvienas elementas saugo nuorodg j savo téva.

Tada MakeSet(x) sukuria naujg medj, jj sudaro tik vienas elementas x, kurio
tévo rodyklé yra nukreipta j .

PaprasCiausia FindSet(x) operacijos realizacija yra tokia — i$ elemento z, ei-
dami briaunomis, rodanciomis j elemento téva, pasiekiame medzio Saknj. TaCiau
toks algoritmas yra neefektyvus, jei medis néra subalansuotas. Todél pateiksime
sudetingesnj algoritma, kuriuo ne tik surandame aibg, kuriai priklauso elemen-
tas, bet ir sutrumpiname kelius nuo paieSkos metu aplankyty virSuniy iki medzio
Saknies.

PaZzymeékime p(x) elemento x téva.

FindSet(x)

begin

(1) if (2#p6)) pK) = FindSet (p(X));
(2) return p(x)

end FindSet

Algoritme naudojame rekursija, jei = néra medzio Saknis, tai ieSkome kuriai
aibei priklauso x tévas. Po to pakei¢iame rodyklés p(z) reikSme — ji nukreipiama j
aibés pagrindinj elementa. Algoritmo darbas pavaizduotas 4.8 paveiksle.
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4.8 pav. Aibés paiesSka FindSet(x) algoritmu: a) medis prie$ vykdant = paieska, b)
pertvarkytas medis po paieSkos algoritmo jvykdymo

Paprasciausia UnionOfSets(x, y) operacijos realizacija yra tokia: vieno i$ me-
dziy Saknies téevo rodykle (priminsime, kad ji rodo j tg patj elementg) nukreipiame
j Kitos aibés Saknj (zr. 4.9 paveiksla)

A

4.9 pav. Dviejy nesusikertan€iy aibiy jungimas papras€iausiu UnionO f Sets(z,y) algo-
ritmu: a) du medziai prie$ vykdant sujungima, b) medis po aibiy sujungimo

Vykdydami jvairius algoritmus, pvz. Kraskalo algoritmg, ne tik sujungiame
aibes, bet véliau dar daug karty tikriname, kokiai aibei priklauso vienas ar Kitas
elementas. Naujojo medZio aukStis bus maZiausias, jei sujungdami medZius dar
atsizvelgsime ir j jy rangus. Naujai sukurtos aibés vienintelio elemento rangas yra
lygus nuliui. MedZio Saknies rangas keiciasi tik tada, kai jungiamy medZiy Sakny
rangai yra vienodi. Tada naujai gauto medzio Saknies rangas didinamas vienetu.

Pazymeékime rank(x) elemento x ranga.
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UnionOfSets(x, y)

begin
(1) u=FindSet(x), v = FindSet(y);
@) if (U#V)
() if (rank(u) > rank(v) ) p(v) = u;
(4) else{
(6) p(u)=v;
(6) if (rank(u) == rank(v) ) rank(v) = rank(v) +1
}

end UnionOfSets

Tarkime, kad viso atlikome m operacijy su aibémis, tarp jy n karty vykdéeme
MakeSet(x) veiksma, tada blogiausio atvejo sudétingumas yra O (m log n).

4.3.5. Boruvkos algoritmas

Tai irgi gob3usis algoritmas. PaaiSkinsime pagrinding algoritmo idéjg. Pra-
dZioje, panaSiai kaip Kraskalo algoritme, turime dengianciy medZiy miska £, kurj
sudaro tik grafo virSunés. Eiliniame algoritmo Zingsnyje randame po viena leng-
viausig briaung, iSeinanCig i$ kiekvieno medZio. Kadangi kai kurios briaunos gali
sutapti, tai uztenka nagrinéti misko poaibj F; C F, kad kiekviena lengva briauna
buty pasirinkta tik vieng kartg. Visas Sias briaunas jtraukiame j minimaly dengiantj
medj bei sujungiame kai kuriuos pomedzius. Procesg kartojame tol, kol parenkame
|V| — 1 briauna.

Boruvkos algoritmas

() F={T,Ts,....,Tn}, Ti=({vi}, 0), B=0;
(2) while (|B] < |V]—=1){
(3) for (T; € F)
(4) Randame lengviausig iSeinancig briaung e;;
(5) Sudarome skirtingy e; briauny aibe L;
(6) B=BUIL;
(7) Modifikuojame miska F’;

4.7 teorema. Tegul G yra jvertintasis jungus grafas. Tada Boruvkos algoritmu
randame minimaly dengiantj med;.

I[rodymas. Imkime medj 7; = (V;, B;) ir sudarykime grafo pjuvj (V;,V \ V),
kuris yra suderintas su jau parinkty briauny aibe B. Nauja parinkta briauna e;



124 4 SKYRIUS. ALGORITMAI GRAFUOSE

kerta $j pjuvj, taigi ji yra lengva. Toks teiginys yra teisingas visiems medziams
T; € F1, taigi Boruvkos algoritme briaunos jtraukiamos j minimaly dengiantj medj
naudojant mélynaja taisykle. [

4.6 pavyzdys. Minimalaus dengianciojo medzio radimas Boruvkos al-
goritmu. Imkime grafg, pavaizduotg 4.2 paveiksle. Minimalaus dengian-
¢iojo medzio formavimas Boruvkos algoritmu yra parodytas 4.10 paveiksle.

4.10 pav. Minimalaus dengian€iojo medZio radimas Boruvkos algoritmu



