4 skyrius

Algoritmai grafuose

4.1. Grafy teorijos uzdaviniai

4.1.1. Grafai

Tegul turime virsuniy aibe V = {vl, Vo, ... ,UN} (angl. vertez) ir briauny
aibe E = {e1,e,...,ex}, briauna (angl. edge) yra virSuniy pora — e; =
(v1j,v95). Paprasciausias grafo pavyzdys yra Salies keliy zZemélapis: miestai
ir gyvenvietés sudaro virsuniy aibe, o keliai — briauny aibe.

Jei briaunos e; = (vij,v;) ir e = (vo5,v1;) yra skirtingos (svarbi yra
ir jungimo kryptis), tai jos vadinamos orientuotomis, o grafas, sudarytas
is tokiy briauny, yra vadinamas orientuotuoju grafu. Orientuotaja briauna
dar vadiname lanku. Miesto keliuose irgi susiduriame su tokia situacija, kai
gatvéje leidziamas tik vienpusis eismas.

Dvi grafo virsunés, sujungtos bent viena briauna, vadinamos gretimomis
arba kaimyninémis, priesingu atveju jos vadinamos nepriklausomomis. Pa-
vyzdziui, Vilnius ir Kaunas yra gretimi miestai, o Kaunas ir Utena yra
nepriklausomos keliy zemélapio virsunés.

Dazniausiai neuztenka tik zinoti, ar du miestai yra sujungti keliu, bet
svarbu ir tai, koks yra atstumas tarp Siy miesty, kokia yra kelio danga,
koks maksimalus greitis yra leidziamas vaziuojant siuo keliu. Todél grafo
briaunoms gali buti priskirti realus skaiciai, jvertinantys atstuma, laika,
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svorj ir panasius pozymius. Toks grafas yra vadinamas svertiniu. Briaunos
e; € E jvertj (svor}) zymeésime w(e;) (svoris angliskai weight).

Virsuneés v kaimynu (angl. neighbours) aibe zymeésime
N@w)={u: uweV, (u,v) € Earba (v,u) € E}

ir vadinsime virsunés aplinka.

Virsunés v laipsnis deg(v) yra kaimyny skaicius. Jei virSuné neturi
kaimyny (deg(v) = 0), tai ji vadinama izoliuota. Kai deg(v) = 1, tai v
vadinama nusvirusia virsune. Orientuoto grafo atveju skiriame virsunés

.....

(F——®@

b)

4.1 pav. Grafy pavyzdziai: a) neorientuotas grafas, |V| =7, |E| = 7, virSuniy vy,
vs, v4 laipsnis yra lygus 3, virSuniy vs, vs laipsnis lygus 2, vg yra galiné virsune,
v7 yra izoliuota virsune, b) orientuotas grafas, |V| =4, |E| = 6, ¢) svertinis grafas,
V| =6, |E| =8.

Virsuniy seka p = {vio, Vigs - v s vik} yra vadinama k — keliu (marsrutu,
angl. path), jei sekos visos gretimos virsunés yra sujungtos briaunomis, t.y.

(Uij,vij+1)€E, 7=0,1,...,k—1.

Ciklu vadiname k — kelig, kuriame pradiné virsuné sutampa su paskutine
Vi, = V., 0 kitos virsSunés kelyje nesikartoja.

Grafas vadinamas jungiu, jei tarp bet kuriy jo virsuniy egzistuoja kelias.
Pavyzdziui, jeigu turime keliy zemélapj ir grafas yra jungus, tai iS bet kurio
miesto ar gyvenvietés galima nuvaziuoti j kita vietove. Pavasariniy potvyniy
metu kai kurios gyvenvietés tampa nepasiekiamomis.
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Nagrinékime svertinj grafa. Kelio p ilgiu vadinsime skaiciy

k—1
W(p) = Zw((vij’vij+1)) .

j:
Tuo atveju, kai grafo briauny svoriai néra uzduoti, kelio ilgiu vadiname kelio

briauny skaiciy.
Trumpiausiu keliu, jungianc¢iu dvi grafo virsunes a ir b, vadinsime kelig

p = {a7 UZI’ AR Ulk7b}7
tenkinantj salyga W (p) < W(p/), ¢ia p’ yra bet koks kitas kelias, jungiantis

air b.

Jei visy briauny svoriai yra teigiami skaiciai, tai trumpiausias kelias
visada egzistuoja. Sj teiginj jrodome tokiais samprotavimais: kadangi briau-
ny svoriai yra teigiami skaiciai, tai trumpiausiame kelyje negali buti cikly.
Tada lieka baigtinis (nors gal but ir labai didelis) skirtingu keliy skaicius,
tarp ju ir iSrenkame trumpiausia.

Grafas yra vadinamas pilnu, jei visos jo virSunés tarpusavyje sujungtos
briaunomis, t.y.:

N(vj) =V \{v;}, j=12,...,[V]
4.1.2. Pagrindiniai uzdaviniai
1 uzdavinys. Duotas grafas G = (V, E). Reikia rasti trumpiausia kelia
tarp dviejy jo virsuniy a,b € V.

2 uzdavinys. Reikia rasti trumpiausius kelius tarp virsuneés a ir visy kity
grafo virsuniy v € V.

3 uzdavinys. Jeigu grafas G yra orientuotas, tai reikia rasti trumpiausius
kelius i$ visy grafo virsuniy v € V' iki duotosios virSunés a € V.
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4 uzdavinys. Kiekvienai grafo virsuniy porai a,b € V reikia rasti trum-
piausia jas jungiantj kelia.

Aisku, kad iSmoke spresti 2 uzdavinj, 3 uzdavinj galésime iSspresti tuo
paciu algoritmu, pries tai pakeite briauny kryptis. Taigi lieka trys skirtingi
uzdaviniai. Atrodyty, kad uztenka iSmokti spresti 1 uzdavinj, tada 2 ir 4
uzdavinius spresime, kaip seka paprastesniy pirmojo tipo uzdaviniy. Bet
toks budas nebutinai yra geriausias: pirma, sudétingesnio uzdavinio tiesio-
ginis sprendimo algoritmas gali buti daug efektyvesnis, antra, pamatysime,
kad paprastesnj 1 uzdavinj pavyksta iSspresti tik algoritmu, skirtu 2 uzda-
vinio sprendimui. Pastarasis faktas yra pakankamai pamokantis: daznai
lengviau yra iSspresti tinkamai suformuluota bendresnj uzdavinj, nei rasti
atskirojo uzdavinio sprendinj.

5 uzdavinys. Minimalus dengiantis medis. Kitas uzdavinys labai
daznai sutinkamas planuojant komunikacinius tinklus, pavyzdziui, kompiu-
terinj tinkla, jungiantj visus jstaigos kompiuterius. Tokj tinkla vaizduojame
grafu, kurio virsuniy aibe V' sudaro asmeniniai kompiuteriai, darbo stotys ir
serveriai, o briauny aibe F sudaro jungtys, jungiancios siuos kompiuterius.
Aisku, gautasis grafas turi buti jungiu, tik tada visi darbuotojai galés keistis
informacija. Taip pat siekiame, kad komunikaciniy linijy kaina buty mini-
mali, todél reikia mazinti grafo briauny skaiciy.

Pirmiausia apibréziame svarby grafo atvejj.
Medis yra jungus grafas, kuriame néra cikly. Aptarsime kai kurias
medziy savybes, kurios ir charakterizuoja sia struktura.

4.1 teorema. Tegul v ir w yra skirtingos medzio virsunés, tada egzistuoja
vienintelis jas jungiantis paprastas kelias.

Irodymas. Tarkime priesingai, kad egzistuoja du skirtingi keliai, jungiantys
v ir w. Tada gauname, kad grafo briaunos sudaro cikla, bet taip buti negali,
nes grafas yra medis. [

4.2 teorema. Medis, kuriame yra n virsuniy, turi n — 1 briauna.

Irodymas. Jei turime tik viena virSune, tai briauny aibé yra tusc¢ia. Pri-
dédami papildoma briauna turime pridéti ir nauja virsune, nes prieSingu
atveju gausime cikla. [

Tegul G = (V, E) yra jungus grafas. Tada grafo G dengianciu medziu
(angl. spanning tree) vadinsime medj T = (V, E'), kurio briauny aibé E'
yra grafo G briauny aibés poaibis, t.y. E CE.
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Aigku, kad grafo dengiantis medis nebutinai yra vienintelis. Yra daug al-
goritmy, leidzianc¢iy sukonstruoti dengianc¢ius medzius. Susipazinsime tik su
vienu paprastu algoritmu. Pasirenkame bet kuriag grafo G virsune. Kadangi
grafas yra jungus, tai randame nauja virSune, sujungta briauna su viena
i$ jau parinkty virsuniy. Sj cikla kartojame tol, kol parenkame visas n
virsunes.

Uzdavinys pasunkéja, kai grafas G yra jvertintasis. Tada reikia rasti
minimaly dengianti medj 7', t.y. medj, kurio bendrasis briauny svoris W (T")
yra maziausias, ¢ia

ecE’

Dengianciy medziy pavyzdziai yra pavaizduoti 4.2 brézinyje.

4.2 pav. Dengianéiy medziy pavyzdziai: a) grafas G, b) dengiantis medis W(T") =
54, c¢) minimalus dengiantis medis W (T') = 38.

4.1.3. Grafy vaizdavimas

Duomeny strukturos, vaizduojancios grafa, parinkimas néra labai pa-
prastas. Biutina atsizvelgti | du svarbius kriterijus: saugomos informacijos
apimtj ir veiksmuy (metodu) su grafais atlikimo efektyvuma. Ypaé¢ daznai
reikia mokéti rasti virSunes, kurios yra gretimos duotajai. Orientuoto grafo
atveju dar skiriamos gretimos jeinancios ir iSeinancios virsunes.

Grafo virSuniy gretimumo matrica. Turime grafa G = (V, E). Api-
bréziame n X n dydzio matrica

811 S12 --- Sin
S S e S
g 21 522 2n

Snl Sn2 ... Snn



110 4 SKYRIUS. ALGORITMAI GRAFUOSE

kurios elementai yra tokie:

1, jeiey = (vi,vj) € E,
Sij = ..
0, jeie;; € E.

Jei grafas yra svertinis, tai gretimumo matricoje saugome ir briauny svorius:

Wiy, jei eij € E,
sij = .
0, Jjeiej & L.

Jei grafas néra orientuotas, tai jo gretimumo matrica S yra simetriné:
sij = 85, 1<14,j<n.

Matricos S i-osios eilutés nenuliniai elementai apibrézia virsunes v;, |
kurias galima patekti iS v; virsuneés. Atitinkamai, j-ojo stulpelio nenuliniai
elementai apibrézia virsunes v;, iS kuriy galima patekti i v;.

Saugomos informacijos apimtis yra n? skaiciy, virsinés v; visas gretimas
vir§tines randame atlike n veiksmy. Si duomeny struktiira ypaé efektyvi,
kai reikia patikrinti ar e;; € E, tokio veiksmo kastai yra O(1) eilés dydis.

Suspausto formato matrica. Dazniausiai grafo virsuniy laipsnis (gre-
timy virSuniy skai¢ius) yra daug mazesnis uz n. Todél didesnioji grafo
gretimumo matricos koeficienty dalis yra lygi nuliui ir toks informacijos
saugojimo budas néra ekonomiskas. Tiesinéje algebroje matricos, kuriy
eiluciy nenuliniy koeficienty skaic¢ius yra daug mazesnis uz stulpeliy skaiciy,
yra vadinamos retomis matricomis (angl. sparse matriz). Ju saugojimui
naudojame jvairius informacijos suspaudimo budus. Viena juy pritaikysime
ir grafo duomeny vaizdavimui.

Masyve A i§ eilés surasome visy virsiiniy gretimas virsines. Sio masyvo
ilgis yra lygus grafo briauny skaic¢iui dim . Masyvo R elementas r; nurodo
virsunés v; gretimy virsuniy saraso pradzig masyve A, taigi v; kaimyny aibé
yra

N(v;) = {vaj o< j<rin }

Masyvo R ilgis yra n+1, paskutinis elementas 7,11 = |E|+1 yra naudojamas
apibréziant virsuneés v,, kaimynus.

Jeigu turime jvertintajji grafa G, tai W masyve saugome atitinkamuy
briauny svorius. Briaunos numeruojamos taip pat, kaip ir gretimos virsunés
A masyve.
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4.1 pavyzdys. Grafy vaizdavimas suspaustu formatu. Pateik-
sime grafy, pavaizduoty 4.1 brézinyje, suspausto formato matricas:

Ay = (2,3,4,1,5,1,4,6,1,3,5,2,4,3),
Ry = (1,4,6,9,12,14,15);
Ay =

(
(
(27172747173)7 R2 == (172737577)7
(

A3: 253,451,651)455515355,673?472?4)5
W3 = (15 1,35 1,55 1,25253’2’4’ 3,2,4’5?3)5
Rs = (1,4,6,9,13,15,17).

4.2. Trumpiausio kelio radimas

Pirmiausia spresime 2 uzdavinj, t.y. rasime trumpiausius kelius nuo
virsunés v iki visy kity jvertintojo grafo virsuniy w € V.

4.2.1. Deikstros algoritmas
Sj efektyvy algoritma pasiulé E. Dijkstra.

Masyve D saugome trumpiausiy keliy iki kiekvienos virsunés ilgius. Ma-
syvas P yra naudojamas optimalaus marsruto atstatymui, jo i-ojo elemento
reikSmé p; = k parodo, kad j v; virsune patenkame i$ vy virsunés.

Tegul S yra aibé virsuniy, iki kuriy jau radome trumpiausiag kelia. Pra-
dzioje Siai aibei priklauso tik pradiné virsiné v. Vykdydami algoritma
kiekviename zingsnyje aibe S papildome viena nauja virSune. Aibéje @
saugome virsunes, iki kuriy trumpiausias kelias dar nezinomas. Aisku,
taupant kompiuterio atmintj, galima apsiriboti tik vienos i aibiy S arba
@ naudojimu, nes @ = V' \ S, tadiau algoritmo realizacija yra efektyvesné,
kai parenkame tinkama duomeny struktura aibés () saugojimui.

Tarsime, kad pradiné yra vy virsuné.
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Deikstros algoritmas

(5) S={un}; Q=V\S;

(6) i=1; i<n; i++){

(7) randame v, € Q: di < dj, Yvj € Q;

(8) if (dr=o00)stop // Grafas nejungus
(9) S=SUwv; Q=Q\uv;
(10

(11) d=di + Wi
(12) if (dj>d){
(13) dj = d;
(14) pj =k;
}

Aisku, kad po pirmo zingsnio randame virsune vy, iki kurios kelias
iS v1 yra trumpiausias (tai kaimyniné virSuné). Po to nagrinéjame visas
naujosios virSunés dar neparinktas kaimynes v; ir palyginame dviejy keliy
ilgius: geriausio zinomo iki Siol ir naujo, kai pirmiausia trumpiausiu keliu
einame | v, virsung, o is jos pasiekiame v;.

Siame algoritme naudojame godaus metodo principa: kiekviename Zings-
nyje pasirenkame geriausia lokaly sprendinj. Kaip matéme, godusis algorit-
mas nebutinai garantuoja gautojo sprendinio globaly optimaluma. Kitame
poskyryje irodysime, kad Deikstros algoritmu tikrai randame trumpiausius
kelius.

1 uzdavinio sprendimas. Jei uztenka rasti trumpiausia kelia tik iki
vienos virsunés w, tai Deikstros algoritme pakeiciame (6) salyga tokia:

(6) while (w & S) {

Taciau blogiausiu atveju teks atlikti N —1 algoritmo Zingsnj, nes w gali buti
parinkta pati paskutiné.
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4.2 pavyzdys. Trumpiausiy keliy radimas orientuotatame
grafe. Turime orientuota svorinj grafa, pavaizduota 4.3 brézinyje.

4.3 pav. Orientuotas jvertintasis grafas

Rasime trumpiausius kelius i§ virsunés vy iki visy likusiy grafo
virsuniy. Pradinés aibés S ir masyvy D, P reikSmés yra tokios:

S={v}, D=0, 70,50, co, 100, c0),
P=(1,1,1,1,1,1).

Algoritmo vykdymo eiga yra tokia:
i=1: S:{vl,vg},
D = (0, 70, 50, 65, 100, c0), P=1(1,1,1,3,1,1),
i=2: §= {vl, V3, v4},
D = (0, 70, 50, 65, 95, 110), P=(1,1,1, 3,4,4),
i=3: §= {1)1, V3, VU4, 1)2},
D = (o0, 70, 50, 65, 95, 90), P=(1,1,1, 3,4, 2),
i=4: S={v, vs, v, vz, v6},
D = (0, 70, 50, 65, 94, 90), P=(1,1,1,3,6, 2),

i=5: S={vi,vs, v4, va, vg, V5 },
D = (0, 70, 50, 65, 94, 90), P = (1,1, 1, 3, 6, 2),

Tada, trumpiausias kelias, jungiantis vy ir vs, yra p = (v1,va, vg, vs5),
o jo ilgis |p| = 94. Jeigu buty reikéje rasti trumpiausia kelia iki
vg virsuneés, tai algoritmas uzsibaigty po antrojo zingsnio, o p =
(v1,v3,v4).
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Algoritmo sudétingumo jvertinimas. Vykdydami Deikstros algoritma
(6) ciklag kartojame n — 1 (t.y. |V|— 1) karta. Kiekviename zingsnyje
randame aibés @ virsiine, iki kurios Zinomo kelio ilgis yra trumpiausias. Sios
operacijos sudétingumas priklauso nuo duomeny struktiros, realizuojancios
aibe @. Jei naudojame masyva, tai veiksmy skaicius yra O(|Q]). Todél
trumpiausiy keliy ilgiy paieska viso reikalauja O(|V|?) veiksmy. Kiekviena
grafo briauna yra analizuojama tik vieng karta, todél keliy ilgiai yra perskai-
¢iuojami |E| karty ir atlickame O(|E|) veiksmy. Taigi Deikstros algoritmo
skai¢iavimy apimtis yra O(|V |2+ |E|) = O(|V|?) veiksmy (&a pasinaudojome
nelygybe |E| < 1[V]?).

Jeigu grafo G gretimumo matrica yra reta, t.y. |E| = m|V|, m < |V|
(daugelyje taikomuju uzdaviniy m yra nedidelé konstanta), tai pagrindiné
skai¢iavimy dalis tenka trumpiausio kelio paieskai aibéje Q. Sj uzdavinj
spresime efektyviau, kai () yra piramidé. Piramidés formavimo kastai yra
O(|V|) veiksmu, o trumpiausiy keliy ilgiy perskaiciavimo ir piramidés struk-
turos iSsaugojimo skaic¢iavimy apimtis yra O(|V|log|V|) veiksmuy. Taigi
modifikuoto Deikstros algoritmo apimtis yra O(|V|log |V |+ |E|) veiksmy.

Deikstros algoritmo teisingumo jrodymas. Imkime kelig p i$ grafo
virsuneés a iki virsunés v, nepriklausancios aibei S

p:(a7 U)l,U)Q,...,’LUk,’U).

Jeigu visos tarpinés virsunés priklauso aibei S, t.y. w; € S,j =1,...,k, tai
toks kelias vadinamas S — specialiuoju.

Teisinga tokia teorema, kuri pagrindzia godaus metodo naudojima spren-
dziant 2 uzdavinj apie trumpiausius kelius nuo duotosios grafo virsunés iki
visy kity virsuniy:

4.3 teorema. Tegul G yra jvertintasis grafas ir visy jo briauny svoriai yra
neneigiami skaiciai. Pradine virsine pazymékime vy € V. Po kiekvieno
Deikstros algoritmo zingsnio yra teisingi Sie du teiginiai:
a) jel vj € S, tai dj yra trumpiausio kelio nuo vy iki sios virsunés ilgis,
b) jei v; € Q, tai d; yra trumpiausio S-specialaus kelio nuo vy iki Sios
virsunés ilgis.

Irodymas. Teorema jrodysime matematinés indukcijos metodu. Pazyméki-
me S;_1 ir S; aibe S pries ir po i—ojo algoritmo zingsnio. Atitinkamai, keliy
ilgius iki v; virsunés Zymeésime d; ;1 ir d;;.
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Pirmiausia jsitikinsime, kad abu teiginiai yra teisingi pries pirmajj zings-
nj. Kadangi S; = {vl}, tai visos likusios virsunés priklauso ;. Taigi
a teiginio teisingumo nereikia tikrinti nei vienai virsunei. Si-specialiuoju
keliu yra briaunos, iSeinancios i$ pradinés virsuneés vy, todél ir b teiginys yra
teisingas.

Tarkime, kad abu teiginiai yra teisingi pries k-aji algoritmo zingsnj.
Irodysime, kad jie lieka teisingais ir atlikus Sio zingsnio pertvarkymus. Tegul
jo metu minimaly kelio ilgj turéjo vg virsuneé, todél Sy = Si_1 U vg.

Jei v; € Si_1, tai keliais iki virSunés nebuvo pakeistas. Toks kelias
buvo optimalus pagal indukcine prielaida, todél jis liko trumpiausiu ir po
k-ojo zingsnio. Lieka jsitikinti, kad ir kelias iki vy, kuris taip pat nepakito
Sio zingsnio metu, yra trumpiausias. Remiantis indukcine prielaida jis yra
trumpiausias S;_j—specialusis kelias. Tarkime priesingai, kad egzistuoja
trumpesnis kelias p nuo vy iki vg, toks, kad

Ip| < dpi = dpp—1-
Jis jau negali buti Sy_j—specialiuoju keliu, todél jame yra virSuniy nepri-
klausanciy Si_1, tegul 91 yra pirmoji tokia virsuneé:
p= {vl, Uiy« vy Uiy U1y v vy 17m,...,vk}.

Tada kelio dalis nuo v iki 01 yra Si_j—specialusis kelias (nebutinai trum-
piausias)
]5: {Ula Viq 5 "'7vil761}-

Tegul v = v;. Gauname tokius p ilgio jvercius:
lp| = [P = djp-1-

Paskutiné nelygybé seka is indukcinés prielaidos, kad d;x_1 yra ilgis trum-
piausio Si_1—specialaus kelio iki virsunés 0. Kadangi v &€ Si_1, tai

dy k-1 < dj 1, priesingu atveju, vykdydami Deikstros algoritmo k-gji Zings-
nj, bitume pasirinke v; virsune. Bet tada gauname, kad

p = di g1,

o tai priestarauja prielaidai, jog p yra trumpesnis kelias. Taigi a teiginys
islieka teisingas ir baigus k-ojo zingsnio pertvarkymus.

Dabar nagrinésime b teiginj. Tegul v; € Q). Tada k-ajame Zingsnyje
perskaiciuojame trumpiausio Si—specialaus kelio ilgj

dj = min (dj -1, dip—1 + wiy)
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ir pasirenkame trumpesnj i dviejy galimy keliy.

Turime dvi galimybes:

1. Egzistuoja trumpiausias Sy — specialusis kelias, kuris neina per virsuneg
(U

2. Visi trumpiausi Sy — specialieji keliai eina per virsune vy.

Nagrinékime pirmgj; atveji. Tada trumpiausias Sy — specialusis kelias
yra ir trumpiausias Sj_1 — specialusis kelias, todél d;; = d;j—1. Deikstros
algoritme tokj varianta ir pasirenkame, nes, jei buty ispildyta nelygybé

i -1 +wi j < djp—1,

tai rastume trumpesnj Sy, — specialyjj kelig iki virSunés v; ir jis eity per vy, o
tai priestarauja musy prielaidai. Taigi siuo atveju b teiginys lieka teisingas
ir po atlikty pertvarkymuy.

Nagrinékime antreji atveji. Irodysime, kad v visada yra paskutiné Sk
— specialaus kelio virsuné. Tarkime priesingai, kad vy € Sy yra paskutiné
kelio virsuné. Kadangi vs # vy, tai vs € Sp_1. Tada teisinga nelygybé

ds p—1 < di g1,

nes priesingu atveju v virsuné buty pasirinkta anksciau uz vs.

@—@/O\>®

S(k-1)

; 0

4.4 pav. Antrojo atvejo analizé: trumpiausias Sy — specialusis kelias

Trumpiausia Sy — specialyjj kelia p iSskaidome j tris dalis (Zzr. 4.4 pa-
veiksla): Sk_1 — specialyjj kelia pq, jungiantj pradine virSune vy ir v, kelia
p2, jungiantj vy ir v, bei briaung ey;. Aisku, kad py yra trumpiausias Si_1
— specialusis kelias.
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Ivertiname kelio p ilgj:

Ip| = |p1] + |p2| + lesj| = |p1] + les;]
=dp -1+ Wsj = dgp—1+ Wsj -

Taigi radome dar vieng Sy — specialyjj kelia, trumpiausiu budu jungiantj vy
su vg ir po to tiesiogine briauna e,; sujungta su v;. Jo ilgis yra nedidesnis
uz |p| ir Sis kelias neina per virsune vg, o tai priestarauja prielaidai, kad visi
trumpiausi S — specialieji keliai eina per vg. Deikstros algoritme tada ir
pasirenkame nauja trumpiausia kelia, taigi b teiginys lieka teisingas ir po
atlikty pertvarkymy. OJ

4.2.2. Floido algoritmas

Siame poskyryje spresime 4 uzdavinj, kai reikia rasti trumpiausius kelius
tarp visy jvertintojo grafo G virSuniy pory. Ir § uzdavinj galime spresti
Deikstros algoritmu, kurj kartojame n karty su vis kita pradine virsune.
Tokio metodo skai¢iavimy apimtis yra O(|V[?log [V| + V] |E]).

Priminsime, kad Deikstros algoritmas priklauso godziyjy metody klasei.
Susipazinsime su Floido (Floyd) algoritmu, kuriame panaudotas dinaminio
programavimo metodas.

Metodo idéja yra paprasta. Pazymékime Dy matrica, kurios koeficientai
d;j(k) apibrézia ilgj trumpiausio kelio nuo virsunés v; iki virsunés v; ir Siame
kelyje néra virsuniy, kuriy indeksas didesnis uz k. Pradinés matricos Dg
koeficientai yra tokie:

0, kait=y,
di;(0) =  wi;, kaie;j € E,
oo, kaie;; & K.
Toliau skaic¢iuojame matricas D1, Do, ..., D,. Sudarant matrica D galimi
du atvejai:

1. Trumpiausio kelio visy tarpiniy virsuniy numeriai yra mazesni uz k,
tada teisinga lygybé
dij(k) = dij(k —1).

2. Trumpiausias kelias eina per virsune v, tada jo ilgis yra lygus atkarpy
nuo v; iki vy, ir nuo vy, iki v; ilgiy sumai (visy tarpiniy virsuniy numeriai
yra mazesni uz k):

dij(k) = dir(k — 1) + dy;(k — 1).
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Kadangi nezinome, kuris i$ iy dviejy keliy yra trumpesnis, tai gauname
matricos Dy koeficienty skaic¢iavimo formule

dzj(k) = min (dzj(k — 1), dzk(k — 1) + dkj(k — 1)) .
Pastebésime, kad kai kuriy koeficienty nereikia skaiciuoti, nes teisingos
tokios lygybés
di;(k) =0,
dlk(k) = min (dlk(k - 1), dzk(k — 1) + dkk(k - 1)) = dlk(k - 1),
dk](k‘) = min (dk](k: - 1), dkk(k‘ - 1) + dkj(k: - 1)) = dkj(k‘ - 1) .
Optimaly kelig saugome matricoje P, kurios koeficientas p;; yra lygus
trumpiausio kelio nuo v; iki v; tarpiniy virsuniy didZiausiam numeriui.
Floido algoritmas

(1) for (1—1,1<n;j_|__|_)
(2) for (j=1; j<n; j++){
(3) if (i==]) dw=0

(4) else if ((vi,v;) EE) dij = wij;
(5) else d;j = oo;
} (6) pij = 0;
(7) for (k=1; k<n; k++){
(8) for (1:1; ign; i++ )
(10) if (@ 7ék ) && (j#k) && (1 #j))A{
(11) d= dip + dy;j
(12) if (dy>d){
(13) dij = d;
(14) pij = k;
}
}
}

Pateiksime ir algoritma, kuris atspausdina trumpiausio kelio tarpiniy

virSuniy numerius.
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Trumpiausio kelio spausdinimo algoritmas

Path (1, ] )

begin

(1) k= pij;

(2) if (k#0){

(
(3) Path (i, k);
(4) Spausdiname k;
(5) Path (k,j);
}
end Path

4.3 pavyzdys. Trumpiausiy keliy radimas Floido algoritmu.
Turime orientuotg svorinj grafa, pavaizduota 4.5 brézinyje.

4.5 pav. Orientuotas jvertintasis grafas

Rasime trumpiausius kelius tarp visy grafo virsuniy. Pradinés
masyvy D ir P reikSmés yra tokios:

0 33 18 oo 00 00

12 0 oo 16 0000
Do=195 12 0 30 | =000 0

oo 20 6 0 00 00

Floido algoritmo vykdymo eiga yra tokia:

0 33 18 00 00

12 0 30 16 0010
Di=1 9512 0 3| "“{0o000]"

oo 20 6 0 00 00
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D3 =

Dy

Algoritmo sudétingumo jvertinimas.
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24
32

12
24
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33 18
0 30
12 0

20 6

30 18
0 30
12 0
18 6

30 18
0 22
12 0
18 6
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Vykdydami Floido algoritmo (7)

ciklo vieng zingsnj atlieckame O(|V|?) veiksmy. Sio ciklo ilgis yra n = |V/|
zingsniy, todél Floido algoritmo apimtis yra O(|V[?).



