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1 skyrius

Pagrindinés tikimybiy teorijos
sgvokos ir apibrézimai

1.1 Tikimybiné erdvé

1.1.1 o-algebra

Tarkime aibé S yra aibiy sistema. Aibé V' yra vadinama aibiy sistemos vienetu, jei
V € § ir kiekviena sistemos S aibé yra V poaibis.
Pvz. S = {{1,2},{7},{1,2,7,9}}, V = {1,2,7,9}.

1.1 apibrézimas. Netuscia aibiy sistema A vadinama aibiy algebra, jei
1) sistemai priklauso vienetas,
2) ABe A= AUBe A, ANBE A,
3 Ac A= A€ A,
¢ia A yra aibés A papildinys.

2) salygoje pakanka reikalauti, kad arba AU B € A, arba ANB € A, nes AUB =
(AN B), AN B = (AU B). Tai isplaukia i§ deMorgano désniu.

Pavyzdziai. 1. Bet kurios aibés visy poaibiy sistema yra algebra.

2. A={0, A}, ¢ia A # (), yra algebra.

3. Nagrin¢kime aibiy sistema S = {{1,2},{4},{1,2,3,4,5}}. Ji néra algebra.
Visada §ig aibiy sistema galime papildyti aibémis iki ji taps algebra. Stai keli pildiniai:

A = 10,{1,2,3,4,5),{1,2},{3,4,5}, {4}, {1,2,3,5},{1,2,4}, {3,5} }.

Ay = {0,{1,2,3,4,5},{1},{2,3.4,5}, {1,2}, {3,4,5}, {4}, {1,2,3,5}, {1,2, 4},
(3,5}, {1,4},{2,3,5},{1,3,4,5}, {2}, {1,3,5}, {2, 4} ],

F = {visi galimi aibés {1,2,3,4,5} poaibiai}. O

1.2 apibrézimas. Netuscia aibiy sistema F vadinama aibiy o-algebra, jei ji yra algebra

ir, jei A, € F,Vn €N, taiJ,2; A, € F arba (=, Ap € F.
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Tarkime, V yra aibiy sistemos S vienetas. S visada galima papildyti naujomis
aibémis — V poaibiais, kad ji virsty o-algebra. Pakanka ta sistema papildyti iki visy
aibés V' poaibiy sistemos. Taciau kartais galima elgtis ekonomiskiau — imti maziau
papildomy aibiy. Tarp visy o-algebry, kurioms priklauso sistemos S aibés, yra pati
negausiausia o(S), kuri vadinama o-algebra, generuota sistemos S, arba maziausia o-
algebra, kuriai priklauso S. Visada egzistuoja vienintelé tokia o-algebra, t.y. o-algebra
turinti savybes: a) S C o(S) ; b) jei S priklauso kuriai nors aibés V' poaibiy sistemos
o-algebrai A, tai ir o(S) C A.

Auksciau pateiktame pavyzdyje mes papildéme aibiy sistema S iki algebros. Ma-
ziausia algebra, generuota aibiy sistemos S, yra algebra A, kurig zymésime a(S).

Skirtingos aibiy sistemos gali generuoti ta pacia o-algebra.

1 pavyzdys. Tarkime, V = {1,2,3}. Aisku, kad a({0,V,{1}}) = a({0,V,{2,3}}) =
{0, {1}, {2,3}, {1,2,3}}.

2. pavyzdys. Ar aibiy sistema {[2, 5], (1,4),0, (1,5]} yra algebra?

Spendimas. Aibiy sistema {[2,5],(1,4),0, (1,5]} néra algebra, nes, pvz., aibés
[2, 5] papildinys nepriklauso $iai aibiy sistemai. Sios aibiy sistemos vienetas yra aibé
(1,5]. Aibiy sistema

{(1,5,0,[2,5],(1,2), (1,4),4,5], (1,2) U [4,5], [2,4)}

bus algebra. O

Aibiy, kurios sudaro o-algebra F, iSvardijimas néra praktiskas pasirinkimas, kai V'
néra skaiti. Dazniausiai tariame, kad tam tikros aibés generuoja musy o-algebra, t. y.
imama maziausia o-algebra, j kuria jeina mus dominancios aibés.

Uzduotys

1. Sukonstruokite maziausias algebras generuotas aibiy sistemy S = {{1}, {1,2,3,4}}
ir G ={{1,3},{1,2,3,4}}. Ar jos sutampa?

2. Ar aibiy sistema {(2,4],{1},0} yra algebra? Jei ji néra algebra, tai $ia aibiy
sistema papildyti aibémis taip, kad ji buty algebra.

1.1.2 Borelio o-algebra

Labai svarbus generuotos o-algebros pavyzdys yra Borelio o-algebra tieséje, kuria gali-
me apibrézti
B(R) =o({(a,b): a<b,abeR}),

t. y. o-algebra generuota atviryjuy intervaly (a,b). Borelio o-algebros B(R) aibés
vadinamos Borelio aibémis.

Priminsime, kad jei aibiy rinkinys 4 yra o-algebros G poaibis, tai 0(A) C G. Vadi-
nasi, norint parodyti, kad o({As})=0({Bs}) dviem skirtingoms aibiy sistemoms {A, }
ir {Bg}, reikia jrodyti, kad A, € o({Bg}) visiems « ir kad Bg € o({An}) visiems .

Pavyzdziui, nagrinékime

Bo(R) =o({(a,b): a<b,a,beQ}), Q — racionaliyjy skaiciy aibé.
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Norint jrodyti lygybe Bg(R) = B(R) mums pakanka parodyti, kad bet koks intervalas
(a,b) € Bp(R). Sj fakta gauname i3 to, kad bet kokiems realiesiems skai¢iams a < b
egzistuoja tokie racionalieji skaiéiai ¢, < r,, kad ¢, | a, r, T b ir

(a,b) = |J(gn,mn) € Bo(R).

n
1.3 teiginys. Teisingos lygybés

o({(a,b): a <b,a,beR}) = o

= O

{([a,b] : a < b,a,beR}) =
{(—00,b]: bEeR}) =
{(=o00,0] : b€ Q}) =
{atmros aibés O : O C R}).

= 0

(
(
(
= of

1.4 pastaba. Realiyjy skaiciy aibé O vadinama atvirgja, jei kiekvienam x € O egzis-
tuoja r > 0 toks, kad intervalas (x — r,x + 1) priklauso O.

1.5 teiginys. Kiekviena netuscia atviroji realiyjy skaiciy aibé O yra atviryjy intervaly
skaiti sqjunga.
1.1 uzdavinys. Pazymékime T = {(a,b]: a,b € R}, t.y. T yra aibé intervaly, kuriy
galai yra bet kokie R taskai. Jrodysime, kad o(Z) = B(R).

Sprendimas. Aisku, kad Z C o({(a,b) : a < b,a,b € R}), nes

o0

(a,b] = ﬂ (a,b+%), a <b.

n=1
Todél o(Z) C B(R). Belieka jrodyti, kad (a,b) € o(Z). Tai iSplaukia is lygybes
= U (ab- f] a<b. O
n=1

Pastebésime, kad

,b), a<b

1
n

2
=
I
D)
—
S
|

S
Il
—

{a} =

D8
/N
S|
|
S |-
=

S
I
—

Taigi Borelio o-algebrai B(R) priklauso ne tik intervalai (a,b), (a,b], bet ir vientaskes
aibés {a} bei intervalai [a, b). Siai o-algebrai, be jau minéty intervaly (a, b], (a,b), [a, b],
[a,b) ir vientaskés aibés {a}, priklauso begaliniai intervalai (—oo, b], (—00,b), (a, o).

1.6 teiginys. FEgzistuoja R poaibis, kuris nepriklauso B(R), t. y. ne visos aibés yra
Borelio aibés.
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Nepaisant Sio teiginio, praktiskai visos aibés, su kuriomis susiduriame, yra Borelio
aibés.

1 pavyzdys. Racionaliyjy skaiciy aibé yra Borelo aibé. Kadangi racionaliyjy
skai¢iy aibé yra skaiti Q = {ry,rq,...}, tai ja galima uzrasyti kaip sajunga vientaskiy
aibiy Q = U2 {r;}. Is o-algebros apibrézimo iSplaukia, kad ji yra Borelio aibé.

2 pavyzdys. Iracionaliyjy skaiCiy aibé yra Borelo aibé. Kadangi iracionaliyjy
skaiciy aibé yra racionaliyjy skaiciy aibés pildinys iki visy realiyjuy skaic¢iy, tai ji yra
Borelio aibé.

3 pavyzdys. (Kantoro aibé) Sis pavyzdys rodo, kad Borelio aibémis gali biiti
labai komplikuotos aibés. Nagrinékime vienetinj intervala [0,1]. Daliname ji i tris
lygias dalis. Vidurine dalj iSmetame, t.y. intervala A; = (1/3,2/3). Gausime aibe
Cy; = [0,1/3] U [2/3,1], kuri susideda i$ dviejy intervaly. Kiekviena i$ Siy intervaly
skaidome j tris lygias dalis ir pasaliname vidurines dalis. Gausime aibe¢ Cy = [0,1/9] U
[2/9,1/3] U [2/3,7/9] U [8/9,1], kuri sudaryta i$ keturiy intervaly. Tesiame §j procesa
toliau. Tuomet k-oji aibé sudaryta i§ 2 intervaly, kuriy kiekvieno ilgis yra 37%. Aibe

[e.9]
C= ﬂ Cy
k=1
vadinama Kantoro aibe. Ji yra Borelio aibé. Ji yra neskaiti aibé. Jos galia — kontinu-
umas. Be to, iSmesty intervaly ilgiy suma

X2kl 12k 1
> =25(G) =5t
k=1 k=0 3
nes pirmajame zingsnyje iSmetame intervala, kurio ilgis %, antrajame — 2 %, o k-tajame
- 2k71 (%)k
I I
| | I I
| | | | - - - -
[ N [ [ N [ N [ N | [ N | [ N | |}

pav. Kantoro aibé (5 zingsniai)

Baigtiniam intervalui [a, b] apibrésime Borelio o-algebra lygybe
B([a,b]) = {AN][a,b]: A e B(R)}.

Kartais mums reikia Borelio o-algebros apibréztos prapléstoje skaiiy tieséje R =
[—00,0]. Borelio o-algebra B(R) vadinsime c-algebra generuota aibiy sistemos i$ R,
kuri sudaryta i$ baigtinio skaic¢iaus nesikertanc¢iy intervaly

(a,b] ={z €eR:a <z <b}, —0<a<b< oo,
¢ia intervalas (—oo, b] sutapatinamas su aibe {z € R: —oo <z < b}.
Daugiamaciu atveju Borelio o-algebra B(R?) yra apibréziama kaip o-algebra, ge-

neruota daugiakampiy I1 x ... X I, ¢ia Iy, k =1, ...,d, yra intervalai i R. Galima
irodyti, kad B(R?) = o({By x ... x By}), ¢ia By € BR), k=1, ...,d.
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1.1.3 Aibés matas

Kas tai yra matas? Nagrinékime realiyjy skaicCiy tiese. Imkime bet kokj baigtinj tos
tiesés intervala I. Jis gali buti [a, b], (a,b], [a,b), (a,b). Jo ilgis, t.y. b — a, vadinamas
intervalo I matu. Zymésime m(I). Jei turime intervalg [a, a], tai jo matas m([a, a]) = 0.
Naturalu, kad tuscios aibés () matas m(0) = 0.

Nagrinékime aibiy sistemg A, kuri sudaryta i$ baigtinio skaidiaus nesikertanciy
intervaly (a, b] junginiy. Tarkime, kad aibés (a, b] yra (0, 1] poaibiai ir

n

A= Z(aiv bl]a (aia bl] N (aka bk] = ®7 Jeit 7& k.
i=1

Aibiy sistema A yra algebra. Aibei A € A priskiriame skai¢iy
m(A) = Z(bl — ai).

Tada m yra matas apibréztas algebroje A. Ji galima pratesti iki vienintelio mato m
erdvéje ((0,1],B((0,1])). Matas m vadinamas Lebego matu apibréztu macioje erdve-
je ((0,1],B((0,1])). Analogiskai galime sukonstruoti o-baigtinj Lebego mata macioje
erdvéje B(R), t.y. m([a,b]) < oo bet kokiems a,b € R, a < b.

Sakoma, kad aibés N C R matas lygus 0 (arba N yra nulinio mato aibé), jei su
kiekvienu € > 0 egzistuoja tokia intervaly seka {I",n € N}, kad

o0 o0
NclIr i« > m")<e
n=1 n=1

Tokiu atveju rasoma m(N) = 0. Visy nulinio mato aibiy klase Zymésime N.

1.7 teiginys. (Nulinio mato aibiu savybes)
1) Jei Ne N, ACN, tai A e N.
2) Jei N; GN, 1=1,2,..., taiU;ﬁlNi eN.

Irodymas. 1) Akivaizdu.
2) Laisvai pasirenkame ¢ > 0. Kiekvienam ¢ € N egzistuoja tokia sistema {I*,n €
N}, kad

o0 o0 €
NclJnm i ) m(IP) <.
n=1 n=1 2
Tada
o0 o0 (o) o0 (o] 0 €
UNZ'CUUI? ir sz(lzn)<Z§:5
=1 i=1n=1 i=1 n=1 i=1

Dabar uztenka pastebéti, kad intervaly sistema {I",i € N,n € N} yra skaiti, kaip
skai¢ioji skaifiy sistemy sajunga (jos nariy maty sistema nepriklauso nuo sumavimo
tvarkos).

Po daugiau intuityviai aiskaus mato apibrézimo pateiksime formaly apibrézima.
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1.8 apibrézimas. Matu aibés E poaibiy algebroje A vadinamas atvaizdis u: A — R,
tenkinantis aksiomas:

a) p(0) = 0;

b) (o-adityvumas) jei {A4;,i € N} — poromis nesikertanciy aibiy is A seka ir
U2 A; € A, tai

o0 o0
M( U Ai) = > u(Ai)
i=1 i=1
Jei W(F) < 00, tai matas p vadinamas baigtiniu.

1.9 teorema. Matas v algebroje A pasizymi siomis savybémis:
1) (monotoniskumas) jei Ay, Ay € A, Ay C Az, tai (A1) < u(Asz);
2) (stiprus adityvumas) jei Ay, Ay € A, tai

(A1) + p(A2) = p(A1 U Az) + p(A1 N As);

3) (o-pusiavadityvumas) jei aibiy i§ A sekos {A;,i € N} sqjunga U2, A; € A, tai

u( f_j Ai) < iM(Ai)§

4) (tolydumas i$ apacios) jei A, 1 A algebroje A, tai p(A,) T u(A);
5) (tolydumas i8 virsaus) jei A, | A algebroje A, tai u(Ay,) | n(A). O

Pavyzdziui, atvirosios aibés ,ilgis” bus skaitaus skaic¢iaus atviryjy intervaly ilgiy
suma, kuriy sajunga lygi nagrinéjamai atvirajai aibei.
1 pvz. Sakykime Q yra racionaliyjy skaiciy aibé intervale [0, 1]. Tada m(Q) = 0.

Irodymas. Bet kokia baigtiné arba skaicioji aibé yra nulinio mato aibé. IS tikryjy, bet
kokia vientaské aibé yra nulinio mato, o kiekviena skaicioji aibé yra skaiti vientaskiy
aibiy sajunga. Lieka pritaikyti 1.7 Teiginio 2 savybe. Todél racionaliyjy skaiciy aibés
matas yra 0.

2 pvz. Nagrinékime Kantoro aibe C. Jos matas m(C') = 0, nors ji yra kontinuumo
galios.

Irodymas. IS 1.9 teoremos ir aibés C apibrézimo isplaukia, kad

: : 2\
m(C) = Jim m(Cy) = Jim (3)" =0 D

Jei intervalas I yra begalinis, t.y. (—o0,a), (—o0,al, (b,00), [b,00), tai jo matas
lygus oc.

Savoka ,,beveik visur”. Sakoma, kad kokia nors erdvés R tasky savybé galioja
beveik visur (sutrumpintai b.v.) aibéje A C R, jei ji galioja visuose aibés A taskuose,
iSsskyrus nulinio mato aibe.

3 pvz. 1) f,, = [ bov. aibéje A <= A\{z € A: f,(z) = f(x)} e N

2) Sakoma, kad funkcija f: A — R = [—o0,+00] yra beveik visur baigtiné, jei
{reA: f(x)=2do0}eN
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3) Sakoma, kad funkcija f: A — R yra tolydi beveik visur aibéje A C R, jeigu jos
visy trukio tasky aibé yra nulinio mato. Pvz., bet kokia funkcija f € D([a, b]) yra tolydi
b.v. intervale [a, b], nes jos trukio tasky aibé yra skaiti ir todél yra nulinio mato. (Bet

.....

f(z) = [z], t.y. sveikoji dalis z.
4) Funkcijos

f(x)_{& kai z € QN 0, 1], o(z) =2

12, kaizeQn]o,1],
b.v. sutampa.

Uzduotys

1. Ar funkcija f(z) = x — [z] yra beveik visur tolydi? Argumentuokite.
2. Ar funkciju seka f,(x), = € [0, 1], konverguoja beveik visur i f(z), z € [0, 1], jei

z|

fol) = {n kai z € QN [0,1],

3, kaizeQn]o,1], J(x) =3

Argumentuokite.
3. Duotos funkcijos

(@) 0, jei x yra racionalusis skaicius,
€Tr) =
x, jei x yra iracionalusis skaicius,

Nurodykite teisingus atsakymus: a) funkcija f(z) yra beveik visur tolydi; b) funkcija
f(z) yra beveik visur truki; c) funkcija f(z) yra beveik visur lygi funkcijai g(x); d)
funkcija f(x) yra beveik visur lygi funkcijai h(x).

1.1.4 Tikimybiné erdvé

Elementariyju jvykiy erdve pasizymime (2.

1.10 apibrézimas. Porg (Q,F), ¢ia F — aibés Q poaibiy o-algebra, vadinsime ma-
¢ia erdve. Duotai maciai erdvei tikimybinis matas P yra funkcija P: F — [0,1],
tenkinanti savybes:

a) 0<P(A) <1, VAEeF,
b) P(Q) =1;

o) P(A) =) P(4), jei
k=1
A= U Ay yra skaiti nesikertanciy aibiy A € F sqjunga.
k=1

Tikimybiné erdvé yra trejetas (2, F,P), cia P yra tikimybinis matas macioje erd-
véje (2, F).
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Visy galimy elementariyjy jvykiy erdvés ) poaibiy sistema yra o-algebra. Tai
paprasciausias o-algebros pavyzdys.

Papildykime Borelio o-algebra B([0,1]) Lebego nulinio mato aibémis, t.y. aibémis
A C (0,1], kurioms galime rasti tokias Borelio aibes A C A C B, kad m(B\A) = 0.
Gautoji naujoji aibiy sistema B([0, 1]) yra o-algebra. Ji vadinama intervalo [0, 1] Lebego
aibiy sistema.

Erdve ([0,1], B([0,1]),m) yra tikimybinés erdvés pavyzdys.

1.2 Atsitiktiniai dydziai ir juy skirstiniai

Sakykime, duota tikimybiné erdve (2, F,P) ir mati erdve (R, B(R)). Atsitiktinis dydis
(toliau — a. d.) arba mati funkcija yra funkcija X: © — R tokia, kad {w: X(w) € B} €
F bet kokiai Borelio aibei B € B(R). Sj reikalavima galime susilpninti, pakeisdami bet
kokia Borelio aibe B intervalais (—oo, ], ¢ia a yra bet koks realus skai¢ius. Taigi
pakanka reikalauti, kad bet kokiems o € R aibé {w: X(w) < a} € F.

1, € A,
1 pavyzdys. Bet kokiai A € F funkcija 14(w) = “ yra a. d., nes
0, we¢gA
Q a>1,
{w: 14(w) <a}=<A, 0<a< 1, visos ¢ia iSvardytos aibés priklauso F. Toks a. d.
0, a<O0
vadinamas aibés A indikatoriumi. O

A. d. apibrézime o-algebra F vaidina labai svarby vaidmenj.

1.2 uzdavinys. Tarkime, Q = {1,2,3}. Rasti o-algebrg F tokiq, kad (2, F) buty mati
erdvé, ir rasti atvaizdi X : Q — R tokj, kad X nebuty a. d. erdvéje (Q, F).

Sprendimas. Imkime F = {{1,2,3},0} trivialia o-algebra. Tada (2, F) — mati
erdvé. Tarkime, X (w) = w, ¢ia w € Q. Tada

{w: X(w) <1} ={1} ¢ F.
Taigi X néra a. d.

1.11 apibrézimas. Realiuvoju paprastuoju a. d. erdvéje (2, F) vadiname a. d., jgyjant;
tik baigting skaiciy skirtingy reiksmiy.

Jei paprastasis a. d. X(w) igyja reikSmes ¢y, ..., ¢, ir jos visos yra skirtingos, tai
pazyméje Ay = X 1(cx) = {w: X(w) = ¢} € F, gauname X (w) = Y7 cxla, (w),
w € Q.

1.12 teiginys. Kickvienam a. d. X (w) egzistuoja tokia paprastyjy a. d. seka X, (w),
kad X, (w) = X(w), kai n — oo, kiekvienam fiksuotam w € Q.
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Irodymas. Tarkime,
n2™—1
fo(@) =nlppany + Y k27" g0 (ep1)2-n) (2).
k=0
Jeia. d. X >0, tai X,, = f,(X) yra paprastieji a. d. Kadangi X > X,41 > X, ir
X(w) — Xp(w) <277 kai X(w) <n, tai X,(w) - X(w), kai n — oo, kiekvienam w.
Kiekviena a. d. galima uzraSyti dviejy neneigiamy a. d. suma, t. y. X(w) =
Xi(w) — X_(w), ¢ia Xi(w) = max(X(w),0) ir X_(w) = —min(X(w),0). Tuomet
paprastieji a. d. X,, = f(X4) — f(X_) tenkina teiginio reikalavima. O

1.13 lema. Tarkime, £ yra tokia aibiy sistema, kad o(€) = B(R). A. d. £ = £(w) bus
F matus tada ir tik tada, kai su bet kokiomis aibémis E € £ juykiai {w: &(w) € E} € F.

1.14 apibrézimas. Duotam a. d. X maziausig o-algebrq, kurios atzvilgiu jis yra matus
erdvéje (0, F), Zymésime o(X). o-algebrq o(X) vadinsime o-algebra generuota a. d. X
ir pakaitomis jqg Zymésime o(X) arba FX. Tegul a. d. X1, ..., X, apibréiti toje pacioje
tikimybinéje erdvéje. MazZiausig o-algebrg, kurios atZvilgiu visi Xp, k=1, ...,n, yra
matus erdvéje (2, F), zymésime o( Xk, k < n).

Is 1.13 lemos iSplaukia, kad
o(X)=0c({w: X(w)<a})=c({w: X(w) € B}), B € B(R). (1.1)
Galima jrodyti, kad
n
(X <) = a( Miw: Xi(w) e Bk}>, VB, € B(R).
k=1
1.15 apibrézimas. Funkcijg g: R — R vadiname Borelio (macdia) funkcija, jei g
yra a. d. erdvéje (R, B(R)).
Pavyzdziui, visos funkcijos be antros rusies trukiy (tarp ju tolydzios ir laiptinés
funkcijos) yra Borelio.

1.16 apibrézimas. Funkcija ¢: [a,b] — R vadinama ldiptine funkcija, jei intervalg
[a,b] galima taip suskaidyti § baigting skaiciy intervaly I, k = 1,2,...,m, U I, =
[a,b], kad kiekviename intervale I, funkcija ¢ buty pastovi (t.y. I ¢ € R, k =
1,2,...,m : ¢(x) = ¢k, kai x € Iy).

1.17 pastaba. Vientaské aibé {c} laikoma uZdaruoiu intervalu le. cl.

¢
O———————e
¢ |
E : ]
o—0 H 1
‘ : A S
a b x

Laiptiné funkcija
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1.18 apibrézimas. Funkcija g: R"™ — R wvadinama Borelio, jei g yra a. d. erdvéje
(R™, B(R™)), t. y. {x e R": g(z) < a} € B(R") visiems o € R.

1.19 teiginys. Jei g: R"™ — R yra Borelio funkcija ir X1, ...,X, yra a. d., tai
9(X1, ..., Xy) taip pat yra a. d.

Pavyzdys. Jei X; ir X, yra a. d., tai
aX,, a €R; X1+ Xo; X1 - Xo taip pat yra a. d.

1.20 apibrézimas. A. d. X tikimybiniu skirstiniu (pasiskirstymu), Zymimu Px,
vadinamas tikimybinis matas apibréztas (R, B(R)) toks, kad Px(B) = P({w: X(w) €
B}) kiekvienai Borelio aibei B.

1.21 apibrézimas. Funkcija Fx(z) = P{w: X(w) < z}) = Px((—o00,z2]), z € R,
vadinama a. d. X pasiskirstymo funkcija. (Nelygybés Zenklai < ir < keicia tik pasi-
skirstymo funkcijos savybes. Pirmuoju atveju — ji tolydi is desinés, o antruoju — tolydi
i$ kaireés.)

Taigi tikimybinis pasiskirstymas vienareiksmiskai nusako pasiskirstymo funkcija
Fx(x). Teisingas ir atvirkstinis teiginys.

1.22 teiginys. Pasiskirstymo funkcija Fx vienareiksmiskai apibrézia a. d. X tikimy-
bing skirsting Px.

Pasiskirstymo funkcijos trukio tasky aibé yra baigtiné arba skaiti.

1.23 apibrézimas. A. d. vadiname diskreciuoju, jeigu jo jgyjamy reiksmiy aibé yra
baigtiné arba skaiti.

Diskretyjj a. d. X, jgyjantj baigtinj ar skaity skaiciy skirtingy reiksmiy {cx }, galime
uwzraSyti kaip suma X (w) = > p cxla, (w), A = {w: X(w) = ¢t} € F. Pazymékime
tikimybes P(X = zy) = p.

Sakykime, kad a. d. jgyjantj baigtinj skaiciy skirtingy reikSmiy ir jos iSdéstytos
didéjimo tvarka, t. y. ¢ < ca < --- < ¢,. Tada pasiskirstymo funkcija

0, kai x < ¢y,
p1, kai c; <z < ey,
p1 +p2, kai CQ§$<037
FX(Z) = Qoo
p1+p2+ -+ pE, kaicp << cpqa,
L, kai z > cp,
arba trumpiau
0 kai x < ¢y,
Fx(z)=1{_ ' 1
ch<xpk7 kal T Z Cl.
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Tai — laiptuota funkcija, kurios trukio taskai yra cg, o tarp juy funkcija yra pastovi.
Pastebésime, kad py = F'(cx) — F (e, — 0) yra funkcijos F' trukiai.
Uzrasas Px = Py arba X dy reiskia, kad a. d. X ir Y yra vienodai pasiskirste.
2 pavyzdys. Jei Py = Py, tai dar nereiskia, kad X =Y. Tarkime, kad

¥ — 1, kai iskrenta herbas,
0, kai iskrenta skaicius,

ir

v — 0, kai iskrenta herbas,
B 1, kai iSkrenta skaicius.

Tada P(X =1) =P(Y =1) =P(X =0) =P(X =0) = 1/2 ir pasiskirstymo funkcija

0, kai z <0,
F(z)=41/2, kai0<z <1,
1, kaix > 1.

Aisku, kad Px = Py, bet X(w) ir Y (w) skiriasi kiekvienam w.

1.24 apibrézimas. Sakome, kad a. d. X turi tankj fx, jei jo pasiskirstymo funkcijg
Fx galime uzZrasyti

X
Fx(z) = / fx(y)dy
— o
visiems x € R. Tankis yra neneigiama funkcija ir [p fx(x)dx = 1. Tokia Fx yra tolydi
ir beveik visur diferencijuojama, t. v. %Fx(x) = fx(x) beveik visiems x € R.
1.25 apibrézimas. A. d. X, kurio tankio funkcija
2

fx(z) = 217m exp{—(x;(ﬂu)}, x € R,

¢ia u € R ir o > 0, vadinamas neissigimusiv Gauso (arba normalivoju) a. d., kurio
vidurkis p ir dispersija o®. Tokio dydZio skirstinys Zymimas N (p, 0?).

1.26 apibrézimas. n-maciu atsitiktiniu dydzZiu, arba n-maciu atsitiktiniu vek-
toriumi, vadiname F maty atvaizd; X : Q — R™, kitaip tariant, vektorine funkcijg
X = (Xy,..., Xy), apibréitg aibéje ), jgyjanciq reiksmes is erdvés R™ ir tenkinanciq

salygq
X HB) = {w:X(w) € B} € F,

kokia bebuty B € B(R™).
Borelio funkcija ¢ : R" — R™ vadinama B(R™) mati funkcija:
¢~ !(B) = {z €R", p(z) € B} € BR")

kokia bebuty B € B(R").
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Jei X yra n-matis atsitiktinis vektorius, o ¢ : R™ — R — Borelio funkcija, tai ¢(X)
yra m-matis atsitiktinis vektorius.

Jei X yra atsitiktinis vektorius, tai galime kalbéti apie aibés {w : X (w) < 1, ...,
Xm(w) <z}, arba, uzrasant trumpiau, aibés {X; < z1,..., X, < z,}, tikimybinj
mata. Funkcija

Fx(x) = F(Xl,...,Xm)(fL‘la vy ) = P(Xq <1y, Xy < )

yra apibrézta visoje erdvéje R™; ji vadinama atsitiktinio vektoriaus X pasiskirstymo
funkcija. Pasiskirstymo funkcija yra tolydi i$ desinés kiekvieno argumento atzvilgiu.

Atsitiktiniy vektoriy pasiskirstymo funkcijy savybés yra analogiskos vienamaciy at-
sitiktiniy dydziy pasiskirstymo funkcijy savybéms. Suprantama, jos yra keliy kintamuyjy
funkcijos, todél turi savo specifika.

Priminsime daugiamadiy pasiskirstymo funkcijy strukturg. Atsitiktinis vektorius
X = (Xi,..., Xin) bei jo pasiskirstymo funkcija Fx = F' yra vadinami diskreciaisiais,
jei egzistuoja tokia baigtiné arba skaiti aibé S, kad P(X € S) = 1; vadinami absoliu-
ciai tolydZiais, jei egzistuoja integruojama Lebego prasme funkcija f = fx, apibrézta
erdvéje R™ ir turinti savybe

1 Tm
F(wl,...,mm):/ / fluty oy ty)dug...dig,.

Funkcija f yra vadinama atsitiktinio vektoriaus X tankiu. Siuo atveju beveik visur
egzistuoja iSvestiné
O"F (21, ..., Tpy)
0x1...02T,

)

kuri beveik visur yra neneigiama ir lygi f(x1,..., ). Tankio funkcija, aisku, tenkina
lygybe
oo o0
/ / futy ooy ) duy...duy, = 1.
—0o0 —0o0

Jei daugiamaté pasiskirstymo funkcija Fx(x) yra diskreti (tolydi), tai ir jos vie-
namatés marginaliosios pasiskirstymo funkcijos Fx, (zx) (k = 1,...,m) yra diskrecios
(tolydzios), ir atvirksciai.

1.2.1 Vidurkis ir jo savybés

Tarkime, X = X (w) — neneigiamas a. d. ir (X,,) yra paprastujuy a. d. seka, tokia, kad
Xn(w) T X(w), n — oo kiekvienam w € Q. I$ 1.12 teiginio zinome, kad tokia seka
visada egzistuoja.

Priminsime, kad paprastojo a. d. X,, t. y. a. d. turincio pavidalg X, (w) =
> h—1ckla, (w), vidurkis apibréziamas lygybe

EX, =Y i P(Ap).
k=1

Kadangi EX,, <EX, 1, tai egzistuoja vidurkio EX,, riba, kuri gali jgyti ir reikSme
+00.
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1.27 apibrézimas. Neneigiamo a. d. X matematiniu vidurkiu vadinamas skaicius
EX = lim EX,.
n—oo

Sis apibrézimas yra korektiskas, nes nepriklauso nuo sekos (X,,) parinkimo.
1.28 apibrézimas. Sakoma, kad egzistuoja a. d. X matematinis vidurkis EX, arba
jis apibréZtas, jei bent vienas i§ dydZiy EXT arba EX~ yra baigtinis. Tada pagal
apibrézimg

EX =EXT —-EX ", ¢a X" =max(X,0), X = —min(X,0).
Sakoma, kad a. d. X yra integruojamas, jei E|X| < oo, t. y.
EXT <oo ir EX™ < oo.

Matematinis vidurkis EX dar vadinamas funkcijos X Lebego integralu tikimybinio
mato P atzvilgiu, jei X yra integruojama funkcija. Tai uzrasoma

EX:/XdP:/QX(w)P(d@.

A. d. vidurkj galima uzrasyti ir remiantis Lebego-Styltjeso integralu. Jei Px yra a. d.
X tikimybinis skirstinys, o F'x — jo pasiskirstymo funkcija, tai

]EX:/RdeX(:r):/RxdFX(:U).

Jei a. d. X yra diskretus, jgyjantis reikSmes g, tai

n
EX =Y ay - pr,
k=1

dia pp = P(X = ).

1.29 teiginys. Tarkime, kad § = {(w) — a. d., kurio skirstinys Pe. Jei g = g(x) — Bo-
relio funkcija ir egzistuoja bet kuris is integraly [, g(x) Pe(dz) arba [c-1 4 9(§(w)) P(dw),
taz

[ 9@ Petda) = [ g(€(w)) P(dw).

£1A
Atskiru atveju, jei A =R, tai

Eg(6(w) = | 9(6(w)B(d) = [ gla) Peld).

Matas P; vienareik$miskai atkuriamas (atstatomas) zinant pasiskirstymo funkcija
F¢. Todél Lebego integralas [ g(x) Pe(dx) daznai zymimas [ g(x) F¢(dx) arba [ g Pt
ir vadinamas Lebego-Styltjeso integralu (atzvilgiu pasiskirstymo funkcija Fg atitinkan-
¢io mato).

1.30 teiginys. Jei a. d. X turi tankj fx ir h: R — R yra Borelio funkcija, tai a. d.
Y = h(X) yra integruojamas tada ir tik tada, kai [ |h(z)|fx(z)dz < co. Siuo atveju
Eh(X) = [, h(z)fx(z) dx.
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1.2.2 Nelygybés

1 teorema (Koéi—gvarco nelygybé). Jei atsitiktiniai dydziai X ir'Y turi antruosius
momentus, tai jy sandauga XY turi vidurks, be to,

M|XY| < VMX2 - MY?2,

Bjenemé—Cebysovo nelygybé. Jei atsitiktinis dydis Z turi dispersijq, tai kiek-
vienam € > 0
P(|Z -EZ| >¢) < e °DZ.
Irodymas. Atsitiktiniam dydziui (Z — EZ)? teisinga nelygybé
E(Z -EZ)* > E((Z —EZ)* 1y z_pzpsey) > e P(Z —EZ)* > &%)
Todél
P(|Z-MZ|>¢e)=P(Z—-MZ)?*>e%) <
<e?M(Z-MZ)*=e2DZ.
1.3 Charakteristinés funkcijos

Atsitiktinio dydzio X charakteristine funkcija vadinsime

e(A) =px(\) = EeMX = /Qei’\X(w)P(dw) =

2

oo S
= / e Py (dx) = / e dFy (z),

—00 —o0
apibrézta visiems A\ € R.

Jei X yra diskretusis atsitiktinis dydis, jgyjantis reikSmes xj, su tikimybémis P(X =
xr) = pk, tai jo charakteristine funkcija galime uzrasyti Sitaip:
SOX()\) — Zei)\xkpk'

k

Jei X yra absoliuciai tolydus dydis su tankio funkcija fx, tai

ox(A) = /oo ei)‘xfx(ac)d:n.

—00

4 teorema. Jei a ir b yra realios konstantos, X — atsitiktinis dydis, tai

Cax+b(N) = e x (aN).
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2 (vienaties) teorema. Jei dvi pasiskirstymo funkcijos F ir G turi tq pacig cha-
rakteristine funkcijq, t. y. su visais A € R

/Oo eMAF () = /Oo eMdG (z),

—0o0 —0o0
tai jos sutampa (F(z) = G(x)).
Is auksciau suformuluoty teoremy matome, kad kiekvienas a. d. turi vienintele

charakteristine funkcija, o charakteristiné funkcija charakterizuoja (apibudina) viena-
reiksmiskai pasiskirstymo funkcija.

1.31 apibrézimas. Jei F' yra n-maté pasiskirstymo funkcija erdvéje (R™, B(R™)), x =
(z1,...,2xy) tai jos charakteristine funkcija vadinama funkcija

FO) = / e ONdF(x) = / ¢ L MIAF(x), A ER™.

n

1.32 apibrézimas. Jei X = (Xy,...,X,) yra a. v., apibréztas tikimybinéje erdvéje
(Q, F,P) ir jgyjantis reiksmes R™, tai jo charakteristine funkcija vadinama funkcija

fx(\) = EeWMX) = / eO¥dPx(x), A eR™

n

¢ia Fx —a. v. X =(X1,...,Xp) pasiskirstymo funkcija, x = (x1,...,%pn).

1.4 Nepriklausomumas

1.33 apibrézimas. A. d. X1, Xo, ..., X, apibrézti tikimybinéje erdvéje (Q, F,P)
yra nepriklausomi, jei bet kokioms aibéms By, ..., B, € B(R)

n
P(X1 € By, ..., X, € By) = [[ P(Xk € By).
k=1

1.34 apibrézimas. Tegul tikimybinéje erdvéje (2, F,P) duotos o-algebros F, ..., Fn,
kurios yra F poaibiai. o-algebros Fi, ..., F, yra nepriklausomos, jei bet kokioms
aibéms Ay € Fi, ..., A, € Fp

P(AiN...NA,) = ﬁ P(Ayg).
k=1

1.35 teorema. A. d. Xy, ..., X, yra nepriklausomi tada ir tik tada, jei tenkinamas
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nors vienas is sy ekvivalenciy teiginiy:

n
a) Fx, .x,(@1, . an) =P(Xy <2y, X S a) = ] Fx (w),
k=1

Vri, ..., T, € R;
b) jeia. v. (X1, ...,X,) yra absoliuciai tolydus su tankio funkcija

Ix1, .xn (@1, ..., zp) ir beveik visur teisinga lygybé

fX17---7Xn(x17 7$n) = H ka(fL'k)§
k=1

¢) Eexp{i Z M Xi} = H E exp{i e Xk}, VA, € R.
k=1 k=1

1.36 teiginys. Tarkime, X irY yra nepriklausomi a. d., f ir g yra tokios B(R)-macios
funkcijos, kad E|f(X)| < oo, E|g(Y)| < c0. Tada E|f(X)g(Y)| < oo ir

E[f(X)g(Y)] = Ef(X) - Eg(Y).

1.37 isvada. Tarkime, Xi,..., X, yra tokie nepriklausomi a. d., kad E|X}| < oo,
1<k<n. Tada

n n n
E HXk < 00 i E(HXk>:HEXk
k=1 k=1 k=1
1.38 apibrézimas. A. d. X1, X, ..., X, vadinami poriskai nepriklausomais, jei visos

poros yra nepriklausomi a. d.

Akivaizdu, kad i$ a. d. nepriklausomumo igplaukia juy poriskas nepriklausomumas.
IS porisko nepriklausomo neisplaukia a.d. nepriklausomumas.

Pavyzdys. Tarkime, kad Q := {w1,ws, w3, wa}, F =29 P({wy}) =3, 1 <k <4
Apibrésime a. d. X;: (Q,F,P) — {0,1}, i = 1,2, 3, lygybémis

17 Jel W = Wi, Wi+,
Xi = .
0, jei w# wi,wigi.

A.d. X1, Xo, X3 yra poriskai nepriklausomi. Patikrinsime tik pora X7, Xo. Pastebési-
me, kad

X1 _ ]-7 Jel W = wi,wsz, i XZ _ 17 .]el W = W1,ws, )
0, jei w=uws3,wy 0, jei w=uwsy,wy
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Tikrai,
P(X1 = 0, Xz = 0) =P({ws}) = i — P(X; = 0) - P(X3 = 0),
P(X1 = 0, X5 = 1) =P({ws}) = i _ P(X; = 0)- P(Xz = 1),
P(X1 = 1, X5 = 0) =P({ws}) = i:P(Xl 1) P(Xs = 0),
P(X1 =1, Xz = 1) =P({w1}) = i:P(Xl — 1) P(Xy = 1)
Taciau

P(X1=1,Xs = 1, X3 = 1) = P{{wn }) = i LP(Xy = 1) P(Xy = 1)- P(X = 1),

1.39 pastaba. Su kompiuteriu mes generuojame poriskai nepriklausomus a. d., bet ne
nepriklausomus a. d.

1.40 apibrézimas. Kvadratu integruojami a. d. X irY, t. y. EX? < 00 ir EY? < oo,
apibrézli toje pacioje tikimybinéje erdvéje, vadinami nekoreliuotais, jei E(XY) =
EX -EY.

1.41 apibrézimas. Sakysime, kad a. d. X nepriklauso nuo o-algebros G, jei X ir 1p,
VB € G, yra nepriklausomi a. d., t. y.

P(X € Al, 15 € Ag) = P(X € Al)]P)(]_B S Ag), VAI,AQ S B(R) irVB € G.

1.42 apibrézimas. Dvi o-algebros G ir H tokios, kad G, H C F wvadinamos nepri-
klausomomis, jei bet kurie du jvykiai A € G ir B € H yra nepriklausomi. Jei turime
baigting skaiciy o-algebry G, ..., Gy, kurios yra F poaibiai, tai jos yra nepriklausomos,
jei bet kurie n juykiai A1 € G1,..., Ay € G, yra nepriklausomi.

1.43 teorema. Jei o-algebros Gy ir Go yra generuotos nepriklausomy algebry Ay ir
As, tai jos yra nepriklausomos.

1.3 uzdavinys. [rodyti, kad a. d. & ir n yra nepriklausomi tada ir tik tada, kai jy
generuotos o-algebros o(§) ir o(n) yra nepriklausomos.

Sprendimas. o-agebras o(§) ir o(n) generuoja atitinkamai aibés {{ € A} ir {n €
B}, ¢ia A ir B yra Borelio aibés is R. Todél o(&) ir o(n) yra nepriklausomos tada ir
tik tada, kai jvykiai {¢ € A} ir {n € B} yra nepriklausomi bet kokioms Borelio aibéms
A ir B, tai savo ruoztu yra ekvivalentu, kad £ ir n yra nepriklausomi. O

Uzdavinio teiginj galima apibendrinti.

1.44 teiginys. A. d. &i,...,&, yra nepriklausomi tada ir tik tada, kai o-algebros
o(&1),...0(&,) yra nepriklausomos.

1.45 teiginys. Tarkime, @1 ir po — Borelio funkcijos, o & ir & — nepriklausomi a. d.
Tuomet a. d. ¢1(&1) ir p2(&2) taip pat yra nepriklausoms



18 1 skyrius. Pagrindinés tikimybiy teorijos savokos ir apibrézimai

Irodymas. Reikia jrodyti, kad

P(p1(61) € B1,p2(82) € B2) = P(p1(&1) € B1)P(p2(62) € Ba). (1.2)
Aibés {x: ¢;i(x) € B;} = ¢; *(B;) yra Borelio. Todél
{w: wi(&) € Bi} = {w: & €97 '(Bi)}
ir (1.2) lygybé gaunama, kai a. d. & ir & yra nepriklausomi. O

1.46 teorema. Tarkime, (&,) yra seka nepriklausomy a. d. Bet kokiam k > 1 o-algebra
0(&ntk) nepriklauso nuo o(&1,...,&,).

Nepriklausomi a. d. yra nekoreliuoti, bet atvirksciai nebutinai.

Pavyzdys. Pateiksime nekoreliuoty, bet priklausomy a. d. pavyzdj. Tegul a. d.
X ~ N(0,1), 0 a. d. Z jgyja dvi reikSmes: P(Z =1) =P(Z = -1) =1/2. A.d. X
ir Z yra nepriklausomi. Nagrinésime a. d. Y := Z - X. Parodysime, kad X ir Y yra
nekoreliuoti, bet X ir Y néra nepriklausomi. Aisku, kad

E(XY)=E(X?-Z)=EX% . EZ =0,
nes Z ir X? yra nepriklausomi, o EZ = 0 ir EX? = 1. Be to, Y ~ N(0,1). Tikrai,

PY<y)=PY <yZ=1)+PY <y, Z=-1)=
=PX <y Z=1)+4+P(-X<y,Z=-1)=
=P(X <y)P(Z=1)+P(-X <y)P(Z =-1) =

—_

= JB(X <y)+ B(-X <y) = P(X <),

Belieka jrodyti, kad X ir Y néra nepriklausomi. Fiksuojame a>0. Pastebésime, kad
P(X >a)>0ir

P(Zzl):%:P(XZO)>P(X2a):]P’(ZX2a),

nes ZX skirstinys sutampa su X skirstiniu. Todél
P(ZX >a,X >a)=P(Z=1,X>a)=P(Z=1)P(X >a) >P(ZX > a)P(X > a).

Vadinasi, a. d. X ir Y néra nepriklausomi. Pastebésime, kad | X| = |Y'|. Tai irgi rodo,
kad a. d. X ir Y néra nepriklausomi. O
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1.5 Atsitiktiniy dydziy konvergavimas
1.47 apibrézimas.
a) X, konverguoja § X b. v. arba su tikimybe 1, jei
P (w: lim X, (w) = X(w)) = 1.

n—oo
Zymésime X, DX X arba X, — Xb. v
b) X, konverguoja i X pagal tikimybe, jei kiekvienam € > 0
Pw: |Xp(w)—X(w)|>¢e) =0, kai n — oo.
Zymésime X, Iox.
¢) Xy konverguoja 3 X LP prasme, 0 < p < 00, jei
E| X, - X|P—0.
Zymésime X, . x.
d) X, konverguoja i X pagal pasiskirstyma, jei
Fx, (x) — Fx(z)
kiekviename ribinés pasiskirstymo funkcijos Fx(z) tolydumo taske x.

Zymésime X, 4, x.

F 3
Xy

vt
| o7
N
Skaic¢iy sekos konvergavimas
v A With probability 0
o' }
x P epees.- I 2

Konvergavimas su tikimybe 1 arba b. v.
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1.48 pastaba. Konvergavimas pagal pasiskirstymg yra ekvivalentus silpnam konver-
gavimui, t.y. X, konverguoja i X silpnai, jei Ef(X,) — Ef(X) bet kokiai tolydziai
apréztai funkcijai f(z), kai n — co. Zymésime X, 4 X arba Xn £ x. Apie tai
pakalbésime véliau.

Jei turime konverguojancia skai¢iy seka (a,), tai i8 matematinés analizés kurso
zinome, kad riba yra vienintelé. Kaip yra kai nagrinéjame a. d. seka konverguojanti
viena i$ anksc¢iau apibrézty prasmiy? Kaip suprantame vienatj a. d.? Jei seka X,, — X
ir X;, — Y b. v., pagal tikimybe ar L? prame, tai riba yra vienintelé, jei P(X =Y) = 1.
Silpno konvergavimo atveju vienatis suprantama kaip skirstiniy sutapimas Fx(x) =
Fy(z), t. y. X 2V.

1.49 teorema. (vienatis) Jei a. d. seka (X,) konverguoja b. v., pagal tikimybe, LP
prasme ar silpnai, kai n — oo, tai ribinis a. d. yra vienintelis.

Tiriant silpna konvergavima labai svarby vaidmenj vaidina a. d. nepriklausomumas.

1 pavyzdys. Tarkime, kad (X,,) yra seka nepriklausomuy a. d. turinciy ta patj
tankj

ar™ ' kai z>1,a>0,
0|

0, kitais atvejais.
Pasizymeékime Y,, = n~1/® maxj<g<p Xk, n > 1. Jrodysime, kad a. d. seka (Y},) silpnai

konverguoja.

Rasime X, pasiskirstymo funkcija:

Flz) = {Oéff yldy=1—27% kai z>1,a>0,

0, kitais atvejais.
Tada
Fy, (x) :P( Iéla<X X < :Unl/a) = P(Xl < xnl/o‘,Xg < aml/o‘, oL Xp < :Unl/o‘)
SKEsSn

I

1
k=1

k
P(X; < zn'/®) = (F(zn/*))"

1\" —a
:(1—> — e, kain — co. O
nre

Kyla klausimas, kaip susieti jvairus konvergavimai? Pateiksime seky konvergavimo
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rysiy teiginius:

a) i X, = X isplaukia, kad X, — X;

QL ) =

[

) 1§ X, — X igplaukia, kad X, -5 X;
) i85 X, 2% X iSplaukia, kad X, — X;
) jei Xp N X, tai egzistuoja toks posekis ny, kad X, b ¥ X, kai k — o0;

) el X, 4, C, da C — konstanta, tai X, 0. (Akivaizdu, kad teisingas

ir atvirkscias teiginys.)

Sure Convergence A.S. Convergence MLS. Convergence

Convergence in Probability Convergence in Distribution

1.50 lema (Sluckio). Sakykime, X, 4 X irY, % ¢, ¢ia ¢ yra konstanta. Tada:

a) Xn+Yni>X+c;

b)) Xn- Y, % eX;

c) %g&} kai ¢ # 0.

C

1.51 lema (Sluckio). Sakykime, &, RN & ir n, N n, o p(x,y) — tolydi funkcija.

Tada:

(s ) — (&)

1.52 teorema. Sakykime, seka (X,) ir X yra k-maciai vektoriai (toliau — a. v.), o
g : R¥ = RY — Borelio funkcija. Tarkime, kad C(g) — aibé funkcijos g tolydumo tasky

irP(X e C(g)) =1, ty.

funkcija g yra tolydi su Px tikimybe 1. Tada:

jeigu X, b Y. X, ta g(Xy) b Y. g(X);

jeigu X, P, X, tai g(Xy) P, g(X
jeigu X, 4, X, tai g(Xy) 4, g(X).
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2 pavyzdys. Jei X, Ly X, 0 X ~ N(0,1), tai X2 4 X3, nes funkcija g(x) = 22
yra tolydi. Cia x? pasiskirstymas yra chi-kvadrat.

3 pavyzdys. Jei (X,,Y,) 4 (X,Y), o (X,Y) ~ N(0,]), tai X,,/Y,, 4 i Kosi
skirstinj. Cia I — vienetiné matrica.

4 pavyzdys. Dabar pateiksime funkcijos g pavyzdj tokj, kad X, B x , bet
d
9(Xn) # g(X). Tarkime, kad

t—1, t<0 1
t) = ’ " X,=-—— ir X=0.
g(t) {t+1, >0 n=—-

Funkcija ¢ turi vienintelj trukj taske 0. Todél ji truki su Px-tikimybe 1. Aisku, kad
X, =5 X = 0, kai tuo tarpu 9(Xn) B 1, bet 9(X)=g(0)=1=# —1.

1.6 Momenty konvergavimas

1.53 teorema (monotoninis konvergavimas). Sakykime, X, Y, X1, Xo, ... yra a. d.:

a) jei X =Y suvisaisn > 1, EY > —c0 ir X, T X, tai EX,, T EX.
b) jei X, <Y suwvisaisn > 1, EY < o0 ir X,, | X, tai EX,, ] EX.

1.54 iSvada. Sakykime, (X,) — seka neneigiamy a. d. Tuomet
oo [ee]
EY X,=) EX,.
n=1 n=1

1.55 lema (Fatu). Tarkime, Y, X1, Xo,... yra a. d.
a) Jei X,, >Y wisiems n > 1 ir EY > —oo, tai

E lirr% inf X, < limninf EX, .
b) Jei X,, <Y wvisiems n > 1 ir EY < oo, tai

limnsup EX, < Elimnsup X,
c) Jei | Xp| <Y wisiemsn>1 ir EY < oo, tai

Eliminf X,, <liminf EX,, <limsupEX,, < Elimsup X, .
n n n n

1.56 teorema. Tarkime, kad neneigiamy a. d. seka (X,) yra tokia, kad X, b x
(arba Xy, N X) ir EX,, > EX < oo. Tada

E|X,—-X|—0, kai n— oo.
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1.57 teiginys (Jenseno nelygybé). Sakykime, g(-) yra iskila i apaciq funkcija, t. y.
g Az + (1 =Ny) <Ag(z)+ (1 —=Ng(y) Vz,yeR, 0<A<L
Jei X yra integruojamas a. d. ir g(X) irgi integruojamas, tai
9(EX) < E(g(X)).

1.58 pastaba. Jei intervale (a,b) funkcija f(x) turi baigtine antrgjq isvestine, kuri yra
teigiama, tai funkcijos f(z) grafikas intervale (a,b) yra iskilas § apacig. Pvz., funkcijos
2P (p>1,2>0), e, xzlnz (x > 0), |z| yra iskilos § apaciq.

1.59 pastaba. Is Jenseno nelygybés gauname, kad
LP . . L" ..
X, — X isplaukia X,, — X, jei 0<r <p.

1.60 apibrézimas. Sakysime, kad a. d. seka (X,,) yra tolygiai integruojama, jei
i supE (l Xl - 1{\Xn\>M}) =0.

1.61 lema. Tegul a. d. seka (X,) tokia, kad | X,,| <Y ir EY < co. Tada seka (X)
yra tolygiai integruojama.

1.62 lema. Tam, kad a. d. seka (X,,) buty tolygiai integruojama butina ir pakankama,
kad buty patenkintos sqlygos

a) supE|X,| < oc; b) supE (] X,|-14) =0, kai P(A4)—0.
Tam, kad seka (X,,) buty tolygiai integruojama, pakanka, kad
supE| X,,| 17 < o0

kokiam nors € > 0.
1.63 teorema (mazoruojamasis konvergavimas). Sakykime, X, RNS'¢ | Xn| < |Y]
b. v. (visiems n) ir E|Y|" < co. Tada

X, 2 x.

1.64 iSvada (apréztasis konvergavimas). Tarkime, a. d. X,, yra aprézti, t. y. egzistuoja
konstanta C' tokia, kad su visais n teisinga nelygybé | X,| < C. Jei X, E X, tai
Xo 2 X, r > 1.

1.65 teorema. Sakykime, X, 45 X ir seka a. d. (X)) yra tolygiai integruojama
kokiam nors r > 0. Tada E|X|" < oo,

lim EX” =EX" ir lim E|X,|" =E|X]|".
n—oo

n—o0
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1.7 Salyginés tikimybés ir salyginiai vidurkiai

1.66 apibrézimas. Tegul X — a. d., apibréztas tikimybinéje erdvéje (Q, F,P) ir inte-
gruojamas. A. d. X sqlyginiu vidurkiu G C F atzvilgiv vadinamas toks a. d. Z,
apibréztas macioje erdvéje (Q,G), kad

E[(X —2)-14]=0 arba E(X-14) =E(Z-1,)
arba /X P(dw) /Z P(dw) VA € @.

Jis Zymimas E (X | G). Kai G yra o-algebra generuota a. d. Y, t. y. G = o(Y), tai
sqlyginis vidurkis Zymimas E (X | Y).

Savybés:
a) Jei C' — konstanta ir X =C, taiE(X | G) =C (b. v.);
b) Jei X <Y, taiE(X |G) <E(Y |G) (b. v.);
o) EX[GI<E(X][G) (b v.);
d) E(aX+5Y|G)=aE (X |G)+FE(Y|G) (b v.)
e) EE(X|G)=EX (b. v.);
f) EXY|G)=XE(|G) (b.v.), jei X yra G-matus;
g) E(X]G)=EX (b. v.), jei X nepriklauso nuo G;
h) EE(X|G)|H)=E(X|H) (b.v.), jei HCG;
i) E(X]|G)=EX (b.v.), jei G ={0,Q};
j)  Jei g(+) yra iskila j apacia funkcija ir E|X| < oo, E|g(X)| < oo, tai teisinga

Jenseno nelygybeé g(E (X | G)) <E(g9(X) | G) (b. v.). O

1.67 apibrézimas. Tarkime, kad & yra integruojamas a. d., o n — diskretus a. d.
igyjantis skaity reiksmiy skaiciy {yx}. Tuomet a. d.

E(€ | n)(w Z €10 =yr) 1=y, (W)

vadinsime a. d. € sqlyginiu vidurkiv atzvilgiuv a. d. n. Cia

E(él{n=yk})
P(n=yi)

Koks rySys tarp 1.66 ir 1.67 apibrézimy? Tarkime, kad D = {D;, Da,...} — tam
tikras baigtinis ar skaitus aibés () skaidinys j atomus toks, kad

E(€[n=y) =

U = D,NDp=0(n#m), PD,) >0 n>1.
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1.68 teorema. Jei G = o(D) ir & — a. d. turintis vidurkj EE, tai
E([G)=E(|Dn) (b. v. aibéje Dy,)

arba kitu pavidalu

E[9)= W (b. v. aibéje Dy,)

Irodymas. Jei ¢ yra o(D)-matus a. d., tai ji galime uzrasyti pavidalu

{(w) = i rrlp, (W),
k=1

diaxp € R, k>1,t y. a. d. € igyja pastovias reikSmes skaidinio aibése Dy, k > 1.
Sito teiginio jrodyma galima rasti [6] knygoje 175 psl.

Kadangi a. d. E(¢ | G) yra G-matus, tai E(§ | G) = K, kai w € D,, (nes a. d.
E(¢ | G) igyja pastovias reikSmes skaidinio aibése Dy), ¢ia K, — konstanta. Bet

/ deP’:/ E(¢ | G)dP = K,P(D,).
Dy, Dy

Vadinasi,
1 E({1p,)
K, = dP = ———==
" P(Dy) Dn§ P(Dy)
Ka tik jrodyta teorema teigia, kad 1.66 apibrézimas yra naturalus salyginio vidurkio
atzvilgiu diskretaus a. d. apibendrinimas. Kadangi diskretus a. d. turi pavidala
n(w) = 2521 yklp, (W), Dy = {w: n(w) = yr}, ir @ = URZ, Dy, tai o(n) = (D), dia

D ={Di,Ds,...}.

:E(€|Dn) O

1.4 uzdavinys. Tequl X irY — nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, tolygiai pasiskirste
intervale [0,1], Z = (X,Y), T = 14(Z) +5 - 15(Z), cia

A={0<z<1/4,3/4<y<1l}, B={3/4<z<1,0<y<1/2}.
Apskaicivoti E(T|X).
Sprendimas.

A = {0<z<1/4}x{3/4<y<1}=A; x Ay;
B = {3/i<zx<1} x{0<y<1/2} =B X Bs.

Tada

1A(Z) = la,xa, (X> Y) =14, (X> : 1A2(Y);
1B(Z) = 1p ><B2(X7 Y) =1p, (X) : 132(Y)
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E(T|X) = IE(lA1 X -1A2(Y)+5-1BI(X)-132(Y)’X):
A, (Y ‘X) +5IE(1B1 1, (Y) ’)(> -

(

(
= 14,(X) -E(14,(Y)) +5-1p5,(X) -E(1p,(Y))
- ) P(Y € Ag) +5-15,(X) - P(Y € By) =

-1p,(X).

) -
)

1.5 uzdavinys. [rodykite, kad jei E(X |Y) =EX, tai X irY yra nekoreliuoti.
Sprendimas. Pasinaudosime salyginio vidurkio h) ir f) savybémis. Taigi
E(XY) =E(E(XY |Y)) = E(YE(X | Y)) = E(X)E(Y).

1.6 uzdavinys. Tegul X ~ N(0,1), Y = X2. [rodykite, kad X ir Y nekoreliuoti, bet
E(Y|X)#EY.

Sprendimas. Apskaic¢iuosime koreliacija tarp X ir Y:
E(XY) =E(X?) =0,
EX -EY =0-E(X?)=0-1=0.
Gavome, kad sie dydziai nekoreliuoti. Apskaiciuosime E(Y|X):
EY |X)=EX?|X)=X2E1|X)=X?=

Reikia parodyti, kad Y # EY.
P(Y = EY) = 0, nes tikimybeé, kad tolydus atsitiktinis dydis jgis bet kuria fiksuota
reiksme, yra 0. Taigi Y £ EY.

1.7 uzdavinys. Tarkime, kad a. d. Z jgyja reiksmes 1 ir —1 su tikimybe 1/2, Y ~
N(0,1) ir nepriklauso nuo Z. Pazymékime X = ZY . [rodykite, kad E(X |Y) = EX,

bet X irY néra nepriklausoms.
Sprendimas. Pastebésime, kad
EX|Y)=EZY |Y)=Y -E(Z|Y)=Y -EZ=0=EX.
Aisku, kad X ir Y néra nepriklausomi, nes |X| = |Y|. O
1.69 apibrézimas. Turime tikimybine erdve (Q, F,P) ir aibe B € F. Tada a. d.

E(1p|G) Zymésime P (B | G) ir vadinsime sglygine tikimybe o-algebros G, G C F,
atzvilgiu.
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Salyginé tikimybé P (B | G) bet kokiai fiksuotai aibei B € F yra a. d., tenkinantis
Sias salygas:

a) P(B|G) yraG-matusa.d.,;
b) VAeG P(ANB)=Ep(14P(B|G)).

A.d. E(X |Y) yra o(Y)-matus (pagal apibrézima), todél egzistuoja tokia Borelio
funkcija m = m(y), apibrézta ir jgyjanti reiksmes aibéje R = R U {00}, kad

m(Y(w)=E(X|Y)(w) VYweQ

Funkcija m(y) = E(X | Y = y) vadinsime a. d. X salyginiu vidurkiu jvykio {Y = y}
atzvilgiu. Tokios funkcijos egzistavimas jrodomas taikant Radono-Nikodimo teoremsg.
Ivykio A € F salygine tikimybe jvykio {Y = y} atzvilgiu (zymime P(A | Y = y))
vadinsime E(14 | Y =y).
Aigku, kad P(A | Y = y) galima apibrézti kaip B(R)-macia funkcija, tenkinancia
lygybe
P(AN{Y € B}) = /BP(A 'Y = y)Py(dy), B eB®).

1.8 Salyginis tankis
1.70 apibrézimas. Vektoriaus, sudaryto is bet kuriy skirtingy pradinio a. v. koordi-
naciy, tikimybing skirsting vadiname marginalivoju.

Pavyzdziui, a. v. Y = (Y1,...,Y)) skirstinj vadiname marginaliuoju jungtinio vek-
toriaus X = (Y1,...,Yy, 21 ..., Zy,) atzvilgiu.

1.71 apibrézimas. Tegul (§,n) — dvimatis a. v. su tankio funkcija fe,(x,y), o fe(x)
ir fy(y) — vienmaciai (marginaliniai) tankiai. Tada a. d. & sqlyginiu tankiu, kain =y,
vadinamas dydis

fenler | ) = Le22)

tariant, kad fe,(z | y) =0, jei f,(y) = 0.
Tuomet

P(&ecm:w:/cfgm(mry)dx, C € B(R),

t. y. fep(w | y) yra salyginio skirstinio tankis.
Savybés:

[ fylelyde =1
b) f{,n('xay) = fﬂn(x ’ y) ' fn(y)'

Tai formulés fe ,(z,y) = fe(x)- f,(y), teisingos nepriklausomy a. d. tankiams, apibend-
rinimas.
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1.72 teorema. Tarkime, kad pora a. d. (§,m) turi tank; fg,n(a:,y)_ Jei E|g(&)] < oo,
tai

E(g(§) In=1y) = /_O:o 9(@) fep(z | y)dz. O

Daugiamacdiu atveju turésime

n
Fxioxa (@i o n) = (@) 1] Fxxesnx (@ [ 2eo1, - 2). (1.3)
k=2
Tai gauname is lygybés
fX1 X (.771, ,a:n) le X _1($1, ...,xn_l)
Ixi,..x,(x1, ..., »0Xn _ s Xn
1 n( ) ) n) fX1, ...,Xn,l(llfl, cen 7$n71) le, e Xno (1‘17 o 71‘n72)

Fa(z) Jx ().



2 skyrius

Atsitiktiniai procesai

2.1 Atsitiktinio proceso sgvoka
Duota tikimybiné erdve (€2, F,P).

2.1 apibrézimas. Atsitiktinis procesas (toliau — ats. pr.) yra a. d. seima {X,t € T},
kur indeksas t priklauso indeksy aibei T. Paprastai T yra intervalas is R (Sivo atveju
sakome, kad X yra tolydaus laiko ats. pr.) arba poaibis N (Siuo atveju sakome, kad
X yra diskretaus laiko ats. pr.). Atvaizdi t — X (t,w) vadinsime atsitiktinio proceso
trajektorija arba realizacija.

Realiai stebédami atsitiktinj procesa, stebime vieng is jo realizacijy.

2.2 apibrézimas. Tarkime, kad X = {X(t),t € T} yra realusis ats. pr. ir{t1,...,t,} C
T, ¢ia t1 < ta < ... < tn. Tada n-macio atsitiktinio vektoriaus (X (t1),..., X (tn))
skirsting vadinsime ats. pr. X = {X(t),t € T} baigtiniamaciu skirstiniu.

2.3 apibrézimas. Sakysime, kad duotas ats. pr. X = {X(t),t € T}, jei Zinomi visi
jo baigtiniamaciai skirstiniai visiems baigtiniams rinkiniams {t1,...,t,} C T. Baigti-
niamaciai skirstinias turi tenkinti vadinamasias ,suderinamumo sglygas*“

2.4 apibrézimas. Atsitiktiniai procesai X = {X(t),t € T} ir Y ={Y(t),t € T}, api-
brézti toje pacioje tikimybinéje erdvéje ir jgyjantys reiksmes toje pacioje macioje erdvéje
(R™, B(R™)), vadinami stochastiskai ekvivalenciais, jei P(X (t,w) # Y (t,w)) = 0 bet
kuriam t € T. (Arba sakome, kad X irY yra vienas kito modifikacija.)

i
)
I
i
!
I\/\
» ' =
> >

X ¥(1)

Stochastiskai ekvivalenciy procesy trajektorijos skiriasi
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Pastebésime, kad jei X ir Y yra stochastiskai ekvivalentus, tai jy baigtiniamaciai
skirstiniai sutampa. IS tikryju

P € By, X(t1) =Y (t1),..., X(tn) = Y(tn)) =
=P(Y(t1) € By,....Y(ty) € Bp, X(t1) = Y(t1), ..., X (tn) = Y(t,)) =
P ) €

nes

(X0 = V() X () = V)] = U (X () £ V().

k=1
Taciau nors procesai X ir Y turi tuos pacius skirstinius, bet jy trajektorijos vis délto
gali skirtis.

Pavyzdys. Tarkime, T = [0,1], 0 a. d. 7(w) turi tolyguji skirstinj aibéje T, t. y.
jo pasiskirstymo funkcija

0, kai =<0,
Frz)=<wz, kai 0<xz<]1,
1, kai z>1.

Apibrézkime du procesus

1, kai t=r71(w),
0, kai t# 7(w),

X(tw)=0, teT, ir Y(t,w):{ teT.

Sie procesai yra stochastiskai ekvivalentis, nes kiekvienam ¢t € T
P(X(t,w) £ Y (t,w)) = P(t = 7()) = 0.

Taip yra todél, kad tolydaus a. d. tikimybé jgyti fiksuotg reikSme yra lygi 0. Matome,
kad bet kuri X trajektorija yra tolydi ir lygi nuliui, o Y trajektorijos yra trukios
atsitiktiniais laiko momentais.

2.5 apibrézimas. Atsitiktiniai procesai X = {X(t),t € T} ir Y = {Y(¢),t € T}
vadinami neatskiriamaisiais, jei b. v. jy trajektorijos sutampa, t. y. jei

P(X(t) =Y (t) visiems t € T) = 1.

Pavyzdyje apibrézti procesai X ir Y néra neatskiriami.

2.6 teiginys. Tarkime, ats. pr. X = {X(t),t € T} irY ={Y (¢t),t € T} yra stochas-
tiskai ekvivalentus ir abu tolydus is desinés. Tada X ir'Y yra neatskiriami.

2.7 apibrézimas. Atsitiktinis procesas X su reiksmémis macioje erdvéje (R, B(R))
vadinamas tolydziuoju, jei b. v. w funkcijos t — X (t,w) yra tolydzios.



2.1 Atsitiktinio proceso savoka 31

2.8 teorema (Kolmogorovo tolydumo). Tarkime, kad procesas X = {X(t),t > 0}
tenkina sqlygq: visiems T' > 0 egzistuoja tokios teigiamos konstantos o, 5, K, kad

E|X(t) — X(s)|]* < K|t — s, 0<s,t<T.
Tuomet egzistuoja tolydi X modifikacija.

2.9 apibrézimas (Tolydumas kvadrato vidurkio prasme). Atsitiktinis procesas X va-
dinamas tolydZiuoju kvadrato vidurkio prasme taske to, jei E|X(t) — X (to)|*> — 0, kai
t — tg. Atsitiktinis procesas X vadinamas tolydziuoju kvadrato vidurkio prasme, jei jis
kvadrato vidurkio prasme tolydus visuose taskuose t.

2.10 apibrézimas (Tolydumas pagal tikimybe arba stochastinis tolydumas). Atsitik-

tinis procesas X wvadinamas stochastiskai tolydziuoju taske to, jei X(t) LA X(ty), kai
t — tg, t.y. jet bet kokiam e > 0

lim P(| X (t) — X(to)] >¢) =0

t—to

Atsitiktinis procesas X vadinamas stochastiskai tolydzZiuoju , jei jis stochastiskai tolydus
visuose taskuose tg.

N

R
|
i
|
x i
i I
|
|
| I I
REEEEE | I
| I |
i 1 | |
] ] ] B P 0,
0 Ti. g T3 T4

Proceso N(t) trajektorija

Pavyzdys. Tarkime, kad {r; < ... < 7,} yra nepriklausomi vienodai pasiskirste
neneigiami a. d. tikimybinéje erdvéje (2, F,PP) ir skirstinys F(t) = P(mp < t) yra
tolydus. Nors kiekviena a. pr. N(t) = >y 1y, <4 trajektorija yra truki, bet jis yra
stochastiskai tolydus intervale [0, 00). Tai jrodysime. I CebySevo nelygybés iSplaukia

P(IN(t+h) = N(t)| > ) <e 'EIN(t+h) = N@t)| = "EY_ 1yer<iin
k=1
=ne 'P(t <7, <t+h) =ne [F(t+h)— F(t)] — 0,

kai h — 0. Analogiskai, P(|N(t —h) — N(t)| > ) — 0, kai h — 0.
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2.2 Brauno judesys ir jo savybés

2.11 apibrézimas. Stochastiniu Brauno judesiu arba standartiniu Vynerio proce-
su, prasidedanciu taske 0, vadinamas atsitiktinis procesas W = {W (t),t > 0}, tenki-
nantis sqglygas:

1) W(0)=0

2) bet kokiam rinkiniui 0 < tg < t1 < ... < tp a. d. W(t1) — W(to), W(t2) —
W(t1),...,W(tn) — W(tn—1) yra nepriklausomi, t. y. Brauno judesio pokyciai yra ne-
priklausoms;

3)a.d. W(t)—W(s), 0 < s <t, skirstinys yra normalusis su vidurkiu 0 ir dispersija
t—s, t.y. W(t)—W(s) ~N(0,t—s).

2.12 pastaba. Brauno judesio trajektorijos yra tolydzios, nes patenkintos Kolmogorovo
teoremos sqlygos. Tikrai, is Vynerio proceso apibréZimo

E[W(t) = W(s)|* = 3|t — s,
nes, kaip Zinoma, a. d. £ ~ N(0,0?) ketvirtas momentas E¢* = 3(E€?)? = 30*. O

8

W/‘mw«wf‘“‘vfm’“’”“*

|*'J.u A /

h 'r“"

ﬂ* 3
Jﬁs\ “u'\i%rw
ﬂ'x' u-"a\
< *k\. v “k
ry
)

Brauno judesio trajektorijos

2.1 uzdavinys. Apskaiciuokite EW (t) ir cov(W (t), W(s)).

Sprendimas. Zinome, kad (W (t) — W(s)) ~ N(0,t — s) ir W(0) = 0. Todeél
E(W(t)=EW(t)—W(0)) =0 ir cov(IW(t), W(s)) =E(W(t)W(s)).
Tarkime, s < t. Kadangi Brauno judesio poky¢iai yra nepriklausomi, tai

E(W(OW (5) = E[(W(K) = W(s) + W(s) W(s)] =
=E|(W() = W(s)) - (W(s) = W(0) + W (s)| =
=E(W(t) - W(s)) - E(W(s) — W(0)) + EW?(s) =
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Jeigu s > t, tai E (W (¢t)W(s)) = t. Todeél cov(W (t), W (s)) =t A s. O
Tarkime, (¢}) yra intervalo [0, 7] skaidinys, t. y.
O=ty <ty <...<tp =T.
Pazymékime AW = W (7, ) — W(t}), ¢ia W — Vynerio procesas.

2.13 teiginys. [rodysime, kad

Z (AFW)?

t. y.
mp—1 2
1~ n 2 _ —
A%rgQ]E( > (Arw) T) 0,
k=0
cia
"= = g |tk;+1 Kl = _ |Akt| ARt =t — U3
Irodymas. Aisku, kad
mp—1 mp—1
SARW? =T = 3 ((ARW)? - Aft).
k=0 k=0

Vynerio proceso poky¢iai AW yra nepriklausomi a. d. Todél (A’,;‘VV)2 — Aj't taip pat
yra nepriklausomi a. d. (7r. 1.45 teiginj). Kadangi E[(ATW)? — At] = 0, tai

Mp— 2 Mp— My, —
IE( Zl ((apw)? - A;;t)> = D( Zl ((apw)? - A;;t)) = Zl]D)<(A’,§W)2 — ARt) =
k=0

k=0 k=0
_ if;ﬂ«:(( nyyY2 AZt)Q _
= iéllli((A”W) — 2(ATW)2(A) + (ATH) )
= iél (3(A10)% = 2(AF1)? + (ARD)?) =
= 2mil(Azt)2 < 2A" mnz_l(Agt) =2TA" — 0,
k=0 k=0

kai A™ — 0. O
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2.14 apibrézimas. Funkcijos f :[0,T] — R variacija vadinsime skaiciy

m—1
o(f3[0,T]) = sup{ S| F(tien) — £(2)] }
1=0

cia tikslusis virsutinis rézis (supremumas) imamas pagal visus galimus intervalo [0,T)]
skaidinius 0 =tg < t1 < ... <ty =T, m e N. Jeiv(f;[0,T]) < +o0, tai f vadinama
baigtinés variacijos funkcija.

Pavyzdys. Jei funkcija yra diferencijuojama arba yra LipSico, tai ji turi baigtine
variacija. Jel monotoniné — irgi turi baigtine variacija.

2.15 isvada. Vynerio procesas beveik visur (su tikimybe 1) turi begaline variacijg bet
kuriame intervale [s,t].

Irodymas. Turime

(ATV)? (ATWV)? 1
ATW| = L > L (ATW)?
Z| Wl ; AW — ; max; |A?W| max; |[ATW| Z

%

I§ jrodyto 2.13 teiginio turime, kad 3°;(A?W)? = (t —5), taigi ir 3;(ATW)? = (t —3),
kai n — oco. Pereidami, jei reikia, prie pakankamai greitai smulkéjancio skaidiniy sekos
{t?} posekio, galime laikyti, kad 3=,(A?W)? — (¢t — s), kai n — oo, beveik visur.

Kadangi dél funkcijos W tolydumo intervale [s,¢] turime max; [ATW| — 0 (beveik
visur), tai

Z\A?W! Z|W i — W(t])| — oo, kain — oo.
(2

Todeél v(W; [s,t]) = sup{>_; |A’W|} = 400, ¢ia supremumas imamas pagal visus in-
tervalo [s, t] skaidinius. O

2.16 teiginys. Su tikimybe 1 Vynerio proceso W (t) trajektorijos néra diferencijuojamos
né viename taske t > 0.

Irodymas. Fiksuojame ¢t > 0. Pastebésime, kad W (t + A) — W (t) skirstinys sutampa
su VA Z skirstiniu, ¢a Z ~ N(0,1). Todeél, bet kokiam K > 0 gausime

() ) (2] ) (| 2] ).

Vadinasi,

]P’(’\/ZZ‘ > K) =P(|Z] > KVA) =1-P(|Z| < KVA) =

\/T/ e do
T
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1 [EVA 2 2K VA
o e 2dx < — 0, kai A —0. 2.1
\ 2T /—K\/Z TN 27 (2.1)
Todél kiekvienam K > 0
IP’( Wit + AA) - W(t)‘ > K) — 1, kai A0, (2.2)

AENENIG
- A

t. y. kiek norima mazoje tasko ¢ aplinkoje a. d. )| gali buti kiek norima

didelis. Pazymékime

A, = {w: ’W(tJFAA)_W(t)’ >n, kai A€ {0,;4] }

Tada P(A,) — 1, kai n — oo. Tai isplaukia i$ (2.1) ir (2.2). Kadangi jvykiai 4, yra
mazéjantys, tai

n—oo

o0
P <ﬂ An> = P (W nediferencijuojama taske ¢t) = lim P(A,) = 1.
n=1
Vadinasi, procesas W negali turéti iSvestinés né viename taske t. O

2.3 Gauso procesas

Daugiamatis Gauso, arba daugiamatis normalusis, skirstinys yra vienas svarbiausiy
tikimybiy teorijoje ir matematinéje statistikoje. Todél detaliau panagrinésime jo savy-
bes.

Siame skyrelyje rasydami x
eilute.

T — Zymeésime transponuota vektoriy, t. y. vektoriy

2.17 apibrézimas. n-matis a. v. X yra normalusis tada ir tik tada, kai kiekvienam n-
maciui vektoriui a, vienmatis a. d. aT X yra normalusis. Sutrumpintai Zymésine X ~
N(m,A). Uzrasas X ~ N(m,A) naudojamas norint pasakyti, kad X (daugiamatis)
skirstinys yra normalusis, kurio vidurkiy vektorius m, o kovariacijy matrica A.

Naudojantis Siuo apibrézimu galima gauti tris faktus:

(a) Kiekviena X komponenté yra normalusis a. d.

(b) X1 + X2 + -+ 4+ X,, yra normalusis a. d.

(¢) Kiekvienas marginalusis skirstinys yra normalusis.

Tikrai, tam kad X} buty normalusis bet kokiam fiksuotam k = 1,...,n, pakanka
paimti vektoriy a tokj, kad a; = 1, o likusieji a; = 0. Tam, kad suma visy komponenciy
buty normalusis a. d., pakanka paimti a; = 1 su visais k. Savybé c) bus jrodyta, jei a. v.

(Xiy, ..., Xi,) yra normalusis bet kokiam fiksuotam rinkiniui 1,...,4, k = 1,...,n.
Kadangi mes Zinome, kad X yra normalusis, tai Zinome, kad a’ X yra normalusis bet
kokiam a. Atskiru atveju, visiems a tokiems, kad a; = 0, kai j # 41,...,7;. Taiir

irodo c¢).
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2.18 apibrézimas. A. v. X7 = (X1, ..., X,) vadinamas Gauso (normalusis), jei jo
charakteristiné funkcija turi pavidalg

1
© (M, oo A) = Eexp{iAT X} = exp {i)\Tm ~3 <)\TA)\) },
arba

n

n n 1 n
gO()\l, ,)\n) = Eexp {ZZ)\ka} = exp {Zkzl)\kmk — QZZ)\Z')\J‘UU},

k=1 i=1j=1

Gia AT = (A1,..., ) € R, EXT =mT ) ¢ty EXy = my, su visais k = 1,...,n, ir
A = (0ij)nxn — kovariacijy matrica, t. y. 0;; = E(X; —m;) (X5 —m;).

2.19 teiginys. Apibrézimai 2.17 ir 2.18 yra ekvivalentus.
2.20 apibrézimas. Sakysime, kad X turi neissigimusj Gauso skirsting, jei matrica
A yra apverciama arba antraip, kai A yra grieztai teigiamai apibrézta matrica, t. y.

iy Z?ZI AiXjoi; > 0, c¢ia X yra nenulinis vektorius.

2.21 teiginys. A. v. X7 su neissigimusiu Gauso skirstiniu tankis yra

C(]A\? 1 .
fxi, ox. (@, oo ) = ((27r)”> exp{ — 5(35 — m)TA 1(35 —m)}

arba

-1 % n o n
fX17___7Xn(ac1, ce X)) = <|(§7T)J> exp{ — %ZZ(% — mi)ai_jl(xj — mj)},

i=1j=1
¢ia A~ yra kovariacijy matricos A atvirkstiné matrica, |A_1| =det A.

2.2 uzdavinys. Suraskite matricy A ir A~ israiskas dvimaciu atveju.

Sprendimas.
( a% 012 > ( J% pPO102 > v, 012
A = )= J2 ), da p= 2
o12 O3 pPO102 o5 0102
-1 1 1/0% —p/o102 -1 1
A - 1_ 2\ = 1/52 ) ‘A ‘: 2 2 2
=2\ —ploros  1/03 (1- %) o703
nes
- det Aj; | Al
-1 _ i+7 Jr 147 J
= (-1 — = (=1
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Aj; yra matricos elemento aj; minoras. Dydis p vadinamas koreliacijos koeficentu ir
lp| < 1. Jei p(&,m) = +£1, tai a. d. € ir n yra tiesiskai priklausomi. Dvimacio Gauso
skirstinio tankio funkcija galime uzrasyti Sitaip:

f ( ) 1 . { 1 [(xl—ml)Q
I1,T = X — —
R P4 W= A T ) | R

(w1 —ma)(we —ma) | (22— m2)2} }

—2p

0102 O’%

2.3 uzdavinys. Apskaiciuokite normaliojo vektoriaus (X1, X2) sqlyging tankj fx,x, (z2 | =1).
Sprendimas. Kadangi

2

Fxx (551 x2) _ 1 exp{ B 1 [(171 —ml)
e 2no109y/1 — p? 2(1—p?) 2

01
(z1 —m)(x2 — m2) n (z2 — m2)2”

0102 O'%

2p

ir

_ 1 (1’1 — m1)2
le(HCl) - Ul\/ﬁexp{ 20_% }7
tai
x1,% (21, 22)
€T €T = =
P ezl =5 )
1 1 [a§< 2
= —— ex - |5 (x1 —m1)°—
o9V 2m\/1 — p? P 203(1 — p?) [ o? ! !

g
- QPU%(M —mq)(x2 —ma) + (x2 — m2)2} +

(iskeliame 1/073 ir iskirsime pilng kvadrata)

22 pay —mi) — (w2 — m2))2+

1 1
e el
0% (.751 —m1)2
+ 21— p*) (21 — ml)ﬂ + 2} =
01 207
1 1 g 2
= =0 g (vt =~ o )]

a3 =)@ —ma)? | (m =)
20302(1 — p?) 202

1 1 o 2
> exp{ - 20_%(1_p2)|:((x2 —mg) — ;?P(m - m1)) H
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Gautasis salyginis tankis atitinka normaliojo a. d. su vidurkiu meo + g—f p(xy —myq) ir
dispersija 03(1 — p?) tankiui. Be to,

[e.9]

g
E(Xy | X1 = 71) :/ T2 fx,|x, (2 | ¥1) dre = ma + ;jp(ml —my),

—00

D(Xs | X1 =21) =E(X3 | X1 = 21) — (B(X2 | X1 = 21))°

2
Z/_ 25 x5 (2 | 1) dwg — (E(Xs | X1 = 21))” = 03(1 — p°),

nes

o0
/ 33% fXQ\Xl(xQ | 1) dwo
—00

1 o 2
= 02\/% /71_ / 952‘3XP{—20%(1_p2)[(($2—m2)—U?ﬂ(xl—mﬂ) Hdwz
2
:\/%/ yagm—l— Zp(wl—m1)+m2>2€Xp{—y2}dy
m/ y’o3(1 p2)exp{—y22}dy
+\/12—7T(02P($1 1)+m2)2/_00 eXp{—y;}dy

(e 9]

o 2
= 31— %)+ (2 plar = ma) o)

Daréme pakeitima
(w2 —mg) — Zp(a1 —my)

oo/ 1 — p?

y:

ir naudojomeés lygybémis

00 y2 00 yQ
/ yexp{—2}dy:(), / exp{—Q}dy:\/Qw.

2.4 uzdavinys. Apskaiciuokite normaliojo vektoriaus (X1, Xo, X3) su nuliniu vidurkiu
sqlyging tankj fx,x, x, (%3 | ©2,21).

Sprendimas. Pazymékime A~! = (a@;;). Tada

Fxalx,.x (.Tg ’ Ty l'l) _ le,XQ,Xs(l'I,Q?Q,IES) _ le,X%XS(xl,xg,mg) _
e , Fxixz (@1, 2) ffooothXme(xlamZax?))de
exp{ —§ 201 X0 dimiw; }

Jooexp{ — 3300 33 Gy bdeg
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Nesunku apskaiciuoti, kad

3 3
~ ~ ~ ~ ~ 9
Z Z Q3T x5 = Z Z Qi T3 5 + 2(113:61.733 + 2(123.1:2.%3 + a33r3z =
i=1j=1 i=1j=1
2 2 —~ —~ 9
~ ~ ai3 a3
= Z Z Qi TiTj + asz| T3 + P + ]
=1 =1 33 33
o [[@13\2% 5 | [@23\2 5 13023
—agz||=—) 21+ (=) 253+ 2 —5— m122| .
ass ass a3s

Todél

exp { — %533[1634—%1614-%962}2}

[ exp{ — %633 (3 + % x1 + % :132]2}(1:173

fX3|X2,X1 (z3] 22, 21) =

a 1. a a 2
= ﬁeXp{—*a33{$3+Tm$1+T%$2} }
27 2 a33 ass
2.22 pastaba. Nesunku grodyti, kad
_ ann 1 ~ =, azn 2
Xl Xno1,Xs (Tn | Tn—1,. . 21) = o eXp{ ~ 5 ann [ﬂfn + ; . xz} } -

2.23 teiginys. Jei normaliojo vektoriaus (X,Y) koordinatés nekoreliuotos, tai jos ir
nepriklausomos.

Irodysime §j teiginj. Kadangi (X,Y’) yra dvimatis normalusis a. v., tai
Eexp {iAX +iuY} = ' ims — = X202 %03
p {iAX +ipY } = exp{idmy + iumo 5 No7 + 2po1ooi + p sl ¢,

¢ia my =EX, my =EY, 0} = DX, 02 = DY, p = cor(X,Y) — koreliacija.
Jei X ir Y nekoreliuoti, tai p =0 ir

Eexp {iAX +iuY } = Eexp {iA\X} - Eexp {inY}. O

2.5 uzdavinys. Tarkime, a. d. Z jgyja reiksmes 1 ir —1 su tikimybe 1/2, X ~ N(0,1)
ir nepriklauso nuo Z. Pazymékime Y = ZX. [rodykite, kad a. v. (X,Y) néra Gauso,
o X ir'Y néra nepriklausoms.

Sprendimas. Anks¢iau buvo jrodyta, kad jei X ir Y yra nekoreliuoti a. d., tai
jie néra nepriklausomi (Zzr. 18 psl. pateikta pavyzdj). Be to, Y ~ N(0,1). Jei a. v.
(X,Y) buty Gauso, tai is 2.23 teiginio iSplaukty, kad a. d. X ir Y yra nepriklausomi.
Gauname priestara. Todeél a. v. (X,Y) néra Gauso. Taigi nors a. d. X ir Y yra Gauso
ir nekoreliuoti, bet a. v. (X,Y’) nebutinai yra Gauso.

Fakta, kad a. v. (X,Y') néra Gauso, jrodysime kitu budu, pasinaudoje 2.17 apibreé-
Zimu.
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Kadangi
1

5 )

tai a. d. X +Y negali buti normalusis. Jei jis buty normalusis, tai P(X +Y = 0) buty
lygi 0, nes normalusis skirstinys yra absoliuciai tolydus ir tikimybé jam jgyti konkrecia
reiksme lygi 0. Vadinasi, a. v. (X,Y’) néra Gauso. O

P(X+Y =0)=P(Z=—1) =

2.24 teiginys. Tarkime, kad seka normaliyjy a. d. (X,), Xn ~ N (in,02), konver-
guoja Lo prasme j a. d. X. Jei DX = 02 >0, tai X ~ N (u,0?).

Irodymas. Jrodysime, kad i$ konvergavimo X, L2 x isplaukia vidurkiy u, ir disper-
sijy 02 konvergavimas j X vidurkj ir dispersija. Pasinaudosime Kosi nelygybe. Turime

i — EX| = |EX,, — EX| < E|X, — X| < VE|X, — X|” — 0, kain — oo,

ir

[EX; —-EX?| <E|X} - X?| < \/E’Xn—X}2'E|Xn+X|2 — 0, kain — oo,

nes E|X,, + X|2 < 2E|X,, — X|2 +2EX?2. I$ konvergavimo Lo prasme isplaukia a. d.
konvergavimas pagal tikimybe. Todél 02 — DX, n — oo, ir su visais A € R gauname,
kad

exp {iAX,,} Py exp {irX}.
Kadangi dydziai aprézti, t. y. |exp{iAX,}| < 1, tai galime taikyti 1.64 isvada. Gausi-
me, kad E|exp{iAX,,} — exp{iAX}| — 0, kai n — oco. Todeél

exp {iMtn, — 1/20%02} = Eexp{ilX,,} — Eexp{i\X}

Kadangi ju,, ir 02 konverguoja i p ir 02, kai n — oo, tai a. d. X charakteristiné funkcija
turi pavidala
exp {idpu — 1/2X%0%}.

Vadinasi, X yra Gauso a. d. O

Gautaji teiginj galime apibendrinti.

2.25 teiginys. Tarkime, n-matis Gauso a. v. X®) konverguoja Ly prasme j a. v. X,
t. y. E(X; —XZ-(k))2 — 0, kai k — oo, suvisaisi=1,2,...,n. Tada X yra Gauso a. v.,
kurio parametrai p ir ¥ yra atitinkamy X% parametry 1 ir 5 ribos.

Irodymas. Irodysime, kad i§ konvergavimo Lo prasme X*) j X isplaukia vidurkiy

p®) ir kovariacijy matricy X(*) konvergavimas | X vidurkj ir kovariacijy matrica. Pa-
sinaudosime akivaizdzia nelygybe

(@ +2)(b+y) — ab] <ay|+ |bx] + |2y|.
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Paimsimea:Xi,b:Xj,:z::X() Xlry—X() X;. Tuomet

EXxPx® - x.x;| < EXXP - X)) +EX; (XY - Xp)]

+E[(x® - x)(xP - x;)].

Tada i§ Kogi-Svarco nelygybés gauname

Ex®x® _ x,x;| < \/EXZ-PE\XJ(’“) - X;° + VEIX; PE[x) - X,

+\/]E|X§’“) - X, PEIxP - X7

Vadinasi, EXZ(k)X J(k) — EX;X;. Dar kartg panaudoje Kosi-Svarco nelygybe gauname

ElxM - Xi| < VEXP - x|

IS Sios nelygybés iSplaukia, kad ugk) = EXZ-(k) konverguoja j p; = EX; su visais ¢ =
1,...,n. Taigi

k)

o) ~EXOXE 00 L BX X gy = o

v

Be to, is konvergavimo Lo prasme isplaukia atitinkamy vektoriy konvergavimas pagal
tikimybe. Todél su visais A € R™ gauname, kad

exp{ Z)\ X( }—>exp{iZAiXi}.
i=1

=1

Kadangi dydziai aprézti, tai galime taikyti 1.64 iSvada. Gausime, kad

exp{ Z )\],uj %Z Z )\i)\joi(f)} = Eexp {ZZ )\iXi(k)} — Eexp {zz )\Z-Xi}.
i=1j5=1 =1 =1

Kadangi ug-k) ir O'Z(J]'f) konverguoja j p; ir 0y, kai k — oo, tai X charakteristiné funkcija

turi pavidala

exp{ Z)‘J“J ZZ)\)\UW}

i=1j=1
Vadinasi, X yra Gauso a. v. O
Savybés. Tegul X7 = (X1, ..., X,,), X ~ N(m, A), tuomet:

a) jei Gauso a. v. X koordinatés yra nekoreliuotos, tai jo koordinatés yra nepri-
klausomi a. d.
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b) jei Gauso a. v. X kovariacijy matrica turi pavidala

A 0 0 O
0 A 0 O

3= ,
o 0 . 0
0 0 0 A
Gia Aq, ..., A yra matricos isdéstytos iSilgai > diagonalés, tai X galima iSskaidyti j vek-

torius XM, X@ X *) taip, kad Sie vektoriai bty nepriklausomi, o cov(X(i) , X(i)) =
A, i=1,2,... k.

2.6 uzdavinys. Tarkime, kad X €~ N (0, A), cia

1
A=1 0
0

=N O
O = O

Irodyti, kad X, ir (X9, X3) yra nepriklausomd.

Sprendimas. A. v. (Xj, X9, X3) charakteristiné funkcija

3 3 3 3 3
EeXp {Z Z)\ka} = exp{ — ;ZZAZA]O‘U)} = exp{ - ;()\% + ZZ)\i)\jO’ij)} =
k=1

i=1j=1 i=2 j=2

3
= Eexp {i\; X1 }Eexp {z > /\ij} . O
Jj=2

c) jeigu Y = HX + b, tai Y skirstinys yra normalusis, Y ~ N (Hm + 0, HAHT),
¢ia H yra k x n matavimy matrica, b yra k-matis konstanty vektorius. (Po tiesinés
a. v. X transformacijos a. v. Y islieka normaliuoju).

d) jei X; ~ N(m;, A;), 1 <i <mn, yra nepriklausomi a. v., tai a. v.

(zn: HX) ~N (zn: Him;, zn:(HiAiHiT )) .
=1

i=1 i=1
Cia H;, 1 <1 < n,— konstanty matricos. O

Tarkime, X ~ N (m, A). Kadangi A yra neneigiamai apibrézta kvadratiné matrica,
tai egzistuoja ortogonalioji matrica C tokia, kad CTAC = D, ¢a D yra diagonalioji
matrica, kurios elementai A1, Ag,. .., A, yra matricos A tikrinés reikSmés. (Priminsime,
kad skaicCius A yra matricos A tikriné reiksmeé, jei egzistuoja nenulinis vektorius x toks,
kad Ax = Ax. Vektorius x yra matricos A tikrinis vektorius atitinkantis \.) Matrica C'
vadinama ortogonaligja, jei CTC = I, ¢ia I — vienetiné (tapacioji) matrica. Patebésime,
kad C~! = C7 ir det C = +1.
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Pavyzdys. Matricos

( % % ) (cos@ —sin9> <c089 sinG) (1] _01 8
R ol , ; , _ ;
7 7 sin 6 cos sin @ cosf 0 0 -1

0 € [0, 27], yra ortogonaliosios.

2.26 teorema. Tarkime, X ~ N (m, A) ir pazymékime Y = CTX, ¢ia ortogonaliofi
matrica C tokia, kad CTAC = D. Tuomet Y ~ N(CTm,D). Be to, a. v. Y
komponentés yra nepriklausomi a. d. ir jy dispersijos lygios A\, k =1,2,...,n, ¢ia A,
A2, ..., An yra matricos A tikrinés reiksmés.

2.27 pastaba. Atskiru atveju, gali taip atsitikti, kad kelios tikrinés reiksmés yra lygios
nulivi. Sivo atveju atitinkamos komponentés yra issigimusios.

2.28 teorema. Tarkime, X ~ N(m,o?I), ¢ia 0® > 0, I — vienetiné matrica. PaZy-
mékime Y = CX, ¢&ia C kokia nmors ortogonalioji matrica. Tada Y € N(Cm,oI).
Gauname, kad Y1,Ys,...,Y, yra nepriklausomi normalieji a. d. su ta pacia dispersija

a2

1 pavyzdys. Tarkime, X ir Y yra nepriklausomi, standartiniai normalieji a. d.
N(0,1). Trodyti, kad a. d. X +Y ir X —Y yra nepriklausomi.

Sprendimas. Pakanka jrodyti, kad a. d. U = (X +Y)/V2ir V= (X —-Y)/V2
yra nepriklausomi. Turime, kad (X,Y)? € N(0,1) ir

SORIEO .

Isvada tiesiogiai gausime i$ 2.28 teoremos. 0

Egzistuoja tiesinés transformacijos, kurios néra ortogonaliosios, bet po transforma-
cijos a. v. koordinatés tampa nepriklausomais a. d.

2 pavyzdys. Tarkime, X ~ N (m, A)

2
m:("”), A:( 1 p"12"2>.

(Matricos apibrézime maudojami pazyméjimai yra pateikti 2.2 uzdavinyje). Po trans-
formacijos X = m + BY gauname, kad Y ~ N (0, ). Matrica

o1 0
B:
<pa2 o2 1—/)2)

2.29 apibrézimas. Procesas X = {X(t),t > 0} vadinamas Gauso, jei jo baigtinia-
maciai skirstiniai yra normalieji, t. y. su visais 0 < t; < ... < tg, k € N, a. v
(X(t1),...,X(tg)) skirstinys yra normalusis.

S-S
|
S-S

néra ortogonalioji.



44 2 skyrius. Atsitiktiniai procesai

2.30 pastaba. Visos Gauso proceso skirstinio savybés yra nusakomos p(t) = EX;
(vadinama proceso vidurkiu) ir p(t,s) = EX;Xs (vadinama proceso autokoreliacine
funkcija).

2.7 uzdavinys. [rodyti, kad Brauno judesys W yra Gauso procesas.

Sprendimas. Tarkime, kad 0 =ty < t; < ... < t;. Kadangi Brauno judesys yra
procesas su nepriklausomais pokyciais, tai atsitiktinis dydis

k k
Z)‘lW(tz) = Z()\l + ...+ )\k)(W(tl) — W(tifl)), NER, 1<i< k‘,
=1 =1

yra suma nepriklausomy a. d.
()\i + ...+ )\k)(W(tZ) — W(ti_l)) ~ N(O, ()\Z +...+ >\k)2(ti — ti—l))-
Todel 32K, \;W (#;) yra normalusis a. d. (zitr. d) savybe). Prisiminkime, kad Gauso

procesa pilnai nusako jo vidurkis ir kovariaciné matrica. A. v. (W(t1),...,W(tg))
vidurkis yra nulis, o kovariaciné matrica

o111 012 ... O1k tl tl tl

. o921 0922 ... O9% . t1 ta ... to2
A= =

Okl Ok2 ... Okk t1 to ... g

Be to, a. v. (W (t1),...,W(tr)) charaktetristinei funkcijai teisinga lygybeé

n

Owtr), W te) AL M) = [ ewen-wte (N + -+ Ap).

Todél
Lk
OW (1), W(ty) (M- Ak) = exp { b SNt APt — ti—l)}
1
2

(AT ar) } (2.3)

2.4 Stacionaris procesai

2.31 apibrézimas. Procesq X = {X(t),t € T} wvadiname stacionarivoju siaurgja
prasme (grieztai stacionariu), jei jo baigtiniamaciai skirstiniai nepriklauso nuo laiko
postumio. Tai reiskia, kad su visais tp, € T irty +7 € T, k = 1,...,n, n-matei
pasiskirstymo funkcijai F' teisinga lygybé

Fx(t1), X (t) (@15 -+ Tn) = FX (647,00 X (tntr) (T15 -+, Tn).
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2.32 apibrézimas. Procesq X = {X(t),t € T} vadiname stacionariuoju placigja pras-
me, jet

EX(t) =m, DX (t) = o2, cov(X(t), X (t+ 7)) = R(7),
t. y. jei vidurkis ir dispersija yra pastovus, o kovariacija yra funkcija nuo argumenty
skirtumo.

2.33 pastaba. Stacionarumui placigja prasme pakanka, kad buty pastovus vidurkis, o
kovariacija buty funkcija nuo argumenty skirtumo.

2.8 uzdavinys. Tarkime, kad a.d. X1 ir Xo yra nepriklausomi vienodai pasiskirste a.d.
igyjantys reiksmes —1 ir 1 su tikimybe 1/2. Nagrinékime procesq Y (t) = X; cos A\t +
Xosin At, —oo < t < 00, ¢ia A — neatsitiktinis parametras. ProcesasY yra stacionarusis
placigja prasme, bet néra stacionarusis siaurgja prasme.

Sprendimas. Kadangi a. d. X; ir Xy vidurkiai lygus nuliui, tai ir proceso ¥ =
{Y(t), —o00 < t < oo} vidurkis nulis. Kadangi a. d. nepriklausomi, o DX; = DXy =1,
tai

EY ()Y (s) = E(X7 cos At cos As + X3 sin At sin \s) = cos A(t — s).

Vadinasi, procesas Y yra stacionarusis placigja prasme.

Irodysime, kad procesas Y néra stacionarus siauraja prasme. Fiksuojame laiko
momentus t] < tog < - < th ir b1 +7 < tg+7 < .-+ < t, + 7. SkaiCiuosime
charakteristines funkcijas. Kadangi a. d. X7 ir Xs yra nepriklausomi, tai

. n . n .
Eel i kY () = ol Doy plcosNutsinMe) gy
zg " g (cos My —sin At
+Ee* Zuk=1* k( k k)].{Xlzl,Xzzfl} +

+Eeizzzluk(—cos)\tk+sin)\tk)1{x Lx 1}_|_
1=—1,X2=

. n .

7 — cos At —sin \¢
+Ee D e M k k)l{Xl:—l,XQZ_l} =
_ l(eizzzl g (cos At +sin Aty) —|—eiZZ:1 g (cos At —sin At ) +

—|—6i ZZ:l o (— cos Aty +sin At) + ez’ Ezzl i (— cos At —sin )\tk))
ir
cos Aty + sin A\t =2 cos g cos (% — /\tk), cos Aty — sin At = 2 cos % cos (g + )xtk),

— coS Aty + sin At = — 2sin g sin (% — )\tk), — Cos Aty — sin At = —2sin % sin (g + )\tk>.

Analogiskai
E & ZZZI nrY (t+7) :1 (ei E:Zl pi(cos At +7)+sin (¢ +7)) + e EZ:l g (cos A(tg+7)—sin )\(tk+7))+

+ ez’ Ezzl p (— cos A(tg+7)+sin A(tg+7)) + ei ZZZI pp(— cos)\(tk+7)—sin>\(tk+7)))
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ir
cos A(ty + 7) +sin A(ty + 1) :2cos%cos (% —)\(tk+r)>,

( ) (
, 0 T
cos A(ty + 7) — sin A(tg + 7) =2 cos 7 €08 (Z + At + T)),
. LT ™
—cos A(tp +7) +sin A(tx + 7) = — 2sin 7 5in (Z — At + T)),
: LT T
—cos Nty +7) —sin A(tx + 7) = — 2sin o Sin (Z + Atk + T))
Jei procesas stacionarus siaurgja prasme, tai turi sutapti charakteristinés funkcijos.
IS gauty iSraisky matome, kad jos nesutampa. Pavyzdziui, imame, kad £k = 1, t; =
0ir 7 = gy, tarus, kad A # 0. (Jei A = 0, tai imame 7 = 7). Gausime, kad
cos(m/4 — A /(4)\)) = 1, o cos(w/4) = v/2/2. Vadinasi, procesas Y néra stacionarus
siauraja prasme. O
Jei egzistuoja DX (t) < oo visiems ¢t € T, tai stacionarus siauraja prasme procesas
yra stacionarus ir placiagja prasme. Tai iSplaukia i$ apibrézimo. Gauso procesui abi
savokos sutampa.

2.4.1 Pirmosios eilés autoregresijos procesas (AR(1) modelis)

Atsitiktineé seka X = {X,,,n € Z} yra vadinama pirmosios eilés autoregresijos procesu
arba AR(1), jeigu
X, =0X,_1+¢en, n €z, (2.4)

¢ia 0 yra nezinomas parametras ir € = {e,,n € Z} — seka a. d. su zinomu skirstiniu,
kurj galime traktuoti kaip ,atsitiktinj triukSma“. Tarkime, kad
0%, jei i=j,

2.5
0, jei i#7. (2:5)

EEi = 0, E(EZ'EJ') = {

2.34 pastaba. AR(1) modeliai gali buti taikomi konstruojant tikimybinius modelius
hidrologijoje. Tarkime, nagrinéjamas didelis vandens baseinas (pvz. jura). AR(1)
tikimybiniu modeliu galime aprasyti vandens lygio nuo vidutinés reiksmés kitimus, kurie
atsiranda dél vandens garavimo ir vandens istekliy kitimo Siame baseine.

Isskleidus X,,, turime

X, = 0°X,_9+40c,_1+¢e,=

[e.e]
= ent0ep1+ ...+0e_j+-- :Zelen_i. (2.6)
i=0
Irodysime, kad
2
EX,=0, DX,=-——, jei |0]<1.

1—627
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Kadangi (37" 0%e,—;)? > 0, tai i§ Fatu lemos gauname, kad

mo 2 mo 2
EX; = Eliminf (Zaleni) < lim inf E(Z%ni) -
i=0 =0
m 0 ) 0.2
= liminf ) 6*Ee;_; < e

=0
Todeél
mo 2
E<Xn - Z 015ni> = 92m+2EX721_m_1 — 0, kai m — 0,
i=0

ir i§ Kogi-Svarco nelygybés gauname, kad

m 2 m 2
SJE@,FZ%M) o0+ 30
=0 =0

mo 2
‘IEXEL —E ( > ezem)
=0

202 moo 2 )
§1_82JE<X71—§015”_2-> — 0, kai m — oo.

Todel EX2 = %05, nes E(X7 0ie,—i)? = 02 =07 Vidurkis EX,, = 0, nes

']EXn —E) 0en
1=0

m 2
< \IE<Xn — Z Qien_i) — 0, kai m — oo,
i=0

ir E>"" 0%, _; = 0. Vadinasi, DX,, = %

Skaiciuojame kovariacija. Pastebésime, kad
XiXi—j = [(ei+0si1+---+ 9j_1€i_(j_1)) + 67 (eimj+0cij1+---)] x
X(gimj+0sij1+--+).
Is a. d. (er) nekorelivotumo gauname a. d. (g + Ogi—1 + -+ + Oj_lsi_(j_l)) ir
(€i—j +0gi—j—1 + - --) nekoreliuotuma. Todél

0.2

1—62

Kadangi vidurkis tapatingai lygus nuliui, o kovariacija priklauso tik nuo argumenty
skirtumo, tai atsitiktiné seka X = {X,,,n € Z} yra stacionari.
Nagrinékime AR(1) modelj, kai n € {0,1,...}. Tada

COV(XZ‘,Xi_j) = E(XZXZ_J) = E[&J (Ei_j + Héi_j_l + - )2] = HjEXizfj = 0j

n—1
Xn=0"Xo+ > 0cni.
1=0

Si igraiska yra tiesine funkcija nuo Xy ir triuk$mo {eg, k = 0,1,...}. Todeél

EX, = 0"EX,
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ir

n—1 n+j—1
EXanJrj = E[(@nXQ + Z 915n7;> (0n+JX0 + Z 915n+ji>:| =
=0 =0

n—1 n+j—1

= *"YEX] + E[( > Qlen_z) ( > elenﬂ»_i)
1=0 =0

_ 92n+jEXg + o2 (0j 4 git2 4ot 9j+2(n71)) _

2n+j 2 2 -6
= OHEXE + 0%

1_927 j207

jei Xo ir (ex) yra nepriklausomi. Vadinasi, §i seka néra stacionari net jei Xo = 0. Tam,
kad X = {X,,,n = 0,1,...} buty stacionari, reikia papildomy salygu. Pavyzdziui, jei
X() = &0 ir

02

Eef = ——
A
tai

02

EXp Xty = 0! 753 -

2.4.2 (Gauso procesas

2.35 teiginys. Realusis Gauso procesas {X (t),t > 0} su nuliniu vidurkiu ir kovariacija
K(s,t) yra grieztai stacionarus (stacionarus siaurgja prasme) tada ir tik tada jei bet
kokiems 0 < s <t

K(s,t) = K(0,t —s) = R(t — s). (2.7)

Irodymas. Butinumas. Tarkime X yra stacionarus siaurgja prasme. Tuomet
EX(s)X(t) =EX(s+7)X(t+ 1) arba K(s,t) = K(s+7,t+ 7).
Imdami 7 = —s mes gausime
K(s,t) = K(0,t —s) = R(t — s).
Pakankamumas. Jei galioja (2.7), tai vektoriaus (X (¢1),...,X(tn)), 0 < t; <

. < tp, charakteristiné funkcija

1 n n

f()\l, ey /\n) = exp { — 5 Z Z /\Z‘)\jR(ti — tj)}.
i=1j=1

Taciau ji yra ir vektoriaus (X (1 + 7),..., X (¢, + 7)) charakteristiné funkcija (ziur.
(2.7)). O

2.36 isSvada. Placigja prasme stacionarus Gauso procesas su nuliniu vidurkiu yra taip
pat stacionarus siaurgja prasme.
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Irodymas. Tai seka is stacionaraus proceso plac¢iaja prasme apibrézimo.

Pavyzdys. Tarkime {W;,t > 0} yra Vynerio procesas. Irodyti, kad procesas
X; = e W (e?), —o0 < t < 00, yra stacionarus procesas placiaja prasme.

Sprendimas. Pasinaudojus Vynerio proceso savybémis gauname, kad

EX; = e 'EW(e*) =0;
K(s,t) E(Xs- Xy) =e - e "BW(e*) - W(eX)] =e* e (e* Ne?) =

ST et — 67\t73|.

Matome, kad nagrinéjamo proceso X vidurkis yra nulis, o kovariacija yra funkcija nuo
argumenty skirtumo. Vadinasi, procesas X yra stacionarus procesas placiaja prasme.

2.5 Markovo grandinés

Prie papraséiausiy procesy priskiriamos vadinamosios Markovo grandinés. Nagrinésime
atsitiktinj procesa X = {X(t),t € T}, apibrézta tikimybingje erdvéje (Q, F,P) ir jgy-
jantj reikSmes i$ macios erdvés (E,E). Laikysime T = {0,1,...}, o buseny erdve E —
baigtine, arba skaic¢ia. Busenas zymésime tiesiog naturaliaisiais skaiciais. Sakysime,
kad procesas yra Markovo grandiné (tiksliau — diskreciojo laiko Markovo grandiné), jei
bet kuriam naturaliajam skai¢iui n ir bet kuriems k, jo, j1,-..,jn—2,] € E teisingos

lygybés

=P(X(n) =k | X(n—1)=1j). (2.8)

(2.8) lygybeés desinéje esancia tikimybe vadinsime peréjimo s j-osios busenos i k-qjg

buseng momentu n tikimybe ir Zymésime pg.z). Matrica

w_ [ P8
=1 py Py

vadinama peréjimo matrica. Aisku,
Sl =1,
k
kai sumuojama pagal visas galimas busenas. Pazymésime
P(X(0)=k) =p) (k=1,2,...).

Sios tikimybés vadinamos pradinémis tikimybeémis. Ir ¢ia

> =1
k
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Markovo grandiné vadinama homogenine, jei tikimybés pg.z) = pjr nepriklauso

nuo n. Jei buseny skaicius yra baigtinis, tai grandiné vadinama baigtine; jei buse-
ny aibé skaiti, tai ir grandiné vadinama skaicia.

1 pavyzdys. Tarkime, kad turime seka déziy, kuriose yra po 1 baltg ir 1 juoda
rutulj. Sunumeruokime dézes skaiciais 0,1,2, ... Atsitiktinai imkime rutulj i$ nulinés
dézés ir permeskime j pirmaja. IS pirmosios dézés vél atsitiktinai imkime rutulj ir jme-
skime j antraja. Taip darykime ir toliau. Tikimybé istraukti apibréztos spalvos rutulj
is n-osios dézés (n > 1) priklauso tik nuo to, kokios spalvos rutulys buvo istrauktas
iS (n — 1)-osios dézés, ir nesikei¢ia nuo papildomos informacijos, kas jvyko ankséiau.
Apibrézkime a. d. X (n) (n=0,1,2,...), laikydami X (n) = b, jei i§ n-osios dézés buvo
istrauktas baltas rutulys, ir X(n) = j, jei i$ tos dézés buvo istrauktas juodas rutulys.
Tada

POX(0)=b) =5, BX(0)=j) =
P(X(n) =b| X(n—1)=b)= -, P(X(n)=b| X(n—1)=j) =,
P(X(n) =] X(n—1)=b) =5, B(X(w)=j|X(n-1)=j)=3

(n=1,2,3,...).

Turime baigtine homogenine Markovo grandine su dviem busenomis, su pradinémis
ir peréjimo matrica

(11)

272
2 pavyzdys. Tarkime, kad (&,), n > 1,yra seka nepriklausomuy, vienodai pasiskirs-
Ciusiy a. d., kurie jgyja neneigiamas reiksmes. Sakykime, P(§ = i) = a;, a; > 0 ir
woa; = 1. Pazymeékime S, = > &, So = 0. Irodysime, kad seka (S,), n > 0, yra
Markovo grandiné su skaiéia biiseny aibe.
IS tiesy,

tikimybémis (

SN

LI |

P(Sk+1 =17 | Sk = ik, Sk—1 = tk—1,--.,50 = 0)
=P(Sk + &1 =17 | Sk =ik, Sk—1 = tk—1,-..,50 = 0)
_ P(Sk +&ry1 = 7, Sk = ks Sk—1 = g—1,...,5 = 0)
N P(Sy, = i, Sk_1 = ik_1,...,50 = 0)
~ P(§gq1 = J — ik, Sk = ik, Sk—1 = k-1, .,5 = 0)
N P(Sy, = ik, Sk-1 = ik_1,...,50 = 0)
~ P(&ky1 = J —ix) - P(Sk = ig, Sk—1 = ig—1,...,50 = 0)
N P(Sy, = i, Sk_1 = ik_1,...,50 = 0)
nes Sj,j <k, ir §41 yra nepriklausomi a. d.

=P(§pr1 = J — in)-
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Panasiai skai¢iuodami gausime

P(Sky1 =4 | Sk =ir) = P(Sk + Eky1 = J | Sk = ix)
=P(&41 =7 —ix | Sk = ix) = P(§1 = J — ik)-

3 pavyzdys. (Uzdavinys apie zaidéjo bankrota). Tarkime, kad zaidéjas A turi
kapitalg a, o zaidéjas B kapitala — b. Be to, tarkime, kad zaidéjas A su tikimybe p
islosia partija pries zaidéja B ir padidina savo kapitalg vienetu, o su tikimybe g =1—p
pralosia partija pries zaidéja B ir sumazina savo kapitalg vienetu. Tarkime, S, yra
zaidéjo A kapitalo dydis po n partiju. S, gali jgyti tik baigtinj skaiciy reiksmiy, t.y. S,
gali jgyti reikSmes 0, 1,...,a+b. Skirtumas a+b—.5, yra interpretuojamas kaip zaidéjo
B kapitalas po n partiju. Jei S, = 0, tai n-tojoje partijoje zaidéjas A bankrutavo, o
jei S, = a + b, tai n-tojoje partijoje zaidéjas B bankrutavo.

Sj 7aidimg galima aprasyti formaliai. Tarkime, n1,72,...,7, yra nepriklausomi
Bernulio a. d. tokie, kad P(ny = 1) =pir P(ny, = —1) = ¢, So = a, Sy =a+m +
...+ . Cia S, interpretuojame kaip zaidéjo A kapitalo dydj po k partijy. Seka a. d.
So,51,..,8n, ... yra Markovo grandiné su p° = P(Sp = a) = 1, p;j = P(Sky1 = 7 |
Sk =1)irp(i,i+1)=p,p(i,i—1) =¢q, kai 0 <i < a+b, plat+b,a+b) =1, p(0,0) = 1.

Tarkime, zaidéjas A turi 3 Lt, zaidéjas B — 2 Lt. Tada peréjimo tikimybiy matrica
atrodys taip:

Poo Pol Po2 Po3 Po4  Pos 100000
P10 P11 P12 P13 P14 P15 qg 0 p 0 0 O
P20 P21 P22 P23 Paa P25 [ _ | 0 ¢ 0 p 0 0 0
P30 P31 P32 P33 P34 P35 00 ¢ 0pO
P40 P41 P42 P43 P44 D45 000 qgO00p
P50 P51 D52 D53 Dsa Pss 0 00O0O0T1
Nagrinésime homogenine grandine su peréjimo matrica m = ||p;;|| ir skaicia buse-

ny aibe. Si matrica nusako sistemos biisenos pasikeitimg po vieno zingsnio, tiksliau
kalbant, nusako tikimybes sistemai patekti j kurig nors k-aja busena m-uoju laiko mo-
mentu, jei (m — 1)-uoju laiko momentu ji buvo kurioje nors j-ojoje busenoje. Apskai-
¢iuosime tikimybe pereiti i$ i-osios busenos j k-aja biisena per n zingsniy. Pazymékime
tg tikimybe
pjk(n) = P(X(n) = k | X(0) = j),
ju matrica m(n) = [|px(n)|.
Pastebésime, kad

{X(nl—i—ng) :]} :U{X(n1+n2) :j,X(nl) :i}

Prj (1 +n2) = B(X(n1 +n2) = j [ X(0) = k) =
=D P(X(m +n2) = j, X(m) =] X(0) = k),



52 2 skyrius. Atsitiktiniai procesai

¢ia sumuojame pagal visas busenas. Toliau

P(X(n1+n2)=74,X(n1)=1| X(0)=k) =
 P(X(n1+n2)=j,X(n1) =1 )

)
P(X(0) = k)
_ P(X(n1 +n2) =j,X(n1) = '
N P(X(n1) =14, X(0) = k) P(X(0) = k)

(is Markovo savybés ir homogeniskumo)

=P(X(n1+n2) =j [ X(m) =1i)-P(X(m) =i | X(0) =k) =
=P(X(n2) =j | X(0) = @) - P(X(n1) = i | X(0) = k) =
= pij(n2) - pri(n1) = pri(n1) - pij(n2).
Todél
Prj(n1 +ng) = Zpki(nl) - pij(n2). (2.9)
Jei turime kvadratines matricas A = (a;;), B = (bi;), C = (¢j), tai matricy

sandaugos C = A - B elementas ¢;; = Y1 aixbg;. Todél
7T(n1 + 77,2) = 7T(TZ1) . 7T(7’L2).

Taigi
7(2) = 72(1) = 7%, 7(3) = 7(2) - w(1) =73, ...
Vadinasi, 7(n) = 7" (n = 1,2,...). Formulé (2.9) teisinga ir tada, kai n; > 0, ngo > 0,
jei laikome
1, kaik=j,

Pi(0) = {0 kai k # j.

(2.9) formulé vadinama Kolmogorovo-Cepmeno lygtimi.
Zinodami peréjimo ir pradines tikimybes, galime rasti tikimybe pg(n) = P(X (n) =
k), kad sistema laiko momentu n bus k-ojoje busenoje. I tikruyjuy,

pe(n) = P(X(n) = k) = ZP(X(O) =7, X(n) =k) =

_ P(X(n) = £, X(0) = )
"L ER0) =)

= STP(X(n) = k| X(0) = ) PX(0) = ) = " plmn(n)
J J

P(X(0) =) =

Si formulé teisinga, kai n > 0. Teisinga ir bendresné formulé

pr(n+n2) =Y pi(n1)pjr(nz), n1 >0, ng > 0.
J
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Zinodami pradines ir peréjimo tikimybes, galime rasti ir Markovo grandinés baigti-
niamacius pasiskirstymus. Pasirinkime laiko momentus 0 < n; < ... < nyg ir busenas
Jiy--+,Jk- Apskai¢iuokime tikimybe P(X(ni) = j1,...,X(nk) = jr). IS grandinés
apibrézimo isplaukia

P(X(n1) =j1,..., X(ng) = jr | X(n1) = J1,.. ., X(ng—1) = J—1)
ng) =Jk | X(n1) = Ji,. .., X(nk—1) = Jr—1)
k) = Jk | X(k—1) = Jk—1) = Pjx_1jx (M — Nk—1)-

P(X(n1) = j1,. .., X (k) = jx) =

P(X(n1) =7j1,..., X(ng) = ji | X(n1) = j1, ..., X(ng—1) = jr—1) X
x P(X(n1) = j1, ..o, X(ng—1) = Jr—1) =

P(X(n1) = j1,- s X(ng—1) = Jr—1) * Pjs_1ji (N — ng—1).

Samprotaudami taip pat ir toliau, gausime

P(X(n1) = j1,. .., X(ng) = jx) =

= pj(n1) “pjrjp(n2 —mn1) - oo (e — ng—1).

Markovo grandiniy teorijoje svarbu atsakyti i Sitokj klausimg. Sakykime duoti ne-
neigiami skaiciai p), >, p) = 1, ir stochastiné matrica |p;z||. Kyla klausimas, ar
egzistuoja homogeniné Markovo grandiné, kurios pradinés tikimybés yra skaiciai p% ir
peréjimo tikimybés — skaiciai pjx. [ Sj klausimg galima atsakyti teigiamai.

Tarkime, kad T yra baigtinis, arba begalinis, realiyjy skaic¢iy intervalas, o buseny
erdvé E — baigtiné arba skaiti. Sakysime, kad procesas yra tolydaus laiko Markovo
grandiné, jei bet kuriam naturaliajam skaic¢iui n, bet kuriems tg < t1 < ... < tp—1 <
s < tis T ir bet kuriems k, jo, j1,.--,Jn-1,] € E teisingos lygybés

P(X(t) =k | X(to) = jo, X(t1) = j1, -, X(tn—1) = jn-1, X (s) = j)
= P(X(t) =k | X(s) = j). (2.10)

Ir ¢ia galime kalbéti apie fizing sistema, kurios busena laiko momentu ¢ yra X (¢). Tada
P(X(t) =k | X(s) = j) yra tikimybeé sistemai patekti i k-aja buseng laiko momentu ¢,
jei laiko momentu s ji buvo j-ojoje busenoje. Jei ta tikimybé priklauso tik nuo ¢t — s,
tai grandiné vadinama homogenine. Tada galima kalbéti apie peréjimo tikimybe pji (%)
iS j-osios busenos j k-aja per laiko tarpa t.

2.37 apibrézimas. Puasono procesu su parametru A (A > 0) vadinamas ats. pr. N =
{N(t),t > 0}, tenkinantis sqlygas:

1) N(0) = 0;

2) bet kokiam rinkiniui 0 < t9 < t; < ... < t, a. d. N(t1) — N(to), N(t2) —
N(t1),...,N(tn) — N(tp—1) yra nepriklausomi;
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3) A. d. N(t)— N(s), 0 < s <t, skirstinys yra Puasono su parametru A(t — s), t.

At —5)]*

k! ’
2.9 uzdavinys. [rodykite, kad Puasono procesas N = {N(t),t > 0} yra tolydaus laiko
Markovo grandiné.

P(N(t) — N(s) = k) = exp{—A(t —s)} k=0,1,2,...

Sprendimas. Pastebésime, kad

P(N(t)=k | N(s)=j) = P(N(t):k’N(S.):j):

P(N(s) = j)
_ P(N(t) - N(s )~|—N( )=k N(s)=j) _
P(N(s) = j)
P(N(t) — N(s ):k:—y, (s) =J)
P(N(s) = j) '

Puasono proceso pokyciai yra nepriklausomi. Todél
B(N(t) = k| N(s) = j) = P(N(t) — N(s) = k — ).
Analogiskai

P(N(t) =k | N(to) = jo, N(t1) = j1.- .., N(tn—1) = jn—1,N(s) = j) =
— B(N ()~ N(s) =k j).

nes aibé
{N(t) = kaN(tO) = jOaN(tl) = j17 cee aN(tnfl) = jnflaN(S) = j}
yra sankirta nepriklausomy jvykiy

{N(t) = N(s) =k —j} N {N(s) = N(tn-1) = j = Jn-1} N

n—1
N{N(to) = N(0) = jo} N ( () {N(tx) = N(tr-1) = jr — jk—l})-

2.6 Markovo procesai

2.38 apibrézimas. Atsitiktinis procesas X = {Xy, t € [to, T}, apibréztas tikimybiné-
je erdvéje (Q, F,P) su reiksmémis R?, vadinamas Markovo procesu, jei patenkinta
vadinamoji Markovo savybé: bet kuriems tg < s <t < T ir B € B(RY) galioja lygybé

P(X; € B|F;) =P(X, € B|X,) b.v, F =o0{Xy:to<u<s}

0
2.39 teorema. Markovo savybé yra ekvivalenti:
Vn>1, tg<t1<...<t,<t<T ir BeB(RY

P(X, € B| Xy,,....Xe,) =P (X; € B| Xy,).
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Intuityviai ats. pr. Markovo savybé gali buti nusakoma taip: jo tikimybiné elgsena
po bet kokio momento ¢, (ateityje) priklauso tik nuo proceso reikSmeés laiko momentu
n (dabartyje) ir nepriklauso nuo proceso reiksmiy iki laiko momento ¢,, (praeities).
Tarkime, nagrinéjame ats. pr., kurio reikSmeés, kaip a. d., turi tankius.

2.40 apibrézimas. Ats. pr. X vadinamas Markovo procesu, jei sqlyginis tankis
Ixuxayoxg x, Wl e, ek @) = fxx, (Y [ @) (2.11)

suwvisais 0 <t <ty < - <tp <s<t, ri,x2,...,T%, 2,y € R.

2.10 uzdavinys. Brauno judesys yra Markovo procesas.

Sprendimas. Tikriname (2.11) salyga. Pasinaudosime rezultatu suformuluotu 2.22
pastaboje ir 2.7 uzdaviniu. Zinome, kad

fwawiywi we W | 21,22, g, @)
k12, k42 1 g1, B2 5 o 2
s ~ a;
= exp{ — S Appopte |y + }: },
2 2 12, k+2 I k2, k+2
¢ia @ 42, 1 <1 < k 4+ 2, yra matricos A~! elementai, o
ot ... ot t h
t1 to ... to tg o
t1 to ... tp tp tg
tl tQ e tk S S
t1 to ... Ik s t
Kai k£ =0, tai
a2 1 a1 1°
T) = ex ——a +
g 19 =52 exp { = S|y s 522 2] )
ir

~ a _
AZ(? S>7 |A|:5(t—5)a |A21|:|A22|:5> &222(—1)422(15—8)1

t Al
~ a21 -1
g =(—1)° = = —(t —s)7,
Al
¢ia Aj; yra matricos elemento aj; minoras. Todeél
1 @—wV}
)= ————2¢ - 5.
fwt\ws (y | ) 2t — 9) XP{ 20l — 5

Nesunku pastebéti, kad |A| = t1(ta —t3) ... (tx — tk—1)(s — tx)(t — s). Paprastumo
délei nagrinekime atveji k& = 2. Tuomet |Ay1| = |Ag2| = 0, |Ayz| = |Aga| = t1(t2 —
tl)(s — tQ) ir aqq = (t — 8)71. Todél

| Wi Wia W L1, L2, ) = —F/———= €X — .
We| t1 Witg,Ws Y 1,42, 5 (t S) p 2(t 8)
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2.41 teiginys. Tarkime, X yra Gauso procesas su nuliniu vidurkiu, o jo autokoreliaciné
funkcija p(s,t) tenkina savybe

p(t1, t2)p(te, t3)
p(ta, t2) (2.12)

cia t1,to,t3 € T, t1 <ty < tz. Tuomet X yra Markovo procesas.

p(tlv t3) =

2.42 pastaba. Brauno judesys tenkina (2.12) lygybe, nes
p(ty,t3) = EWy, Wy, = t1,  plti,ta) =t1, plta,t3) =to, plta,ta) = to.
2.11 uzdavinys. Procesas BY vadinamas Brauno tiltu, jei
B(t)=W(t) —tW(1), 0<t<I1,

c¢ta W — Vynerio procesas. Brauno tiltas yra Markovo procesas.

Sprendimas. Brauno tiltas yra Gauso procesas su nuliniu vidurkiu ir autokorelia-
cine funkcija EBYBY = s At — st. Lieka patikrinti (2.12) lygybe. Tai lengva padaryti.

2.43 apibrézimas. Funkcija P(s,z,t, B), tenkinanti savybes:
a)  P(s,x,t,-) yra tikimybé B(R?Y) fiksuotiems s <t ir x € R
b)  P(s,-t,B) yra B(RY)-mati funkcija fiksuotiems s <t ir B € B(R?);
c) jeitg<s<u<t<T,BecBRY irveecR?

P(s.,t,B) = [ P(u,y.t,B)P(s.2,u.dy)
R

d) Vs € [t,T] ir B € B(RY) teisinga
P(s,z,t,B) =1p(x),
vadinama peréjimo tikimybe.
Jei X yra Markovo procesas ir P(s,x,t, B) yra tokia peréjimo tikimybé, kad fiksuo-
tiems s < t ir B € B(R?) teisinga lygybé
P(s,Xs,t,B) = P(X; € B| X5) b. v,

tai P(s,z,t, B) vadinama Markovo proceso X peréjimo tikimybe.
Naudojamas zZyméjimas
P(S,Jf,t, B) = ]P)(Xt € B| Xs = .I‘),

kuris interpretuojamas kaip tikimybé, kad stebimas procesas bus aibéje B laiko mo-
mentu ¢, jei laiko momentu s, s < t, jis buvo biisenoje x.
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2.44 pastaba. Jei tikimybé P(s,x,t,) turi tanki, t. y. jei visiems s,t € [to, T], visiems
r € R? ir visoms B € B(RY), tai

P(s,x,t,B):/p(s,x,t,y)dy, s <t.
B

Cia p(s,,t,y) yra funkcija, jgyjanti neneigiamq reiksme, kuri yra mati y atzvilgiu ir
kurios integralas lygus 1.

2.45 teorema. Jei X = {X;, t € [to,T|} yra Markovo procesas ir jei P(s,x,t, B) yra
jo peréjimo tikimybé, o Py, yra X, skirstinys, t. y.

P, (A) =P(Xy, € A),
tai bet kokiems to < t; < ... <t, < T ir B; € B(R?)
P (X, € By,. ..,
—/ / / tn 17-'I:n latnaBn)"'P(t07$0>t17d:€1)PtO(dZEO)’
Rd JB, Bn_1
o atskiru atveju
P(X, € B) = /d P(to,z,t, B) Py (da).
R

2.46 apibrézimas. Markovo procesq X = {X3, t € [to,T]} vadiname homogeniniu
(laiko atzvilgiu), jei jo peréjimo tikimybé P(s,x,t, B) yra stacionari, t. y.

P(s+wu,z,t+u,B)=P(s,x,t, B),

katty <s<t<Tirtg<s+u<t+u<T. Siuo atveju peréjimo tikimybé yra funkcija
x, t— s ir B. Todél jg galima uZrasyti

P(t—s,z,B) = P(s,z,t,B), 0<t—s<T —t.

Vadinasi, P(t,z, B) yra tikimybé pereiti is © § B per laikg t.

Jei W yra Brauno judesys, tai jis yra homogeninis Markovo procesas su peréjimo

tikimybe
(z —y)?
P(t,xz, A) ——= > dy.
v /\/271' { 2t Y

2.7 Diskretaus laiko martingalai

Nagrinésime tikimybine erdve (2, F,P).
2.47 apibrézimas. o-algebry Fo, F1, ..., apibrézty Q, ir tokiy, kad Fo C F, C ... C
F, sekq vadinsime filtracija.

2.48 apibrézimas. Sakysime, kad a. d. seka (&,) yra suderinta su filtracija (Fy,),
jei &, yra Fn-matus kiekvienam n € N.
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2.49 apibrézimas. Jei a. d. seka (§,) yra tokia, kad kiekvienam n > 1 a. d. &, yra
Fn—1-matus, tai rasysime & = (&, Fn—1)n>1 ir £ vadinsime numatoma seka.

1 pavyzdys. Jei F, = 0(& ...,&,) yra o-algebra, generuota a. d. &; ...,&,, tai
seka (&) yra suderinta su filtracija (7).

2.50 apibrézimas. A. d. scka (&), suderinta su filtracija (Fy,), vadinama martin-
galu, jei bet kokiems n > 1:
1) E| gn‘ < o0;
2) E(&y1 | Fn) =&, b.v. O
Sakydami, kad a. d. seka (&,) yra martingalas, mes visada ja turime susieti su kokia

nors filtracija. Todél norédami pabrézti, su kokia filtracija nagrinéjamas martingalas
yra suderintas, rasysime & = (&,, Fn)n>1-

2.51 apibrézimas. A. d. seka (&), suderinta su filtracija (Fy), vadinama submar-
tingalu, jei bet kokiems n > 1:

1) E‘ €n’ < O0;
2) E(gn—l—l‘fn) Z ﬁn b. v.

2.52 apibrézimas. A. d. seka (&), suderinta su filtracija (F,,), vadinama super-
martingalu, jei a. d. seka —§ = (=&, Fn) yra submartingalas.

2.12 uzdavinys. Tarkime, kad (&,) yra nepriklausomy a. d. seka tokia, kad E|&,| < oo
ir B, = 0. Pazymésime X,, = & + ...+ &n, Fn = 0(&1, ..., &), Irodykite, kad
X = (Xpn, Fn)n>1, yra martingalas.

Sprendimas. Patikrinsime martingalo apibrézimo 2) savybe, nes a. d. seka ()
yra suderinta su filtracija (F,) ir integruojama. Pasinaudoje salyginio vidurkio d)
savybe, gauname

E(Xn-i-l ’ Jrn) = E(Xn + §n+1 ‘ fn) = E(Xn ’ ‘Fn) + E<£n+1 ‘ fn)

Pastebésime, kad a. d. X, yra F,-matus. Todél E(X,, | F,,) = X,,. Kadangi a. d.
&n+1 nepriklauso nuo F,, tai vietoje salyginio vidurkio galime rasyti paprasta vidurkj,
kuris lygus 0. Gauname, kad

E(Xn-i-l ’ -’rn) =Xn+ E(fn—f—l) = Xn

ir X = (Xy, Fn)n>1 yra martingalas.

2.13 uzdavinys. Tarkime, kad (§,, Fn)n>1 yra martingalas. rodykite, kad (§n,Gn),>1
yra martingalas, jei Gy, = o(&1,...,&).

Sprendimas. Reikia patikrinti, kad seka (&,,Gn),>; tenkina 2.50 apibrézimo 2)
salyga. Kadangi G,, C F,, tai i$ salyginio vidurkio savybiy gausime, kad

E(&ni1 1 Gn) = E(E(Snt1 [ Fn) | Gn) = E(&n [ Gn) = &n-



2.7 Diskretaus laiko martingalai 59

2.14 uzdavinys. Tarkime, (&,) — nepriklausomy a. d. seka tokia, kad B¢, =1, k > 1.
Irodykite, kad X = (Xn, Fn), >, yra martingalas, jei

Xn:HEkH fn:U(£17"'7§n)'
k=1

Sprendimas. A. d. X, integruojamumas gaunamas is 1.37 iSvados. Patikrinsime
2) savybe. Kadangi a. d. X,, yra F,-matus, o a. d. {1 nepriklauso nuo F,, tai

n+1 n n
E<H£k|fn> :E<€n+1H£k|Fn> :Hng(€n+l|fn)
k=1 k=1

k=1
=X, E&ui1 = X

2.15 uzdavinys. Tarkime, (&,) — nepriklausomy a. d. seka, & ~ N(0,1), k € N.
Pazymékime Fo = {0,Q}, Fp, = 0 (&1, ...,&n). Tarkime, (a,) — realivjy skaiciy seka.
Irodykite, kad

n n
) STTEE) o N
yra martingalas filtracijos (Fy,) atzvilgiv ir EZ, = 1 visiems n € N.
Sprendimas. Kadangi (§,) — nepriklausomy a. d. seka, tai
n a2
EZ, = kl;[lEexp {akfk — 2}

ir (zr. 1 skyriaus 5 uzdavinj)

a2 a2 a2 a2
E exp akﬁk—? =expq = -Eexp{arér} = exp (PG [

Vadinasi, EZ,, = 1.
Toliau

E (Znt1 | Fn) = E<‘3XP {Z Wk = 5 > a%} - exp {an+1fn+1 - 2“} ‘]:n> =
k=1 k=1

2

a
= Z’Vl . Eexp {an+1§n+1 — n2+1 } = Zn

2.16 uzdavinys. Tarkime, (n,) — seka tokiy nepriklausomy a. d., kad P(n, =1) =
P(ng = —1) = 3. PaZymékime S, = Sp_inp ir & = (—=1)"cos(wS,). [rodykite, kad
(&n, Fn)n21 yra martingalas, ¢ia Fp =0 (N1, 0n)-
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Sprendimas. Kadangi &, yra funkcija nuo S, tai §, yra F,-matus a. d. (7r.
1.5 uzdavinj) kiekvienam n. Kadangi |£,| < 1, tai &, yra integruojamas. Be to, 1,41
nepriklauso nuo F,. Tuomet

E (& | Fn-1) =E((=1)"cos [mSp—1 + 7] | Fn-1) =
= (=1)"E (cos(mSp—1) - cos(mny,) — sin (wSy,—1) - sin (7wny,) | Fn-1) =
= (=1)"cos (7Sp—1) E (cos(mny) | Fn-1) —
— (—=1)"sin (7Sp—1) E (sin(mwny,) | Fno1) =
= (—1)"cos (mSp—1) E (cos (7)) — (—1)" sin (7Sp—1) E (sin (7n,)) =

= (1) cos (n,-1) [cos(—m) - 5 + cos(m) - 5| -

2 2
—(=1)"sin (7Sp—1) [sin(_ﬂ) . % + sin(mr) - ;] _
= (=1)"cos (7Sy—1) - 2cos(m) - % = (—1)"cos (TSp_1) - (~1) =

(—=1)"tecos (mSp_1) - (—1)% = (=1)" L cos (7Sp_1) = &n1.

2 pavyzdys. Tegul (&,) — seka neneigiamy integruojamy a. d. Tada X, = & +
...+&, yra submartingalas filtracijos F,, = o(&1, ..., &) atzvilgiu, nes E(§,41 | Fn) > 0
ir
2.53 apibrézimas. A. d. seka (§,) vadinama martingaliniu skirtumu, jei E| &,| < oo

bet kokiems n > 1 ir
]E(gnJrl | ]:n) =0 b.v.

3 pavyzdys. Jei X = (X,,F,)n>1 yra martingalas, tai &, = X, — X,—1 yra
martingalinis skirtumas, kai n > 2.

2.8 Tolydaus laiko martingalai

Duota tikimybiné erdve (€2, F,P). Raide T, T C [0,0), Zymeésime baigtinj ar begalinj
intervala.

2.54 apibrézimas. o-algebry F = (F), apibrézty Q, t € T, seimg vadinsime filtraci-
ja, jei

Fs C Fr CF wvisiems s,t € T tokiems, kad s < t.
Paprastai reikalaujama, kad filtracija F = (F;),t € T, tenkinty {prastines sqglygas,
t. y. filtracija turi buti tolydi is desinés (Fy = Ngs¢Fs) ir Fo priklauso visos P-nulinio
mato aibés is F.

2.55 apibrézimas. Stochastinis procesas X = {X(t),t € T} vadinamas martingalu
(submartingalu, supermartingalu) filtracijos F = (F;) atzvilgiu, jei:

a) X(t) yra integruojamas kiekvienam t € T, t. y. E|X ()| < oo}

b) X(t) yra Fi-matus kiekvienam t € T, t. y. X yra suderintas su filtracija F;
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c) X(s) =E(X(t) | Fs) (atitinkamai < arba >) visiems s,t € T, tokiems, kad s < t.

Norédami pabrézti, su kokia filtracija nagrinéjamas martingalas yra suderintas, ra-
éysime X = (X(t), ft)teT-

1 pavyzdys. Procesas N(t) — At yra martingalas filtracijos F = (F), F; =
o{N(s),s <t} atzvilgiu, ¢ia N — Puasono procesas su parametru At.

Kadangi N yra Puasono procesas su parametru At, tai

B ()\t)n'

n!

Reikia patikrinti martingalo apibrézimo salygas. Integruojamumas bus, jei E|N(t)| < oo.
Kadangi N(t) yra neneigiamas, tai

o0 e}

E|N(t)] = EN(t)zznP = ne i

nO

= Me M Z (()\nt = Me MM = )\t

) — At yra F; matus, nes toks yra N (t).
Zinome, kad Puasono procesas yra procesas su nepriklausomais poky¢iais. Todél
a. d. N(t) — N(s) yra nepriklausomas F; atzvilgiu visiems 0 < s < ¢. Vadinasi,

N(t

E(N(t) = N(s) | F) = E(N(t) = N(s)) = At = As.

Taigi
E(N(t) = Xt | Fy) = E(N(s) = As | F) = N(s) = As.

2 pavyzdys. Tarkime, kad W = (W(t),F}")i>0 yra Brauno judesys. Tada
(W(t), FV)i>0 yra martingalas; ¢ia F)V = o{W(s),0 < s < t}. Jis yra integruoja-

mas, nes
1 o0 z2 t oo z2
E|W ()| = Jﬁ/ \xyeﬁdx:,/%/_mmwﬁdx:

(arba pasinaudojus Kosi nelygybe ir Vynerio proceso apibrézimu E| W (t)| < y/E =
V) ir

E(Wt) | FY) = B(Wt)-w(s) | FY)+E(W(s) | FY) =
= E(W(E) - W(s)) + W(s) = W(s).
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3 pavyzdys. Procesas X = {W?2(t) —t,t > 0} yra martingalas filtracijos F =
(FV), Fr = o{W(s),0 < s < t}, atzvilgiu:

E(W2(t) | FY) =E([W(t) - W(s) + W) | FY) =
=E(W@) - WP | )+ 2E(WE) - WEIW(s) | FY) +E(Ws) | FY) =
—E(W ()= W(s)) +2WE(W(E) = W(s)) + Wi(s) =t — s + W(s)

i$ ¢ia gauname, kad
E(W2(t) —t | FIV) = W2(s) - s.

4 pavyzdys. Procesas exp{W (t) —t/2} yra martingalas filtracijos F" atzvilgiu:
E(exp{(Wn} | 7) = E(exp{W(t) = W)} exp{W(s)} | £Y) =
= VOR(exp{W(t) - W(s)} | FY) =
= MR (exp{W(t) - W(s)})

ir
t—s

E(exp{W(t)— W(s)}) =7 .

Pasinaudojome 1 skyriaus 5 uzdaviniu. Vadinasi,

E(ew(t)—t/Q | ]_—SW) — W(s)=s/2.

2.9 Kvadratu integruojami martingalai

2.56 apibrézimas. Tarkime, X = (X (t),Ft)t>0 yra tolydus i§ desinés martingalas.
Sakysime, kad X yra kvadratu integruojamas, jei EX?(t) < oo bet kokiam t > 0,
t. y.

sup EX2(t) < oc.

>0
Jei papildomai X (0) = 0 b. v., tai rasysime X € Ms (arba X € M§, jei X yra tolydus).

Jei X € Mo, tai X% = (X?2(t), Ft)r>0 yra neneigiamas submartingalas.
Pavyzdys. Tarkime, kad W = (W (t), 7}V );>0 yra Brauno judesys. Ats. pr. W?2
néra kvadratu integruojamas martingalas. Kadangi EW?2(t) = ¢, tai

sup EW?(t) = oo. O
>0

Nagrinékime ats. pr.

W(t) =W(EAT) =

— W(t), kai 0<t<T,
W(T), kai t>T.
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Procesa W(t), t > 0, galime interpretuoti kaip procesa W stebimg iki momento T ir
ji galime sutapatinti su procesu W(t), 0 <t < T. Jis jau bus kvadratu integruojamas
martingalas.

2.57 apibrézimas. A. d. 7: Q — TU{o0}, T C [0,00), vadinamas stabdymo
momentu filtracijos (Fi)ier atzvilgiu, jei kiekvienam t € T aibé

{w:r(w) <t} eF.

2.58 apibrézimas. Ats. pr. M = (M(t), Ft)i>0 vadinamas lokaliu martingalu, jei
egzistuoja stabdymo momenty seka (7,) tokia, kad

(a) 0 <71y < Tyt b. v,

(b) 7, T o0 b. v,

(¢) kiekvienam n > 1 sustabdytas procesas M™ (t) = M (tA1y,) yra (Fi)-martingalas.

2.59 apibrézimas. Ats. pr. M = (M(t), Fi)i>0 vadinamas lokaliai kvadratu inte-
gruojamu martingalu, jei jis yra lokalus martingalas ir kiekvienas sustabdytas pro-
cesas M (t) yra kvadratu integruojamas martingalas.

2.10 Stochastinis integralas Brauno judesio atzvilgiu

Funkcijos f Styltjeso integrala intervale [a, b] funkcijos g atzvilgiu galima apibreézti kaip
riba ,
[ rwds = tm S0 o) - o)

diaa=ty <ty <...<ty,=>yraintervalo [a,b] skaidinys, (s;) — jo tarpinis skaidinys,
t. y. s; € [ti, tit1], 0 At; = tiy1 — t;. Styltjeso integralo reiksmé nepriklauso nei nuo
(si), nei nuo skaidinio (¢;) reikSmiy.

Tokiam integralui egzistuoti pakanka, kad f € D([a,b]) (t. y. funkcija f apibrézta
[a, b] ir neturi antros rusies trikiy) ir V(g;[a, b]) < co. Jei g € C([a,b]) (t. y. funkcija
g apibrézta [a,b] ir turi tolydzia iSvestine), o f € C([a,b]) (t. y. funkcija f apibrézta
[a,b] ir yra tolydi), tai Styltjeso integralas f; f(t)dg(t) egzistuoja ir

b b
Lﬂwmhlﬂmmw (2.13)

Mes norime apibrézti stochastinj integrala fot Y (s)dW (s), kai integruojamoji funk-
cija Y yra atsitiktiné, o integruojancioji funkcija W yra Brauno judesys.

Kadangi Brauno judesio trajektorijos yra niekur nediferencijuojamos, tai stochas-
tinio integralo negalime apibrézti (2.13) formule. Prisimine, kad W trajektorijos turi
begaling variacija bet kokiame intervale, negalime apibrézti stochastinio integralo kaip
Styltjeso integralo.

Nagrinékime suma

n—1
> Y (s)) W(tjn) — W(t))],
j=0
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Ga0 =1ty <ty <...<ty,="T yraintervalo [0, 7] skaidinys, (s;) — jo tarpinis skaidinys.
Pasirodo, kad 8ios sumos riba priklauso nuo tasko s; pasirinkimo.

2.17 uzdavinys. Tarkime, A" = {t}',1 < k < n} yra toks intervalo [0,T] skaidinys,
kad
| A" = max (ther —t8) = 0, n— oo.

Rasime ribas

n—1
Lim. ) W(t}) [W( 1) — W(t?)}
iz
ir
n—1
Lim S W) (Wit - W),
i=0

t. y. § kg konverguoja atitinkamos ribos kvadratinio vidurkio prasme.

Sprendimas. Teisingos lygybés

1
alb—a) = 5(()2 —a?) — 5(1) —a)?, bb—a)= 5(62 —a®) + §(b —a)?
Tada
n—1
S W) Wit - W] =
7=0
n—1 n—1
=: 3 [ - W) - 5 3 W - w) -
_ %WQ(T) - ;n_l (Wt W(t;‘)r L ey _ Ly
j=0
Panasiai
n—1
> W () (W) = W(E)] =
j=0
1 n—1 - - 1 n—1
=5 2 (W) - W]+ 5 Y (W) - W] =
j=0 j=0
— Lwrr) lnf W) - W(ﬁ)]2 Llyrryplie o
2 2 L 7 2 27

Tarkime, filtracija F = {F;,t > 0} tenkina jprastines salygas ir su visais ¢t > 0 a.d.
Wy yra Fi-matus ir pokyciai Wy — W,,, s > u > t, nepriklauso nuo o-algebros F;, t. y.
nuo visy JF; maciyjy a. d.



2.10 Stochastinis integralas Brauno judesio atzvilgiu 65

2.60 apibrézimas. Ats. pr. X = {X(t),t € [0,T]} vadinamas laiptiniu, jei egzistuo-
ja intervalo [0,T] skaidinys 0 = tog < t; < ... < t, =T ir kvadratu integruojami a. d.
N, Nn—1 tokie, kad

n—1
X(t) = mily, (D), (2.14)
§=0
cia nj yra Fi;-matus a. d., j = 0,1,...,n — 1. Siq laiptiniy procesy aibe Zymésime
S?[0, 7).

Procesas X yra {F;,t < T} suderintas. Tikrai, jei t € [t;,t;41), tal {X(¢) < ¢} =
{n; <c} € B, C F. Beto, jei X,Y € S?[0,T], tai ir aX + bY € S*[0,T] bet kokiems
a,beR.

2.61 apibrézimas. Laiptinio proceso (2.14) stochastiniu integralu (arba Ito inte-
gralu) intervale [0,T] vadinsime sumg

T n—1
Ir(X) = [ X@OAW ) = 30 (W) = W)
=0

2.62 teiginys. Stochastinis integralas klaséje S*[0,T| pasizymi siomis savybémis:
1) jei X,Y € 8%[0,7T], a,b € R, tai

T T T
/ (aX + bY)(t) dW; = a/ X () dW (1) +b/ Y (£) dW (b):
0 0 0

2) E [ X(t)dW(t) = 0
3) E (Jg X(t)dw(t LB T X2t dt;
YD E(J X dw @) - J§ Y () dW (1) =E [§ X(t)-Y(t)dt.

~— ~—

Irodymas. 1. Visy pirma pastebésime, kad nemazindami bendrumo baigtinius
procesus X ir Y galime laikyti turinciais tuos pacius pastovumo intervalus. IS tikryjy,
priesingu atveju, apjunge skaidinius, atitinkancius procesus X ir Y, gautume nauja
skaidinj, kurio intervaluose abu procesai X ir Y buty pastovius. Taigi imkime tokj
intervalo [0, 7] skaidinj 0 =ty < t; < ... <t, =T, kad

n—1 n—1
X(t) = Z njl[tj,tj+1)(t) ir Y(t) = Z éjl[t]',tj+1) (t)a
j=0 Jj=0

¢ia n; ir §; yra Fy;-matus a. d. su visais j =0,1,...,n — 1. Pasizymékime
AW = W(tjp1) — W(t)).

Tada

n—1

(aX +bY)(t) =Y (an; +bE) 1y, 4., ) ()
j=0
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ir

. -
/0(aX+bY Zam—{—b@ =
n—1
—azn]AW+bZ§JAW—a/X t) dW (t +b/Y ) dW (t).
j=0 7=0
2.
T n—1 n—1
E/ X(@t)dW(t) =E Y iAW = > E (g A;W) =
0
7=0 7=0

S amin) - Seps(amn) -
=0 =0

_ EEW \EA;W = 0.
=0

3. Pazymeékime At = tj 11 —t;. Turime EA;W =0 ir E(A;W)% = Ajt.

2 n— 2 n
E (/OTX(t)dW(t)> —E (Zl njAjw> —E (Z nA - ZlnjA W)

j=0 =0 7=0
n—1n-—1 n—1
i=0 j=0 i=0 i<j
n—1
-V E { (AW) ]+22E (i AW A W) .
=0 1<J

Pastebésime, kad
E [n? (AW)’] = En? - E(AW)* = By - Ait.
Jei ¢ < j, tai
E(nim AW AW ) = B[ (na; AiW) E (AW F ) | = E(min; AW - EA;W = 0.

Todél

</ X (t)dW (¢ ) ZEnZ At_EZnZ At_IE/ X3(t)
nes

T
/XZ(t)dt / X2(t)dt = ZnZAt
0



2.10 Stochastinis integralas Brauno judesio atzvilgiu 67

4. Du kartus pasinaudoje tapatybe

ab = i [(a+8)? = (a— b

ir 1 bei 3 savybémis, turime

2.63 teiginys. Kiekvienam atsitiktiniam procesui X = {X(t),t € [0,T]} € H?[0,T],
t. y. suderintam intervale [0,T]| su (Fy), t € [0,T], ir tokiam, kad

T
I1X]|2 = IE/ X2(t)dt < oo,
0

egzistuoja aprézty laiptiniy procesy seka (X™) € Sp[0,T], konverguojanti 3 X erdvéje
2
H2[0,T] (rasysime X™ 0, X), t. y. tokia, kad

T
X" — X2 = IE/ (X7(t) = X(£)2dt — 0, n — oo,
0

2.64 pastaba. Funkcija || - || tenkina jprastines normos savybes.

2
2.65 apibrézimas. Sakykime, X € H2[0,T)] ir S[0,T] > X" % X Atsitiktinio proce-
so X stochastiniu integralu (arba Ito integralu) Brauno judesio atZvilgiu intervale
[0, T] vadinsime ribg

T T
/ X (8)dW (f) := Lim. / X" (AW (2),
0 n—0o0 0

2

E — 0 n — oo. OJ

T T
/ X (£)dW (£) — / X7(4)dW (£)
0 0
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Nurodyta riba visada egzistuoja. IS tikruyjy,

2 T 2
</ X" (t)dW (¢ /X dW()) —EVO (X"(t) = X™(t)dW (t)| =
—E/ (X™(t) — X™(0)2dt = | X7 — X™||2 <
< (X" = X[+ X = X™))? — 0, n,m — .

Taigi integraly seka ([ X™(t) dW (t)) yra a. d. Kosi seka L? prasme ir todél konver-
2
guoja L? prasme. Be to, $i riba nepriklauso nuo sekos Sp[0, 7] > X™ T x pasirinkimo.

2.66 teorema. Stochastinis integralas H2[0, T klaséje pasizymi savybémis:
1) jez’ X,Y € H2[0,T), a,b € R, tai [ (aX(t) +bY () dW(t) = a f] X (t)dW (t) +
bfo t)
Efo t) dW(t) =

3)E(J) t) Wt)) _IEfO X2(t) dt;
) E(Jo X0 W) 3 Y (0 dW (1) =E i X(HY () dr.

Irodymas. [rodysime 3 lygybe. Sakykime, S, 5 X" i2> X cH? t. y.
IX" — X% = E/OT (X"(8) = X(6)2dt — 0,  n— oo
Laiptiniams procesams turéjome lygybe
(/ X7 () dW (¢ ) _E/ (X7t (2.15)
I8 stochastinio integralo apibrézimo turime, kad

T 12 T
/O X daw () -2 [ X @) aw(t).

n—eo Jo
Kadangi
NE(/OTX(t)dW(t))Q— \JE(/OTX”(t)dW(t)>2 _
T T "
wa| | [ xwavo BE
/X t)dW (t /X” dW()L2—>O, n — oo,
tai

2

2
]E(/OTX”(t)dW(t)> —>E</OTX(t)dW(t)> . o oo,
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Kita vertus,

X" =X <[ X" =X]| =0, n— oo,
t. y. | X™|| = || X||, n = oo. Vadinasi, || X™||* = || X||*, n = oc. Todél, peréje prie
ribos (2.15), gausime reikiama tvirtinima. O

Ar Brauno judesys priklauso H?[0, T]? Pries atsakydami j §j klausima, suformuluo-
sime Fubini teorema.

2.67 teorema (Fubini). Tarkime, X = {X(t),t € [a,b]} yra tolydus is desinés (arba
kairés) atsitiktinis procesas. Jei X(t) > 0 b. v., t € [a,b], arba vienas i$ integraly
EffX(t)dt, ff EX (t)dt yra baigtinis, tai

IE/abX(t)dt—/abEX(t)dt. O

2.18 uzdavinys. [rodyti, kad kiekvienam T > 0 Vynerio procesas W € H?[0,T].

Sprendimas. Kadangi procesas W yra suderintas su (F;) ir W2(t) > 0, tai i$
Fubini teoremos gauname, kad

T T T 2
IE/ WQ(t)dt:/ EWQ(t)dt:/ tdt=— <oo. O
0 0 0

Tolydziy procesy stochastinj integralg galima apibrézti panasiai kaip Styltjeso in-
tegrala. Svarbu yra tai, kad Styltjeso tipo integralinése sumose integruojamo proceso
reikSmes biitina imti ne bet kokiuose, o kairiuosiuose skaidinio intervaly galuose:

2.68 teiginys. Tarkime, kad X € H2[0,T] - tolydus L? prasme atsitiktinis procesas,
t. y. visiems t € [0,T]

EX%(t) <oo ir E|X(s)—X@)]* —0, kai s—t.

Jei A" = {0 =t <ty <...<tp = T}, n € N, — tokia intervalo [0, T] skaidiniy seka,
kad | A" = max; At; = max; | )", —tI'| =0, tai

T kn—1
| XOaw ) = Lim. Y X W(Ek) - W)
1=0

2.19 uzdavinys. Patikrinti lygybe

T 1 5 1
/ W(t)dW(t) = ~ W2(t) — = T.
0 2 2
Sprendimas. Reikia tik patikrinti, ar W yra tolydus L? prasme procesas. I$ W
apibrézimo turime, kad EW?2(t) = ¢, o E|W(s) — W(t)|? = |s —t| — 0, kai s — .
Vadinasi, W yra tolydus L? prasme procesas. Tada i$ ka tik pateikto teiginio ir anks¢iau
spresto 2.17 uzdavinio gausime norima lygybe.



70 2 skyrius. Atsitiktiniai procesai

2.20 uzdavinys. Patikrinti lygybe
T T
/ tdW () = TW(T) — / W(t)dt,
0 0

¢ia integralas desinéje puséje suprantamas kaip Rymano integralas kiekvienam w € €.

Sprendimas. Kadangi procesas X (t) := t yra tolydi neatsitiktiné funkcija, tai
belieka rasti riba

|
—

. S .. T
Lim > [W(t) - W], da ) =—.
(2

I
o

Pasinaudosime tapatybe c¢(b—a) = (db—ca)—b(d—c). Tada, imdami d = ¢}, |, gauname

n—1
St [W(tE,) - W] =
i=0
n—1 n—1
= [t W (t ) — 7 W ()] — Z W (tho) [t — ] =
i=0 =0
n—1
=TW(T) = > W(tiy) [th — 7]
i=0

Remdamiesi Hiolderio nelygybe, gausime

n p n
(ZW‘) <Y lail?, p> L.
i=1 =1

(Hiolderio nelygybéje

1 1
(E |akbk|>§<§ |ak|p> (E |bk|q> , p>1, —4+-=1
k=1 k=1 k=1 p q

imsime by =1 ir ¢ = ;%5 .) Todél

Analogiskai
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Todél
n—1 t?—&-l 2
nS E / W) — W) dt| <
i=0 ¢
n-t ta 9
<ny (a—tE( [T W - WP
1=0 i
n-! n i
:nZ(H—l tz)/tn (tiy —t) dt =
1=0 i
n—1 27 [t
o —t
=n)_ (th — tn)‘[—(HQ )] =
=0 tn
n—1 n)3 n—1 m3 3
0
=n M:nz%:T——N), n — 00.
= 2 = 2n 2n
Vadinasi,
n—1
St Wit) - W) o T (@) - [ W
i=0

2.69 teorema. Tarkime, kad X € H?[0,T] ir
t
:/ X,dW,, telo,T).
0

Tada egzistuoja suderinta proceso I(t) modifikacija I1(t), kurios b. v. trajektorijos yra
tolydzios. Si modifikacija yra vienintelé.

Toliau laikykime, kad I(t) yra tolydus procesas.

2.70 teorema. 2.66 teoremos teiging 2) galima sustiprinti. Procesas I(t) yra martin-

galas, t. y. kai s <'t,
(/X ) dW (s |]-'> /X ) AW (r

2.21 uzdavinys. Tarkime, W yra standartinis Vynerio procesas ir b(t) — neatsitiktiné,
tolydi funkcija tokia, kad fOT b%(s) ds < oo bet kokiam fiksuotam T > 0. Tada

- /0 "b(s) AW (s)

yra Gauso procesas su nuliniu vidurkiu m(t) = 0 ir kovariacija

cov(X(s), X (1)) = pls, ) = /0 02 () du.
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Sprendimas. Reikia jrodyti, kad bet kokiam tasky rinkiniui 0 < tg < t; < --- < tp,,
a. v. (X(to), X(t1),...,X(tn)) skirstinys yra normalusis. Pasinaudosime 2.25 teiginiu.
Tuo tikslu skaidome intervala [0,t;] taskais 0 = s < s¥ < ... < sk = ¢, i dalinius
intervalus ir sudarome suma

X7 (1) = 3o b(sh) [W(s) = Wik ).

Kadangi funkcija b(s) — tolydi, tai i$ 2.68 teiginio gausime, kad X (tx) = Lim. X" (tx),
kai m — oco. A. d. X™(t;) yra Gauso. Tai iSplaukia i§ normaliojo a. v. savybés c).
Vadinasi, a. v. (X(t), X (¢t1),...,X(tn)) skirstinys bus normalusis. Tai gauname i$
2.25 teiginio. Vadinasi, X yra Gauso procesas.

Belieka rasti Gauso proceso X charakteristikas. IS stochastinio integralo 2 savy-
bés gauname, kad Gauso proceso X vidurkis lygus nuliniui. SkaiCiuojant proceso X
kovariacija, pasinaudosime 2.70 teorema. Tarkime, kad s < t. Tuomet

S

cov(X (s), X(t)) —E</O b(u) dW(“)>2

+E[</b ) dW (u /b ) dW (u )/b dW}
[(/b dW (u /b dW()|]-"W>/b dW()}

Vadinasi, proceso X kovariacija turi norima pavidala. O
Dabar suformuluosime bendresnius teiginius, kada stochastinis integralas yra Gauso
procesas.

2.71 teorema. Tarkime, W yra standartinis Vynerio procesas, a(t) ir b(t) yra neatsi-
tiktinés funkcijos. Apibrézkime

X(t):/otb(s) AW (s), Y(t):/ota(s)X(s)ds.

Tada Y yra Gauso procesas su nuliniu vidurkiuv m(t) = 0 ir kovariacija

oV (.Y @) =5, = [ R [Tatw)ay)( [ atvydy)a

2.72 pastaba. Jei b(t) yra atsitikiné funkcija, tai X nebutinai yra Gauso procesas.

2.22 uzdavinys. [rodyti, kad

_ /0 Ws)aw (s)

priklauso H2[0, T bet kokiems T > 0. Procesas Y néra Gauso.
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Sprendimas. Reikia parodyti, kad
T
IE/ Y2(t) dt < oco.
0

I$ Fubini teoremos ir stochastinio integralo savybiy gauname, kad
T
E / Y2(t)dt =
0

:E/OT (/OtW(s)dW(s))2dt:/OTE</OtW(s)dW(s)>2dt:
:/OT(E/OtW2(s)ds)dt:/0T</0tsds)dt:

0o 2 6

I$ 2.19 uzdavinio sprendimo zinome, kad fiksuotam ¢ > 0 ats. proc. Y reiksme Y () =
T W2(t) — L t. Kadangi a. d. t~!- W?(t) skirstinys néra normalusis o x?, tai ir Y (¢)
néra normalusis.

2.11 Stochastinis diferencialas ir Ito formulé
Bet kokiai tolydziai diferencijuojamai funkcijai z(t) tokiai, kad z(0) = 0, teisinga lygybé
T T
22(T) = 2/ (1) du(t) = 2/ () 2 (£) dt. (2.16)
0 0
Praeitame skyriuje standartiniam Vynerio procesui mes jrodéme lygybe
T T
W2(T) = / dt + 2/ W (t) dW (t). (2.17)
0 0

Matome, kad (2.16) ir (2.17) skiriasi [j dt nariu.
(2.16) lygybe galime gauti tiesiogiai, arba is Niutono-Leibnico formulés

Flar) — Fzg) = /OT F'(20) da,

teisingos tolydzioms baigtinés variacijos funkcijoms x ir funkcijoms F € C}(R). (2.17)
lygybé gali buti gauta is stochastinio Niutono-Leibnico formulés analogo, vadinamosios
Ito formulés. Pries formuluodami Ito formule jvesime Ito proceso savoks.

2.73 apibrézimas. Stochastinis procesas X = {X(t),t € [0,T]} vadinamas Ito pro-
cesu, jei jo trajektorijos yra b. v. tolydZios ir ji galime uzraSyti taip:

T T
X(T) = X(0) + /0 a(t) dt + /0 b(t) AW (1) b. v, (2.18)
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&ia procesas b(t) = b(t,w) priklauso H2[0,T) klasei visiems T > 0, o procesas a(t) =
a(t,w) yra suderintas su filtracija F = {F,t € [0,T]}, apibrézta praeitame skyrelyje, ir
toks, kad

T
/ la(t)|dt < oo b. v. suwvisais T > 0. (2.19)
0

Visy suderinty procesy a(t), tenkinanciy sqlygqe (2.19) kokiam nors T > 0, klasé bus
Fymima L.

Jei X yra (2.18) pavidalo Ito procesas, tai jis kartais uzrasomas trumpiau
dX (t) = a(t)dt + b(t) dW (t).

dX (t) yra vadinamas proceso X (t) stochastiniu diferencialu. Reikéty pabrézti, kad
stochastinis diferencialas neturi apibréztos matematinés prasmeés. Tai tik paprastesnis
(2.18) lygties uzrasymas.

1 pavyzdys. Vynerio procesa W (t) galima uzrasyti taip:

W(T) = /0 taw.

Vadinasi, Vynerio procesas W yra Ito procesas, nes jis turi (2.18) pavidala su a(t) = 0
ir b(t) = 1, Xo = 0. Funkcijos a(t) € L1, o b(t) € H3..
2 pavyzdys. Kiekvienas procesas, kurj galime uzrasSyti

X(T) = X(0) + /OT alt) dt,

¢ia a(t) € Li kiekvienam T > 0, yra Ito procesas. Atskiru atveju kiekvienas determi-
nuotasis tokio pavidalo procesas su neatsitiktine funkcija a(t) yra Ito procesas.

3 pavyzdys. Kadangi a(t) = 1 priklauso klasei L4 ir b(t) = 2W (¢) priklauso H?2.
kiekvienam T > 0, tai

T T
2 _
W (T)_/O dt+2/0 W (t) dW (t)

yra Ito procesas.

2.74 teorema (Ito formulé, supaprastintas variantas). Tarkime, kad F(t,z) yra rea-
li dviejy kintamujy funkcija, turinti tolydZias dalines isvestines F|(t,x), FL(t,x) ir
F!'.(t,x) visiems t > 0 ir x € R. Tarkime, kad procesas FL(t,W(t)) priklauso H32.
visiems T' > 0. Tuomet F(t,W(t)) yra toks Ito procesas, kad

F(T,W(T)) - F(0,W(0)) =
T 1 T
:/ [F{(t,W(t))—l—F;’x(t,W(t))} dt+/ FL(t, W(t)dW(t) b. v.
0 2 0
Diferencialiniu pavidalu

dF(t,W(t)) = {Fg(t, W(t)) + %F;;(t, W(t))} dt + FL(t, W(t)) dW (t).
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2.75 pastaba. Duviejy kintamuyjy funkcijos F(t,x) pilnas diferencialas uZrasomas
dF (t,2(t)) = F{(t2(t)) dt + Fi(t,2(t)) da (),

¢ia x(t) yra diferencijuojama funkcija.

4 pavyzdys. Imkime F(t,7) = 22. Tada
F/(t,z) =0, F.(t,z)=2x ir FJ (t,z)=2.
Tuomet i$ Ito formulés

T T
2 _
% (T)_/O dt+2/0 W (t) dW (¢).

5 pavyzdys. Imkime F(t,z) = z3. Tada
F/(t,x) =0, F.L(t,x)=32z> ir F/.(tz)=6z.

Tuomet . .
W3(T) :3/0 W) dt+3/0 W2(t) dW (1)

2.23 uzdavinys. [rodyti, kad eksponentinis martingalas
X(t) =V -3
yra Ito procesas ir tenkina lygybe
dX(t) = X(t)dW (t).

Sprendimas. Imkime F(t,z) = e*e~*/2. Tada
/ L . —t/2 / x,—t/2 " x,—t/2
Fi(t,x) = —gete F (t,x) =e"e ir F(t,z)=e"e "~

Kadangi X (t) = " ®e=t/2 tai i3 Tto formules
dX(t) =dF(t,W(t)) =

= [Ft’(t, W(t)) + %F;;(t, W(t))] dt + FL(t, W(t))dW (t) =

_ (_; X(t)+ ;X(t)> dt + X (£) dW (t) = X (t) dW ().

Tam, kad X (t) = eW®et/2 bty Ito procesas, pakanka parodyti, kad X (¢) priklauso
HZ klasei kiekvienam T > 0. Aigku, kad X (t) yra suderintas su {F,t € [0,T]}. Toliau

T T
E / | X)) dt = / E(*V® . e~ dt,
0 0
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Ee?" () = 1 /OO ¢ oS dr = = /OO e~ 2 (@20 42 g
7t J—co —00

V2nt V2nt

1 © (z—2t)? 1 2
et e 2t dr = —e%/ e~ Tdz = .

B V27t —00 V2T —c0
Todél

T T

E/ |X(t)\2dt:/ et = T —1 < oo,
0 0

Vadinasi, X (t) € H.

2.76 teorema (Ito formulé, bendrasis atvejis). Tarkime, X (t) yra Ito procesas. Tar-
kime, kad F(t,x) yra reali funkcija, turinti tolydZias isvestines F](t,x), F.(t,x) ir
F! (t,x) visiems t > 0 ir x € R. Be to, tarkime, kad procesas b(t)FL(t,x) priklau-
so H2. visiems T > 0. Tuomet F(t, X(t)) yra toks Ito procesas, kad

dF(t,X(t)) = |F/(t, X (t)) + F.(t, X (t))a(t) + %Fg’c’x(t,X(t))bQ(t) dt+
+ EL(t, X (t))b(t) dW (t).

2.24 uzdavinys. Tarkime, kad o > 0 ir o € R yra fiksuoti. Apibrézkime
t
Y(t) = ae_at/ e dW (s).
0

Irodykite, kad Y (t) tenkina lygybe
dY (t) = —aY (t)dt + o dW (t). (2.20)
Sprendimas. Pazymékime F(t,z) = e~ “z. Tada
Fl(t,z) = —ae "z, Fl(t,z)=e " ir FI.(t,z)=0.
Procesas .
X(t) =0 /0 ¢ AW (s)
yra Ito procesas. Funkcija
b(t)EFL(t,z) =0e - e =0

yra aprézta. Todeél b(t)F.(t, ) priklauso H2 klasei kiekvienam 7 > 0 ir galime taikyti
Ito formule. Gauname

dY (1) = d (e X (1)) =
= —ae X (t)dt + e Yoe®t dW (t) = —aY (t) dt + o dW (t).

Vadinasi, jrodéme, kad Y(t) tenkina lygtj (2.20).
Procesas

Y(t) =coe ™ /Ot e dW (s).

vadinamas Ornsteino-Ulenbeko procesu.
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2.25 uzdavinys. [rodyti, kad Ornsteino-Ulenbeko procesasY wvienu metu yra ir Gauso
ir Markovo procesas.

Sprendimas. 1) Irodysime, kad Ornsteino-Ulenbeko procesas yra Gauso procesas
ir rasime jo vidurkj ir kovariacija. IS 2.21 uzdavinio tvirtinimo zinome, kad X (t) =
fg e*® dW(s) yra Gauso procesas su nuliniu vidurkiu ir kovariacija

SAL 62 (snt) _ 1
cov(X (s), X (1)) = / oy = 71
0 2a
Aisku, kad Y (¢) irgi bus Gauso procesas su nuliniu vidurkiu ir kovariacija

208 __ —a(t—s) _ ,—a(t+s)
_ _—a(t+s) € 1:e e i<
cov(Y(s),Y(t)) =e e 5 , jei s < t.

Pastebésime, kad bendru atveju
—alt—s| _ e—a(t—l—s)

2

cov(Y(s),Y(t)) = ¢

2) Dabar jrodysime, kad Ornsteino-Ulenbeko procesas yra Markovo procesas. Pa-
kanka patikrinti 2.41 teiginio salyga, t.y., kad autokoreliaciné funkcija p(s,t) tenkina
savybe
p(t1, t2)p(t2, t3)

p(t2,t2)

Cia tq,ta,t3 € [0,T], t1 < t2 < t3. Nagrinéjamu atveju

pltr, ts) = (2.21)

2aity 2at2
e —1 e —1
plt1,ts) = e (i tt2) . plta,tg) = e oli2Tts) ;
2 2
1— e*20¢t2 9 eQatQ -1 €2at1 -1
to,tg) = ———— =e 2002 = tr,ty) = e obitta) 2
p(t2,t2) o e YL p(ti,t3) = e 5

Vadinasi, (2.21) patenkinta. Todél Ornsteino-Ulenbeko procesas yra Markovo procesas.

2.12 Stochastinés diferencialinés lygtys

Dabar nagrinésime integraline lygtij

X(t)=¢& + /Ot f(s,X(s))ds + /Otg(s, X(s))dW(s), t=>0. (2.22)

IS dalies dél istoriniy priezaséiy, bet labiau dél praktinio patogumo ji paprastai uzra-
Soma formaliu diferencialiniu pavidalu

AX(t) = f(t, X (1)) dt + g(t, X () dW (L), Xo = &. (2.23)

Abi lygtys vadinamos stochastinémis diferencialinémis lygtimis (SDL), nors tiks-
liau buty vartoti zodj integraliné.
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2.77 apibrézimas. Ito procesas X (t),t > 0 vadinamas stochastinés diferencialinés
lygties (2.23) sprendiniu, jei & yra Fo-matus a. d., procesai f(t, X (t)) ir g(t, X (t))
priklauso atitinkamai LY. ir H3. klaséms ir visiems t > 0 jis tenkina (2.22) lygti (su
tikimybe 1).

2.78 teorema. Tarkime, kad f ir g tenkina LipsSico sqlygq, t. y. egzistuoja tokia
konstanta C' > 0, kad visiems x,y € R

[ f(tx) = f(Ly)l < Cle—yl ir |gtx) —g(ty)] < Clz—yl.
Tada jos tenkina ir tiesinio augimo sglygq
| f(t,z)| +|g(t,z)| < DA +|z|), D - konstanta.

Be to, tarkime, kad & yra Fo-matus a. d. Tuomet stochastiné diferencialiné lygtis
(2.23) turi sprending {X (t),t > 0}, kuris priklauso Ito procesy klasei. Sprendinys yra
vienintelis. (Jei {n(t),t > 0} yra kitas Ito procesas, tenkinantis (2.23) lygti, tai Sie du
procesai sutampa b. v., t. y. P(X(t) =n(t),vt >0)=1.)

2.79 apibrézimas. Tiesine stochastine diferencialine (TSDL) vadinama lygtis
dXt = (al(t)Xt + a2<t)) dt + (bl(t)Xt + bg(t)) th s XQ = 507

cia a; ir b; — neatsitiktinés funkcijos. Jei a; ir b; — konstantos, tai TSDL vadinama
autonomine; jei as = by = 0, tai lygtis vadinama homogenine.

2.26 uzdavinys. Tarkime, kad w(t), t > 0, yra tokia deterministiné funkcija is klasés
CL(R), kad w(0) = 0. Isspresti parpastgjq diferencialing lygt;

dx(t) = az(t) dt + bx(t) dw(t) (2.24)
su pradine sqglyga z(0) = x¢ (rasome dw(t) vietoje w'(t) dt, kad buty analogija su sto-
chastinémis diferencialinémis lygtimis).

Sprendimas. Perrasome (2.24) lygti
dz(t) = [az(t) + bx(t)w'(¢)] dt = z(t) [a + bw' ()] dt.
Atskiriame kintamuosius

dz(t)
x(t)

Kadangi z(0) = x¢, tai

=[a+buw'(t)] dt = In|z(t)] =at+bw(t)+c

In|z(t)| = at + bw(t) + In| x|
ir
| 2(t)] = exp {at + bw(t) + In | zo| } = | | - e+,

Vadinasi,
z(t) = zq - e, (2.25)
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Matome, kad lygties (2.24) sprendinys turi pavidala (2.25). O

Pakeiskime lygybéje (2.25) neatsitikting funkcija w(t) atsitiktine. Imkime vietoj
w(t) Vynerio procesa W (t). Dabar issiaiskinsime, kokios stochastinés lygties sprendiniu
yra Sis atsitiktinis procesas.

2.27 uzdavinys. [rodyti, kad procesas
X(t) =20 eaH—bW(t)

yra tiesinés stochastinés diferencialinés lygties
b2
dX(t) = <a + 2) X(t)dt +bX(t) dW(t)

su pradine sqalyga X (0) = xo sprendinys.

Sprendimas. Pazymékime Y (¢) = at + bW (¢). Tai Ito procesas. Imkime F(x) =
g - e*. IS Ito formulés

AP(Y() = |FAY()-a+ 5 FL(Y(0) 8| dt + FiY () bW (D) =

2
= [a zoexp{Y ()} + % zoexp{Y (t)}| dt +bxo - exp{Y (t)} dW(t).

Vadinasi,
2

dX (t) = <a + l;) X () dt +bX () dW (1)

ir
X(0) =g - exp{Yo} = wo. O
Galima jrodyti siek tiek bendresnj teiginj, t. y. procesas
X(t) = X, - eat+bW(t)
yra stochastinés diferencialinés lygties

2

dX (t) = <a + l’2> X () dt + bX () dW (1),

su pradine salyga X (0) = Xj, sprendinys. Sis sprendinys yra vadinamas geometriniu
Brauno judesiu.

2.28 uzdavinys. [rodyti, kad tiesiné stochastiné diferencialiné lygtis
dX(t) = aX(t)dt + bX (t) dW (t) (2.26)
su pradine sqglyga X (0) = Xo turi vienintely sprending

X(t) = Xo - (o= oW
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Sprendimas. Stochastine diferencialine lygtj (2.26) galima perrasyti
b2
dX(t) = (c + 5 ) X(t)dt +bX(t) dW (1),

e b2 v . v o . vs . .
¢ia ¢ = a — % . IS ankstensio uzdavinio gauname, kad sios lygties sprendinys yra

_o?
X(t> = X(t) = XO . €Ct+bW(t) — XO . e(a 5 )t-‘er(t).

Vienatis gaunama iS teoremos. O]
2.29 uzdavinys. Rasti lygties

dX;=(b—aX(t)dt+ocdW(t), X(0)=uz9, t>0, oc>0. (2.27)
sprending.

2.80 pastaba. Nagrinéjamos lygties sprendinys vadinamas Ornsteino-Ulenbeko tipo
procesu. Paprastai Ornsteino-Ulenbeko procesu vadinamas procesas, kuriam b = 0, o
pateiktas procesas yra Vasiceko. Kaip jau Zinome, tai X (t) = oe=* fg e**dW(s), jei
b=0.

Sprendimas. Pazymékime F(t,z) = z - e¥. Taikysime Ito formule procesui

F(t, X(t)). Randame iSvestines
Fl(t,z) = 2 - ae™, Fl(t,z) = e™, F! (t,z) = 0.
Gauname
X(t)-e" = F(t,X(t)=F(0,Xo)+ /Ot [F(t, X (s)) + F,(t, X (s))(b—aX(s))]ds
+ /0 FL(t, X (5))odW (s)
= z0+ /0 [aX (5)e™ + e (b—aX(s))]ds + /0 oe®®dW (s)

b/ w t
— _ at 1 an .
:r0+a(e )+0/06 W(s)
Vadinasi,

b b ¢
X(t) = a + (xo - a) ey a/ e =) qw (s), t>0. O
0

Ito formulés pagalba radome kai kuriy tiesiniy lygé¢iy sprendinius. Sugrijskime prie
bendryjuy TSDL

dX; = (a1 (t)Xt + az(t)) dt + (bl (t)Xt + bQ(t)) dW; , Xp=xo, (2.28)

¢ia a; ir b; (i=1,2) — neatsitiktinés funkcijos, apibréztos kiekviename baigtiniame inter-
vale [0,T] (pavyzdziui tolydzios). Rasime jos sprendinj.
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2.81 teiginys. Nagrinékime TSDL (2.28) atsirg atvejj
dY; = ay(H)Ys dt + b1 ()Y, dW,, Yy = 1. (2.29)

Si lygtis turi sprending

q)t:exp{/ot (al(s)—;b%(s)>ds+/0tbl(s)dWs}, £>0.

Procesas ® vadinamas fundamentalivoju (2.29) lygties sprendiniu.

Irodymas. Pazymékime
¢ 1 t
Zy = / (al(s) —5 b%(s))ds —i—/ bi(s) dWs,
0 0

taigi ®; = e?*, t > 0. Z yra Ito procesas. Tada, remiantis Ito formule
1B, —cZ (al(t) _ ;bf(t)>dt by (t) AW, + %eztb%(t) dt =
—eZtay (t) dt + eZtby (t) AWy = ay (£) Dy dt + by (t) D dW;.
Pradiné salyga &y = 1 akivaizdziai tenkinama.
2.82 teiginys. Atsitiktinis procesas @;1 =e %, t>0, yra TSDL
dY, = (—a1(t) + bi(1)) Yy dt — bi()Ye dWe, Yy =1,
sprendinys.

Irodymas. Patikriname analogiskai:

dd; 1t = —

1 1
o2 (al(t) -3 b%(t))dt Py (0) AW 4 5 e P (1) dt =

=e (= ay(t) + b3(t))dt — e Ztby (t) AW,
=(—ay(t) +b3(1))®; L dt — by (t)®; AW

Pradineé salyga ®, 1'— 1 taip pat akivaizdziai tenkinama.

2.83 teiginys. (Integravimo dalimis formulé) Sakykime, X ir'Y yra Ito procesai in-
tervale [0,T], t. y.

t t t__ t
Xt:Xng/ sts—i—/ H.dW. ir 5@:Y0+/sts+/Hsdws.
0 0 0 0
Tada
t t
XYy =XoVp + / X, dY, + / Y dX, + (X,Y),
0 0

t t t ~
:XOYO—i—/ Xdeer/ stXSJF/ HH,ds, te[0,T]
0 0 0
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arba diferencialiniu pavidalu
d(XYs) = XodYs + YedXs + (HsHs) ds.

Atskiru atveju, kai bent vienas i§ procesy yra reguliarus, t.y. H =0 arba H =0, sios
formulés virsta gprastinémis integravimo dalimis formulémis:

t t
/ XdeS:Xth—XOYO—/ Y, dXs, XdY =d(XY)—-YdX.
0 0
2.84 teorema. Atsitiktinis procesas
t t
X, — @, [xo +/ (as(s) — b1 (s)ba(s)) D7 L ds +/ bo ()0 ! dWs}, L0,
0 0

yra (2.28) sprendinys.

Irodymas. Pasinaudoj¢ integravimo dalimis formule (2.28) lygties sprendiniui X; ir
procesui Y; = <I>;1 bei 2.82 teiginiu, gauname

d(X; @71 =Xd®;7 4+ &7 X + d( X, B
=X, (—ar(t) + b3(1)) &, dt + Xo(— by (t) D) dW,
+ 0, (ay () Xy + az(t))dt + @5 (b1 (8) Xy + ba (1)) AW,
+ (b1(t) Xy + b2 () (= bi(£) ;1) dt
=(aa(t) — by (t)ba(t))®; 1 dt + bo(t) D, dW;.

Integruodami gauta reiskinj ir atsizvelgdami j tai, kad ® 1 Xy = zp, gauname

t t
<1>;1Xt:x0+/ (ag(s)—bl(s)bg(s))¢;1ds+/ bo(s)®C AW, >0,
0 0

Lieka padauginti abi puses is ®;. ]
2.30 uzdavinys. Rasti lygties

X(¢
dX, = —T(_)t dt+dW(t), kai0<t<T, X(0)=0. (2.30)

sprending.
2.85 pastaba. Sios lygties sprendinys vadinamas Brauno tiltu.

Sprendimas. Nagrinéjama lygtis yra tiesiné. Jos koeficientai
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Kadangi

t 1 t
@t:exp{—/o T_Sds}:exp{ln\T—t]—lnT}:exp{ln(l—T>}

(-3

ir

tai sprendinys

X, :xo(l—t> + (1—t> /t <1— 8> L,
T T) Jo T
t to] .
:xg(l—T>—|—(T—t)/oTdes, kai 0 <t <T.

Stochastinio integralo pointegriné funkcija yra neatsitiktiné ir fg ds/(T — 5)? < oo bet
kokiam ¢t < T. Todeél fot ﬁ dWs yra martingalas ir dar daugiau — Gauso procesas.
Taigi X (t) yra Gauso procesas, kurio pradiné reikSmeé X (0) = xy. Rasime sprendinio
X reiksme taske T'. Irodysime, kad X (7') = 0.

Pasinaudosime integravimo dalimis formule, kuri nagrinéjamu atveju yra visai kaip
klasikiné integravimo dalimis formulé, kai Ito procesas neturi atsitiktinés dalies. Taigi

t t
/fsdws:ftwt—/ W, df,,
0 0

¢ia fs neatsitiktiné funkcija. Imkime fs = (T — s)~! ir dfs = ds/(T — s)%. Tada
to1 Wy LW
AW, = g,
/()T—S We=74 /O(T—s)2 s

t AW t Wy
= —(T—t ——ds.
o T—s Wi = ( )/0 (T —s)? 8

kait < T, ir
(T —1)

Galima jrodyti, kad

lim(T — t) /Ot (g(s) ds = g(T),

Vs

¢ia g(s) yra tolydi funkcija. Pasinaudosime siuo faktu. Imkime g(s) = W (s). Tada

=0.

tdW,
Iim(T — ¢
tlTr:%( ) o T —s

Vadinasi, X(T") = 0. O
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2.86 pastaba. Paprastai Brauno tiltu vadinamas procesas B, jei BO(t) = W (t) —
tW(1),0 <t <1, ¢ia W — Vynerio procesas. Nesunku jrodyti, kad Brauno tiltas yra
Gauso procesas su nuliniu vidurkiu ir autokoreliacine funkcija EBYBY = s At — st. Be
to, procesy BY ir X, X(1) = 0, skirstiniai sutampa.

Isreikstiniu pavidalu SDL sprendinj galime gauti ne tik tiesiniu atveju. Nagrinékime
tokio pavidalo SDL:

1
dX(t) = 5 (X () (X (1)) dt + b(X(t))dW(t), X(0) ==z, beCY(R). (2.31)
Kadangi b(x) yra diferencijuojama funkcija, tai Sios lygties sprendinys ieSkomas pavi-

dalu
X(t) = h~ (W (t) + h(z0)),

h(x):/ml;(ij)

¢ia h~! yra funkcijos

atvirkstiné funkcija.

2.31 uzdavinys. Rasti lygties

AX (1) = —% X (1) dt+ a1 — X20) AW (),  Xo = 0 (2.32)

sprending.

Sprendimas. Pazymeéje b(z) = av/1 — 22, lygti (2.32) galime uzraSyti (2.31) pavi-

dalu, nes
ax

V1—zx2

Tada musy nagrinéjamos lygties (2.32) sprendinio ieSkome naudodami transformacija

V(z) = ir b(x)t(x) = —a’x.

— arcsin .

’”‘“):/:Wf%z:a

Funkcijai k() atvirkstiné funkcija yra h=!(x) = sin(ax). Vadinasi, lygties (2.32) spren-
dinys yra
X (t) = sin (aW (t) + arcsin x).

Lygtis (2.32) netenkina sprendinio egzistavimo ir vienaties salygu, nes funkcija b(x) =

av/'1 — 22 néra LipSico.

2.32 uzdavinys. Rasti lygties
dX (t) = —sin X (t) cos® X (t) dt + cos® X (t) dW (t), Xo = 20 (2.33)

sprending.
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Sprendimas. Pazyméje b(x) = cos? z, lygti (2.33) galime uzrasyti (2.31) pavidalu,
nes
V(z) = —2cos xsinz ir b(z)b(x) = —2cos® zsin z.

Tada musy nagrinéjamos lygties (2.33) sprendinio ieskome naudodami transformacija

h(x):/ox 9 i (2).

cos? s

Funkcijai h(x) atvirkstiné funkcija yra h=!(x) = arctg x. Vadinasi, lygties (2.33) spren-
dinys yra
X(t) = arctg (W(t) + tg xp).

2.13 Stochastiniy diferencialiniy lygciy skaitinis sprendi-
mas

Nagrinékime stochastine diferencialine lygtj

X, = 2 +/Ot b(s,X(s))ds—i—/Ota(s,X(s))dW(s), £>0. (2.34)

Isreikstiniu pavidalu tokia lygtis iSsprendziama gana retai. Naturalu, kaip ir pa-
prastyjy diferencialiniy lygciy atveju, reikia skaitiniy artutiniy sprendimo metody, ku-
rie leisty stochastines diferencialines lygtis spresti kompiuteriais. Taciau kg reiskia
artutinai (apytikriai) iSspresti stochastine diferencialine lygtj, kurios sprendinys yra
atsitiktinis procesas?

Paprastai daroma taip. Imama fiksuota laiko intervalo [0, T'] diskretizacija 0 = ty <

t1 < ... <ty = T su pastoviu zingsniu h = % Visiems tokiems h konstruojami
diskreciojo laiko atsitiktiniai procesai X l?ha k=0,1,..., N, kurie priklausyty tik nuo
Vymnerio proceso W reiksmiy Wy, k= 0,1,..., N, ir ,kaip galima geriau“ aproksimuoty

L 0. Patogu laikyti, kad procesai X]i‘h yra

tikslyji lygties sprendinj X, kai h =
apibrézti su visais ¢t € [0, 7.

Pavyzdys. X}' := X [’; Ih)h (laiptinis procesas) arba

2|

t—kh
h )
(tolydzioji lauzte). O
Kaip jvertinti apytikriy sprendiniy X" ir X artumg? Naudojami du pagrindiniai
budai.

XP = X+ (Xl — Xin) kai t € [kh, (k+1)h)

2.87 apibrézimas. Sakoma, kad (X") yra sprendinio X n-osios eilés stiprioji aprok-
simacija, jei visiems t € [0,T7],

E|X"(t) — X(t)| = O(h™), h —0,

2.88 pastaba. Uzrasas g(h) = O(h™), h — 0, reiskia, kad egzistuoja hg > 0 ir C > 0,
su kuriais |g(h)] < Ch™ kai 0 < |h| < hg (nagrinéjamu atveju 0 < h < hg, nes h > 0).
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2.89 apibrézimas. Sakoma, kad (Xh) yra sprendinio X n-osios eilés silpnoji aprok-
simacija, jei visiems t € [0,T],

Ef(X"(1) = Ef(X(t)) = O(h™), h—0,
pakankamai placiai funkcijy f: R — R klaset, pavyzdziui, visy aprézty funkcijy, turin-
ciy tolydZias visy eiliy apréztas isvestines, t. y. Cp°(R).

Turint teorine aproksimacija X", reikia mokéti generuoti kompiuteriu atsitiktinius
dydzius Wyyp. Tai néra sunku padaryti, nes

k—1

Win = (W(i+1)h - Wih) )
i=0

o prieaugiai
AWl = W(i+1)h - Wih ~ N(O, h)
yra nepriklausomi a. d. Todél paprastai generuojama nepriklausomy a. d. seka & ~

N(0,1), i € N, ir imama AW; := &V/h.

Paprastyjy diferencialiniy lygciy aproksimacija. Nagrinékime paprastaja di-
ferencialine lygti
X{=bt,X(t), Xo=uwmz9, te[0,T],
arba .
X(0) =20+ [ bs X(s))ds, 1€[0,T)
0
Pazyméje h = %, ti = kh, turime
tret1
X(0) =z0, X(tg+1)= X(tx)+ b(s,X(s))ds, k=0,1,...,N—1.
122
Pakeiskime integralg apytikre jo reikSme pagal sta¢iakampiy formule:
tkt+1
X (tet1) = X(te) + b(ty, X (tk))ds = X (k) +b(ty, X (tk))-h, k=0,1,...,N—1.

tg

Atmetus paklaida ir vietoje tikslios lygybés naudojant apytiksle, gauname paprasciau-
siag — Oilerio — aproksimacija:

X0 =x0, XM(tpr1) = X"(t) + b(ty, X" (t)) - h, k=0,1,...,N —1.
Irodoma, kad Oilerio aproksimacija yra pirmosios eilés:

sup | X"(t) — X (t)] = O(h), h—0.
t<T

Pakeite staciakampiy formule trapecijy formule, gautume

1
th+1 ~ X(tk) + 5 [b(tk7X(tk)) + b(tk-i-l’X(tk-i-l))] . h7 k = 0) 1) cey N - ]-
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Taciau Sig schema nepatogu naudoti — kiekviename Sios schemos zingsnyje dar reikia
spresti lygti Xgﬁ_ , atzvilgiu. Sis sunkumas apeinamas, deSinéje pakei¢iant narj X&H
jo apytikre reiksme, ,pasiskolinta“ is Oilerio metodo. Taip gauname modifikuota
trapecine aproksimacija:

XM(tre) = X(00) + 5 (B XP(0) + 0011, X*(00))]

XM(tega) = X"(t) + b(te, X" (1)) - b, k=0,1,...,N -1

Si aproksimacija dar vadinama pagerintaja Oilerio, arba Heuno, aproksimacija. Ji
turi jau antros eilés tiksluma:

sup | X"(t) — X(¢)] = O(h?), h— 0.
t<T

Kitas budas aproksimacijos eilei padidinti yra Teiloro formulés pritaikymas. Taikydami
ja sprendiniui X intervale [tg,tx4+1], gauname:

1 1
X(tpe1) =X (tr) + X'(tg) - h + 3 X"(tp) A2+ ...+ = XM () - W + R,
1

(n + 1)| X(n+1) (enk) ’ hn+17 enk € [tka tk-l—l}v

Rnk =

nes

Vadinasi,

X'(tx) = blty, X (tr)),
X"(tr) = 0 b(ty, X (tr)) + 9 b(tr, X (tx)) - X' (t1) =
= O b(th, X (tr)) + bltr, X (1)) - Ox b(t, X (tr)),
X" () = by 4 2] b4+ 02 b* + bib, + b(0.)* irt. t.,

nes funkcijos y = f(t, z(t)) iSvestiné

dy _0f Of do

dt ot  Ox dt’

Atmesdami Teiloro formuléje liekamajj narj R,, gausime vadinamaja n-osios eilés
Teiloro aproksimacija. Pavyzdziui, 2-osios eilés Teiloro aproksimacija yra

X" (tgy1) = XM (tr)+b(t, Xh(tk))'h“‘% [bé(% X" ()bt X (k) Y (t, Xh(tk))] h?.

Stipriosios SDL aproksimacijos. Oilerio aproksimacijos analogas stochastinei
diferencialinei lygc¢iai yra Oilerio-Marujamos aproksimacija, apibrézta lygybémis:
X(})L = Xy, Xh(tk+1) = Xh(tk) + b(tk,Xh(tk)) -h+ U(tk,Xh(tk)) - AW,
AW =W (tk1) = W(tk),  tx = kh.
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Patogu jos reikSmes pratesti visam intervalui [0,T]:

XMty = X" (tr) + b(te, X (1)) - (¢ — t) + o (tr, X (k) - (W (E) — W (tr)),
Xt =m0, tetr,trs].

2.90 apibrézimas. Sakykime, lygties (2.34) koeficientai tenkina Lipsico sqlygq
[b(t,2) = b(s, 9) 2 + |o(t,2) = o(s, ) <O (lz—yP +]t—s).

Tada

N

supE| X! — X;| = O(h
t<T

), h—0,

t. y. Oilerio aproksimacijos eilé yra %

Konvergavimo eile nulemia ,,blogesné“ — difuziné lygties dalis.

Dabar bandysime pagerinti aproksimacijos eile naudodami Teiloro formulés ana-
loga — Ito-Teiloro formule stochastinéms diferencialinéms lygtims. Paprastumo délei
nagrinésime homogenine lygti, t. y.

dX (t) = b(X (£)) dt + o (X () AW (2). (2.35)

I5 Tto formulés f € C%(R), t > s:

FX@) = F(X(s)+ / [P @)X () + S P (X )o(X (w)] du

+/ P X )0 (X (u)) VY () (2.36)
Atskiru atveju, kai f(z) = =, turime Af(z) := f'(2)b(z) + 5f"(x)o(z) = b(z) ir
Sf(x):= f'(x)o(x) = o(x). Tada (2.36) virsta pradine Ito lygtimi (2.35).

Pagal analogija su determinuota lygtimi, pritaikydami formule (2.36) funkcijoms
f =0bir f = o pastarojoje lygtyje, gauname

X(t) = X(s)—i—/: [b(X(s))+/:Ab(X(u))du+/:Sb(X(u))dW(u)] dz +
+/: [a(x<s))+/: AU(X(u))du—i-/: Sor(X (w)) dW (u)| dW. =

_ X(s)+b(X(s))/jdu%—a(X(s))/:dW(u)+R,

¢ia liekamasis narys

//Ab dudz+//5b ) dW (u dz+//Ao ) dudz +

+ / / S (X () dW (u) dz. (2.37)
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Tai — paprasciausia Ito-Teiloro formulé. Pritaike (2.36) formule (2.37) formulés funkcijai
f = So, gausime Ito-Teiloro formule

X () = X(5)+b(X(s)) / "duto(X(s) / AW (u)+So (X (5) / t / " AW (u) AW (2)+ Ry,
- ER? < C(t — s).

Atmesdami liekamajj nar] gauname aproksimacija

XMter1) = X"(tk) +b(X (1)) - b+ o (X" (1)) - AW +

+§ o (X" (t)o' (X" (1)) (AWE —h) =

— XM(t) + (b - ;Jal> (X" (t8)) - h +

+o(X"(t)) - AW + %O’O'/(Xh(tk)) - AWE.

Ji vadinama MilSteino aproksimacija ir jos eilé lygi 1.
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Modeliavimas

1 uzdavinys. Apskai¢iuokite tikimybe P(N(6,1) < 0) naudodami modeliavima. Mo-
deliuokite, pasinaudodami formulémis:

1) PWN(6,1) <0) ~

n
> La<o)
=1

SEE

ia x; yra stebimo a. d. N(6,1) reikSmeés.

P
2) P(N(6,1) < 0)e IQEZeﬁ(Z Y1, <0)
i=1

¢ia z; yra stebimo a. d. N(0,1) reik§més. Imkite n = 103, 10%.
2. uzdavinys. Tarkime, kad &; ir & yra nepriklausomi standartiniai normaliniai
a.d. ir

) 1.5/ 1
Xi=vVh& it Xp= 5h / (&—i-ﬁ&)
yra pora koreliuoty Gauso a. d. Generuokite 103 tokiy pory, imdami h = 0.1, 1.0 ir 10.0.
Apskaiciuokite jy empirinius vidurkius, kovariacijas ir palyginkite juos su teorinémis
reikSmeémis.
3 uzdavinys. Tegul a. d. &, k =1,2,..., yra nepriklausomi ir jgyja dvi reikSmes:
P(¢&, = 1) = P(&, = —1) = 1/2. Apibréziame atsitiktinj klaidziojima

So=0,....5 =&+ ...+ &

Tarkime,
St
s
¢ia [a] =k, jei k < a < k+1 (sveikoji a dalis). Sumodeliuokite X}*, 0 < ¢ < 10, grafika,
kai n = 4,8, 16, 100.

Nurodymai. Pastebésime, kad [nt] = k, jei k < nt < k + 1 (tai ekvivalentu
E <t < Bty Taigi,

Xp = t>0,

S, k kE+1
th:l:wj jei = <t < - )
Vn NZD n n
Proceso X', 0 < t < 10, imitavimui, mums reikia &, k = 1,...,&0n. (Jei n = 4, tai

reikia 40 a.d.).

Generuojami nepriklausomus a. d., kuriy skirstiniai yra standartinai normaliniai,
t. y. N(0,1). Juos transformuojame j diskrecius a. d., jgyjancius dvi reikSmes +1. Tai
galima padaryti pasinaudojus funkcija

Hz) 1, kai z > 0,
€Tr) =
-1, kai x<0.
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4 uzdavinys. Geometriniu Brauno judesiu vadinamas procesas

S(t):S(O)eXp{(rU;)t+aW(t)}, t>0.

Geometrinio Brauno judesio trajektorija galima modeliuoti imituojant proceso S(t)

pokycius
2

S(t+At) = S(t)exp { (r - %)At +oVALZ}.

Cia At - laiko prieauglis, Z ~ N(0,1).

Sumodeliuokite ir pavaizduokite geometrinj Brauno judesj, kai S(0) = 10, o = 0.5,
r=1,te€l0,1], At = 0.01.

Nurodymai. Kiekviename zinsnyje Z yra skirtingi. Todél reikia i$ karto generuoti
100 nepriklausomy N(0,1) a. d.

4 uzdavinys. Procesas laiko momentu %, prasidedantis is tasko x ir einantis per
taska y laiko momentu 7', T' > ty, vadinamas Brauno tiltu ir apibréziamas lygybe

t—to

T,y
W, — Wt —ty) —
THWIE—to) =

to,x

(W(T —to) —y + ).

Nubrézkite Brauno tilto grafikg, kai tc =0, T =1,z =0, y = —1.
5 uzdavinys. Tarkime, kad procesas X"(t), 0 < ¢ < 1, yra apibréztas 1 uzdavinyje
ir

t—tp

Y™(t) = X"(t])+ (X™(th ) —X"(t7)), kaitp <t <tj,, k=0,1,...,n—1,

Z+1 —t
o Y™(0) =0, t} = k/n. Fiksuotam n apskaiciuokite santykj

Y™(0,5+ h) —Y™(0,5)
h )
kai h jgyja mazas reikSmes. = asyje atidékite h reikSmes, o y asSyje nagrinéto santykio
reikSmes ir jas sujunge tiesémis nubrézkite grafikg. Tai padarykite imdami n = 50 ir
n = 100. Pakomentuokite gauta rezultata.
6 uzdavinys. Zinome, kad stochastinj integrala fg W (s)dW (s) nesunku apskai-
¢iuoti ir jis lygus

/Ot W(s) dW (s) — %WQ(t) _ %t.

Stochastinio integralo fol W (s)dW (s) aproksimacija apibréziama lygybe

n—1

> WE)(W(t) - W(E)),
j=0
(viiaO:t6L<trf < ... <t2:1 ir An:maxlgjgn(t;’— ?_1) —>0, kai n — oo.
Nubrézkite tiesiskai interpoliuota stochastinio integralo [j W (s)dW (s) aproksima-
cijos trajektorija, kai 0 <t < 1, o skaidinio taskai yra vienodai nutole vienas nuo kito
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atstumu 0, 01. Palyginkite gautus rezultatus su tikslia proceso reiksme, kurig gauname
modeliuodami 3 W?(t) — 3 ¢.

7 uzdavinys. Zinome, kad Ornsteino-Ulenbeko procesas yra lygties
dX(t) = —aX@t)dt +bdW(t), X(0)=z9, a>0

sprendinys. Sio sprendinio israiska
X(t) = xoe™ O‘t+b/ =) qW (u) .

Tarkime, zog = 10, a = 5, b = 3,5. Sumodeliuokite §j procesa, stochastinj integralg
keisdami jo aproksimacija. Aproksimacijos zingsnj pasirinkite laisvai.

Sprendimas Tarkime, kad intervalas [0, 1] taskais ¢} = % padalintas j n lygiy daliy.
Pazymékime

Ze Jl[t? ;ﬂ+1 t)

Tada

[ et = 23“” (t:1) = W(E}).

¢ia [nt] — sveikoji nt dalis. Apibrézkime

t
Y(#7) =zoe "t + bt / (AW (1)
0

k—1
=xzoe” "k +be Y ™7 (W( ) = W(t7)).
=0

Pasinaudoje stochastinio integralo savybémis ir nelygybe

e =1 < Jalei”,  zeR
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gausime, kad

E max [X(t}) — Y (t})]

n

_ tr—u —aty at? n
_Efél;?é(n b/o e = qW (u Ze T (W(t]) W(tj))‘

tn
< au at™ n
<bHE [max. /0 dw (u Z e (W(t7y1) — W(t; ))’

t
=bE [ax /0 (6 - fn(u))dW(u)

tn 2 1 2
< bE/? / (eo‘“ - fn(u)>dW(u) =b / (eo‘“ - fn(u)) du
0 0
<b sup e =&, (t)]=b max sup | — eatzfll
0<t<1 Isk<ngn  <t<tp

n t—tp
=b max sup eatk—l‘eo‘( k-1) —1|

I<k<ngn <<t

_n
< bae® max  sup |t — &7 |e®EHD)
I<k<ngp  <g<tn

< bae® max (t} —t7 At —t_1) — poen~te/m,
< boe® max (1 — £1_)e"
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