1 skyrius

Algoritmai grafuose

1.1. Keliaujancio pirklio uzdavinys

Ankstesniuose skyriuose nagrinégjome algoritmus, kuriy sudétinguma
jvertinome polinomine grafo virSuniy ar briauny skaic¢iaus funkcija. Tokiais
atvejais nesunkiai galime rasti tiksly uzdavinio sprendinj net ir tada, kai
grafas turi kelis tukstancius virSuniy.

Siame skyriuje susipazinsime su gerokai sudétingesnio uzdavinio sprendimo
algoritmais. Nagrinésime ne tik metodus, leidziancius rasti tiksly uzdavinio
sprendinj, bet ir euristinius algoritmus, kuriais apskaiciuosime tik spren-
dinio artinius. Tac¢iau euristikos tinka ir tada, kai grafo virsuniy ir briauny
skaicius yra labai didelis.

1.1.1. Uzdavinio formulavimas
Turime n miesty, kurie sudaro grafo G = (V, E) virSuniy aibe
V={vi: 1<i<n}.

Kai kurie miestai yra sujungti keliais, ir zinome atstumus tarp siy miesty.
Keliai sudaro grafo G briauny aibe:

E = {eij : e;j = (vi,v), 1 <4,j <n}.

Pazymékime w(e;j) = |(v;, vj)| kelio, jungiancio virsunes v; ir vj, ilgj. Jeigu
du miestai v; ir v; néra sujungti keliu, tai w(e;;) = oo. Kadangi i§ vieno
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2 1 SKYRIUS. ALGORITMAI GRAFUOSE

miesto iSeina nedaug keliy, tai dazniausiai grafo briauny matricg saugome
suspaustu formatu.

Pirklys, iséjes i$ pirmo miesto, turi aplankyti visus miestus ir grizti i
pradinj miesta. | kiekviena miesta jis gali patekti tik viena karta. Tokj kelia

p= {Ula w2, W3, ..., Wn, Ul}a w] - Uij

vadiname marsrutu. Reikia rasti trumpiausig pirklio marsruta.

Tarsime, kad bent vienas marsrutas visada egzistuoja, nors nezinome né
vienos paprastos pakankamosios salygos, kuri tai garantuoty. Aisku, toks
marsrutas tikrai egzistuoja, jei grafas yra pilnasis, t. y. visos jo virsunés yra
sujungtos tarpusavyje briaunomis.

Jeigu grafas G yra neorientuotas, tai sprendziame simetring keliaujancio
pirklio uzdavinj, priesingu atveju uzdavinys vadinamas nesimetriniu.

Hamiltono marsrutai. Keliaujancio pirklio uzdavinys yra atskiras atve-
jis bendresnio uzdavinio apie Hamiltono marsruty radimg. Marsrutas, apeinan-
tis visas grafo visunes po vieng karta, vadinamas Hamiltono marsrutu. Jei
pradiné ir galiné marsruto virsunés sutampa, toks marsrutas vadinamas
Hamiltono ciklu. Grafas, turintis bent viena Hamiltono marsruta, vadi-
namas Hamiltono grafu.

1859 m. Hamiltonas (W. R. Hamilton) viename laiske [?] aprasé tokij
zaidima: pirmas zaidéjas dodekaedre (zr. 1.1 paveiksla) pazymi penkias
gretimas grafo virSunes, tada antrasis zaidéjas turi baigti cikla, jungiantj
visas dvideSimt virSuniy.

a) b)
1.1 pav. Hamiltono Zaidimas: a) pradinis dodekaedras, b) Hamiltono ciklas

Norédami jrodyti, kad grafas yra Hamiltono, turime rasti bent vieng
marsrutg. Daznai sprendziame ir sudétingesnj uzdavinj — ieskome visy
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Hamiltono marsruty. Tada, surade visus ciklus, nesunkiai iSsprendziame
keliaujanc¢io pirklio uzdavinj.

Pazymésime, kad nors visy marsruty radimo uzdavinys atrodo sudétinges-
nis uz Hamiltono grafo salygos tikrinima (t. y. vieno marSruto paieska),
taciau abiejy uzdaviniy sudétingumas gali buti toks pat, kai grafe néra né
vieno marsruto.

1.1.2. Pilnas varianty perrinkimas

Paprasciausias budas, kaip rasti visus Hamiltono ciklus, — generuoti visus
skirtingus virsuniy iSdéstymo budus

p= {/Ulv w2, W3, ..., Wnp, Ul}a w] - /Uij
ir patikrinti, kurie i$ jy apibrézia marsruta, t. y. egzistuoja visos briaunos
(vi,wa) € E, (wj,wiy1) €EE,i=2,...,n—1, (wp,v1)€E.

Tikrinimo metu naudojame grafo virsuniy gretimumo matrica. Jeigu sprendzi-
ame keliaujancio pirklio uzdavinj, tai siuo etapu apskai¢iuojame ir gauto
marsruto ilgj.

Tarkime, kad nauja virsuniy kombinacija randame, atlike O(1) veiksmuy.
IS viso skirtingy varianty yra (n —1)(n —2)---1 = (n — 1)!. Tikrindami, ar
virsuniy kombinacija sudaro marsruta, nagrinéjame n briauny svorius, todél
visus variantus perrenkame atlike O(n!) veiksmy. Priminsime Strirlingo
formule

2mn <ﬁ>n <n! <V2mn (E>nel/(12") ,
e e
n\n+1/2

taigi pilnojo varianty perrinkimo apimtis yra (’)((7) ), $i funkcija
didéja grei¢iau uz bet kokia laipsning funkcija. ¢

Pateiktajame varianty perrinkimo algoritme neatsizvelgta j tai, kad dau-
gumos taikymy sprendziamy uzdaviniy grafo virsuniy gretimumo matrica
yra reta. Tada galima smarkiai sumazinti nagrinéjamy keliy skaic¢iy. Tarkime,
kad grafo virsuniy kaimyny skaic¢ius nevirsyja m. Tada skirtingy cikly yra
ne daugiau nei O(m™). Taciau ir Siuo atveju keliaujanéio pirklio uzdavinio
sprendimo algoritmas yra nepolinominio sudétingumo.

Variantus perrenkame paieskos gilyn algoritmu, tik darome viena pakeitima;:
iSsemtoji virsuné nudazoma ne juoda, o balta spalva. Todél ji vél gali buti
lankoma paieskos metu. Sitaip randame visus skirtingus kelius.

Cikly radimas varianty perrinkimo algoritmu
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Ciklai (G)
begin
(1) forall (veV ) do
(2) spalva(v) = balta;
(3) m(v) = NULL;
end do
(4) t=1, spalva(vy) = pilka;
(6) Visit(vy);
end Ciklai

Pateikiame rekursyvyjj virsuniy aplankymo algoritma.
Visit (u)

1) if (t==|V|) then
) if ((u,v1) € E) then
3; m(v1) = u;

4 printCiklas(7);

end if
(5) else
(6) for all (veN(u)) do
(7) if ( spalva(v) == balta ) then
(8) t:=t+ 1, spalva(v) = pilka;
9) m(v) =u, Visit(v);

end if
end do
end if
(11) t:=t — 1, spalva(u) = balta;
end Visit

1.1.3. Euristikos

Daznai uztenka apskaic¢iuoti pakankamai gerg trumpiausio marsruto art-
inj, taciau jj norime rasti labai greitai. Susipazinsime su dviem algoritmais,
kuriuos sudarysime naudodami godziyjy algoritmy strategija.

Pirmajame algoritme G'S(vg) marsruto paieska pradedame grafo virsunéje
vg. IS kiekvienos virsunés einame j artimiausig dar neaplankyta grafo virsune.
Paskutiniu zingsniu vél griztame j prading marsruto virsune vg. Priminsime,
kad N(v) zymi virsunés v kaimyny aibe.
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Kaliaujanéio pirklio uzdavinio euristinis algoritmas GS

double GS (u)
begin

() Q=V/{u}, S={u} L=0, v=u

(2) while (Q#0)do

(3) for all (v; € QN N(v)) do

(4) Rasti v*:  w(v, v*) < w(v, vj);
end do

(5) Q:=Q/{v'}, S:=SU{v'}

(6) L:=L+ w(v,v"), v=0v%

end do
(7) L:=L+ w(v,u);
(8) return (L);
end GS

1.2 paveiksle parodyta, kaip GS algoritmu sudarome marsrutg pilnajame
grafe, turinc¢iame penkias virsunes.

1.2 pav. Pirklio marsruto sudarymas GS algoritmu

GS algoritmo sudétingumas O(|V |+ |E|), taigi turint net ir pilnajj grafa,
algoritmas yra kvadratinio sudétingumo O(|V|?). Pazymékime marsruto,
apakaiciuoto GS algoritmu, ilgj L, (G\S), o optimalaus marsruto ilgj L.
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1.1 teorema. Tegul C' yra n x n dydzio matrica, apibrézianti atstumus
tarp miesty. Tarsime, kad matrica yra simetriné, t. y. c;; = cj; ir atstumai
tenkina trikampio nelygybe

cij < Cik + Ckj, 1<,k n.

Tada teisingas toks marsruto, apskaiciuoto GS algoritmu, ilgio jvertis:
1
L,(GS) < i(ﬂogM + 1)Ly,

Irodymas. Masruto, apskaic¢iuoto GS algoritmu, briaunas isdéstykime jy
ilgiy I; = |(vj;,vj,,, )| mazéjimo tvarka

h2l> >l

Pirmiausia jrodysime tris pagalbines nelygybes. Tarkime, kad virSunés sunumeruo-
tos taip, kad optimalus marsrutas yra p = {v1,ve,...,v,,v1}. IS trikampio
nelygybés ir matricos C simetriskumo gauname tokias nelygybes

[V, Vi) - (V1,05 | > 1,

(i, v2)[ 4 - A+ [V 15 v) |+ (Vg Vi) [+ - A [ (v, v1) | > o
Sudéje sias nelygybes, gauname pirmajj jvertj

L, > 2l;. (1.1)

n .
Imkime k, 1 < k < LEJ’ ir nagrinékime uzdara marsrutg Moy, einantj
per miestus
VQk — {’LUl, w2, ..., w?k‘}a w; = Uji

ta pacia tvarka, kaip ir optimaliame marsrute. Pasinaudoje trikampio nely-
gybe jrodome nelygybe
Ln 2 ’M2k‘-

Nagrinékime bet kurias dvi virsunes w;, w,, € Vor. Jeigu i < m, tai tada
teisinga nelygybé |(w;, wp,)| = l;, nes GS algoritme pasirenkame artimiausia
kaimyna. Jei m < i, tai tada w,, virsuné buvo jtraukta j GS marsruta
anksc¢iau uz w;, todél

| (wm, wi)| = [(wi, wm)| Z b

Taigi gavome jvertj
|(wi, wp)| = min (1, 1y).
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Sias nelygybes sumuojame visy marsruto Moy, briauny atzvilgiu:

M= Y wiwy)| = Y min(l, ).

(wi,wj)€May, (wi,wj) € May,

Trumpiausios briaunos, priklausancéios marsrutui My, ilgis yra ne mazes-
nis uz log, antrosios pagal ilgj briaunos ilgis — ne mazesnis uz log_1 ir t.
t. Marsrute yra 2k briauny, kiekviena briauna I; priklauso marsrutui ne
daugiau kaip du kartus, todél

| Moy | > Z min(li,lj) > 2(lg11 + lgao + ..o+ lok).
(wi,wj)EMgk

Irodéme antraja pagalbine nelygybe

2k
n
Ln>2'z iy 1<k< ]3] (1.2)
i=k+1

Trecioji nelygybé jrodoma visai panasiai

Ly >2 zn: L;. (1.3)

i=[31+1

Sumuokime (1.1), (1.2), kai k = 1,2,22,...,2["1=2_ir (1.3) nelygybes, tada
gauname reikalinga jvertj

n
(In] + 1)Lp 22> 1 = 2L, (GS).
i=1
Teorema jrodyta. O
Optimalus pirklio marsrutas nepriklauso nuo virsunés, is kurios pradedame
paieska. Taciau godusis algoritmas negarantuoja, kad rasime optimaly marsruta,

todél sudarome sudétingesne euristika, kai GS algoritmu |V| karty ieSkome
optimalaus marsruto, pradédami vis i kitos grafo virsunés.

Kaliaujancéio pirklio uzdavinio euristinis algoritmas GS2

double GS2 ()
begin
(1) L= oo
(2) forall (veV)do
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(3) LN = GS(v);
(4) if(LN<L)L:LN;
end do
(5) return (L);
end GS2

GS2 algoritmo sudétingumas O(|V|? + |V| | E|), taigi turint pilngjj grafa,
algoritmas yra kubinio sudétingumo O(|V[?). Taciau net ir turédami tiik-
stantj virsuniy marsrutg apskaiciuojame per kelias sekundes.

Pateiksime dar vieng euristinj algoritma. Jis panasus j Primo algoritma,
kuriuo skaiciavome grafo minimaly dengiantjji medj. Kiekvienu algoritmo
Zingsniu randame trumpiausia briaung e = (u,v) € E, jungiancia jau parink-
tas marsruto virsunes S su likusiomis grafo virsunémis Q = V' \ S. Tada
vir§une v jtraukiame j marsruta S := S U {v}. Apibrézkime aibe briauny,
jungianciy aibés S virsunes su likusiomis grafo virsunémis

D={ecE: e=(uv),ucS veV\S}.

Kaliaujancio pirklio uzdavinio euristinis algoritmas GS3

double GS3 ()
begin
(1) S = {1)1 S V};

(2) while (|S|<|V])do
(3) Randame briauna e = (u,v): w(e) = min,ep w(z);
(4) S :=SU{v};
(5) L:=L+ w(u, v);
end do
(6) return (L);
end GS3

Realizuodami §j algoritmg kiekvienai dar neparinktai virSunei v € @
saugome informacija apie artimiausig virSune u € S. Tada kiekvienu zingsniu
atliekame O(|V]) veiksmy, juo randame nauja virsune ir atnaujiname infor-
macija apie artimiausias marsruto virsunes. Todél GS3 algoritmo sudétingu-
mas — O(|V]?).

Be jrodymo pateiksime teorema apie GS3 algoritmu randamo marsruto
optimaluma.



1.1. KELIAUJANCIO PIRKLIO UZDAVINYS 9

1.2 teorema. Tegul C' yra n x n dydzio matrica, apibrézianti atstumus
tarp miesty. Tarsime, kad matrica yra simetriné, t. y. c¢;; = cj; ir atstumai
tenkina trikampio nelygybe

cij < cik togg, 1<4,5,k<n.
Tada teisingas GS3 algoritmu apskaic¢iuoto marsruto ilgio jvertis

L.(GS3) < 2L,.

1.1 pavyzdys. Pirklio marsrutas orientuotajame grafe. Spresime
pirklio optimalaus marsruto radimo uzdavinj, kai miestus jungianciy
keliy matrica yra nesimetriné, t. y. grafas yra orientuotasis. Uz-
davinio grafa parinkome is TSPLIB uzdaviniy bibliotekos, sprendéme
ftv33 uzdavinj [?].

1.1 lenteléje pateikti rezultatai, gauti pilnojo perrinkimo metodu,
randanciu optimalyjj marsruta, ir euristiniais algoritmais GS ir GS2.
Cia n zymi miesty skai¢iy, T yra pilnojo perrinkimo algortmo vykdymo
laikas sekundémis. Stulpeliuose PP, GS2 ir GS pateikti marsruty il-
giai, apskaic¢iuoti pilnojo perrinkimo ir euristiniais algoritmais.

1.1 lentelé. Pirklio marsruto radimas pilnojo varianty perrinkimo metodu

n T PP GS2 GS

10 0,12 482 482 486
11 1,35 539 574 574
12 15,9 661 737 756
13 202 694 763 816
14 2773 694 775 775

Matome, kad pilnojo perrinkimo algoritmo skaiciavimo laikas pa-
didéja n karty, palyginti su mazesnés dimensijos uzdaviniu, todél op-
timalaus marsruto skaiCiavimas penkiolikos miesty grafe jau uztrukty
net vienuolikg valandy. Tik turédami desimt miesty ir algoritmu GS2
radome optimaly marsruta, visais kitais atvejais euristiniai algoritmai
apskaiciavo tiksliojo sprendinio artinius.

Norédami sumazinti veiksmy skaiciy, stengiamés iSnaudoti visg turimag
informacija apie optimaly sprendinj. Daugelio metody pagrindinis tikslas —
issiaiskinti, kurie marsruty variantai negali buti sprendiniu, ir jy nenagrinéti.
Susipazinsime su trimis tokiais metodais.
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Modifikuotas perrinkimo algoritmas

Siame algoritme skai¢iuojame jau sudarytos marsruto dalies ilgj. Jei jis
tampa didesniu uz trumpiausio zinomo marsruto ilgj Ly,n, tai tolesne paieska
gilyn nutraukiame.

Pateikiame modifikuotg virsuniy aplankymo algoritma.

VisitM (u)
begin
(1) if (t==1|V]|) then
(2) if ((u,v1) € E) then
(3) m(v1) = u;
(4) printCiklas(7);
(5) if (L < Loin ) Limin = L;
end if
(6) else
(7) for all (ve N(u)) do
(8) if (spalva(v) = balta && L + w(u,v) < L, ) then
9) t:=t+ 1, spalva(v) = pilka;
(10) m(v) =u, L:=L+ w(u,v);
(11) Visit(v);
end if
end do

end if else
(12) t:=t — 1, spalva(u) = balta;
end VisitM

1.2 pavyzdys. Pirklio marsruto radimas modifikuotu perrin-
kimo algoritmu. Spresime pirklio optimalaus marsruto radimo
uzdavinj, suformuluota 1.1 pavyzdyje. 1.2 lenteléje pateikti rezultatai,
gauti modifikuotu perrinkimo metodu ir euristiniais algoritmais GS ir
GS2. Cia n zymi miesty skaic¢iy, T yra perrinkimo algoritmo vykdymo
laikas sekundémis. Stulpeliuose MPP, GS2 ir GS pateikti apskaic¢iuoty
marsruty ilgiai.

Matome, kad modifikuoto perrinkimo algoritmo skaiciavimo laikas
padidéja 0,35n karty, palyginti su mazesnés dimensijos uzdaviniu,
todél sis algoritmas yra daug efektyvesnis uz pilnojo perrinkimo algo-
ritma (pastaruoju algoritmu optimaly marsrutg septyniolikos miesty
grafe apskai¢iuotume tik po keturiy ménesiy). Tacdiau ir modifikuoto
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1.2 lentelé. Pirklio marsruto radimas modifikuotu varianty perrinkimo metodu

n T MPP GS2 GS

14 829 694 775 T75
15 52,6 732 830 851
16 244 735 833 851
17 1538 749 832 851

algoritmo sudétingumo funkcijos asimptotika yra eksponentiné, todél
galime prognozuoti, kad optimalaus marsruto paieska astuoniolikos
miesty grafe jau uztrukty apie 3 valandas. Todél dazniausiai tenki-
nameés euristiniu algoritmu apskaic¢iuotais marsrutais, kurie mazdaug
10 procenty ilgesni uz optimaliuosius.

1.1.4. Dinaminio programavimo metodas

Pilnojo varianty perrinkimo pagrindinis trukumas tas, kad daug karty
nagrinéjame tuos pacius marsruto poaibius. Panasios problemos biudin-
gos ir kitiems rekursija naudojantiems algoritmams. Tai iSsamiai aptaréme
poskyryje, skirtame rekursiniy algoritmy analizei.

2 skyriuje jau parodéme, kad dinaminio programavimo metodas grin-
dziamas dviem salygomis:

1. Visg uzdavinj galime nesunkiai iSspresti, jei zinome optimalius mazes-
nés apimties uzdaviniy sprendinius. Sia salyga vadiname variacine
optimalumo salyga.

2. Kiekviena mazesnj uzdavinj sprendziame tik viena karta ir jo sprendinj
iSsaugome ir naudojame daug karty.

Pirklio marsrutas yra uzdaroji cikliné kreive, todél galime ja pradéti
nagrinéti nuo bet kurios virsunés. Tarkime, kad tai yra v; virsuné. Jei
optimaliame marsrute pirmiausia einame j v virStng, tai gauname nauja
uzdavinj:

e Reikia rasti trumpiausia kelia nuo vy iki vy, kai kiekvieng aibés V
virstne aplankome po viena karta.

Tegul S C V yra aibés V' virsuniy poaibis. Pazymeékime g(k, S) funkcija,
kuri apibrézia ilgj trumpiausio kelio, einancio is v iki v1, kai aplankome po
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vieng karta kiekviena aibés S virsune. Tada, spresdami keliaujancio pirklio
uzdavinj, ieskome funkcijos g(1,V \ {v1}) reikSmes. Jei pirmoji optimalaus
ciklo atkarpa yra (v1, vg), tai

g(L,V\{v1}) = w(vr,v) + g(k, V \ {v1,0})

¢ia w(v;, vk) pazymeéjome atkarpos (vi,vg) ilgi. Mes, aisku, nezinome, kuri
virsuneé v, bus aplankyta pirmoji, todél gauname variacine lygybe
g(l, V\ {vl}) = min (w(vi,vx) +g(k, V'\ {vl,vk})) )
2<k<n

Taigi, jei zinotume visy mazesniy uzdaviniy g(k:, VA A{o, vk}), k=2....n
sprendinius, tai nesunkiai galétume rasti ir keliaujanéio pirklio uzdavinio
sprendinj.

Sia strategija taikome rekursyviai mazesnés apimties uzdaviniams, gau-
name pagrindine variacine optimalumo salyga

g(i,5) = min (w(vi,vg) + g(k, S\ {ve})) .

v ES

Rekursijos pabaiga yra triviali:
g(l, Q)) = ’U)(Ui, ’1)1) :

Spresdami keliaujancio pirklio uzdavinj dinaminio programavimo metodu
pirmiausia apskaiciuojame visas g(k, (Z)) reiksmes, paskui g(k:, {vj}) reiksSmes,
S procesa tesiame tol, kol randame uzdavinio sprendinj g(1,V \ {vi}).
Kadangi i$ anksto nezinome optimalaus marsruto, tenka apskaiciuoti visy
pagalbiniy mazesniy uzdaviniy sprendinius. Taciau skirtingai nuo pilnojo
varianty perrinkimo iSvengiame pasikartojanciy kelio atkarpy analizeés.

Mums svarbus ne tik trumpiausio ciklo ilgis, bet ir pats marsrutas, todél
visada jsimename numerj tos virsinés v; € S, kuri suteikia minimalig reiSme
funkcijai g(i, S).

Eksperimentai, atlikti su atsitiktinai generuotais grafais, parodé, kad
tokio algoritmo sudétingumas O(n?2"), t. y. nagrinéjamy varianty skai¢ius
yra daug mazesnis uz bendrg varianty skaiciy n!.
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1.3 pavyzdys. Optimalaus marsruto radimas dinaminio pro-
gramavimo metodu. Nagrinékime orientuotaji pilnaji grafa G,
kuris apibrézia keliy ilgius tarp penkiy miesty. Keliy ilgiai yra tokie:

0 12 8 16 23
9 0 14 16 13
S=1] 15 13 0 24 14
7 20 16 0 14
21 12 28 12 O

Tarsime, kad pirklys pradeda savo kelione i$ pirmosios virsuneés (opti-
malus ciklas, aisku, nepriklauso nuo 8io pasirinkimo). Atkarpos (v;, vg)
ilgj Zymésime c;.

Pirmiausia randame ¢(i, ) = ¢;; reiksmes

Toliau nagrinéjame marsrutus is virsunés v; iki vy, kai pakeliui aplankome
vieng virsiine vg. Remdamiesi variacine optimalaus ciklo salyga, gau-
name lygybe

g(l,{Uk}) = Cik +g(k7®)zclk+ckla Z#la k#LZ
Apskaiciuojame funkcijos g (i, {vg}) reiksmes

2,{v3})
3, {v2})
)
)

14+15=29, g(2,{va}) =23, g(2,{vs}) = 34,
13+9=22, g(3,{va}) =31, ¢(3,{vs}) =35,
20+9 =29, g(4,{vs}) =31, g(4,{vs}) = 35,
12+9 =21, g(5 {vs}) =43, g(5,{va}) =19.

4, {UQ}

a(
a(
g(
9(5, {va}

Toliau nagrinéjame marsrutus, kurie aplanko du tarpinius miestus

9(i, {vj,ve}) = min (c;j + g(j, {ve}), cir +9(k, {v;})) .

Priminsime, kad turime saugoti ne tik optimaliy marsruty ilgius, bet
ir pac¢ius marsrutus. Gauname tokias g(i, {vj,vk}) reikSmes ir opti-
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malius marsrutus:

9(2, {vs,v4}) = min(14 4 31, 16 + 31) =45, {vs, v3, v4, 1},
9(2,{vs,v5}) = min(14 + 35, 13+ 43) =49,  {va, v3, vs, V1},
g(2, {v4,v5}) =min(16 + 35, 13 +19) = 32, {ve, vs, v4, V1 },
9(3,{vo,v4}) = min(13 + 23, 24 + 29) = 36, {vs, v2, v4, V1},
g(3, {1)2,?)5}) min(13 + 34, 14 4+ 21) =35, {vs, vs, v2, v1},
g(3, {v4,v5}) = min(24 + 35, 14+ 19) = 33, {vs, vs, v4, v1},
g(4, {1)2,?)3}) =min(20 + 29, 16 + 22) = 38, {v4, vs3, vy, V1 },
9(4,{v2,v5}) = min(20 + 34, 14+ 21) =37, {4, vs, v, V1},
9(4, {1)3,’[)5}) =min(16 + 35, 14+ 43) =51, {v4, v, v5, v1},
g(5,{v2,v3}) = min(12 + 29, 28 + 22) =41,  {vs, v2, v3, V1},
g(5, {1)2,114}) = min(12 4 23, 12+ 29) = 35, {vs, va, v4, V1 },
9(5, {vs,v4}) = min(28 4 24, 12+ 31) =43,  {vs, v, v3, V1 }.

Kitu zingsniu nagrinéjame marsrutus i$ v; iki vy, kurie eina per

tris tarpinius miestus:

g(i, {vj, vk, vi}) = min {ei; + 9(j, {ve, vi}), can + g(k, {vj,u}),
ci +9(1, {vj,ui}) } -

Gauname tokius optimalius marsrutus ir jy ilgius:

g(2, {vg,v4,v5}) = min(47, 67, 56 ) = 47, {ve, vs, vs, v4, V1},

g(3, {1)2,1)4,’1)5}) = min(45, 61, 49) =45, {vs, ve, vs, v4, V1 },

9(4,{v2,v3,v5}) = min(69, 51, 55) =51, {vs, v3, v5, V2, V1},

g(5, {vg,vg,v4}) = min(57, 64, 50) =50, {vs, v4, v, V2, V1}.

Turédami Sig informacija, apskaic¢iuojame optimaly cikla, kuriuo

keliaudamas, pirklys greic¢iausiai apvaziuos visus miestus:
g9(1,{v2,v3,v4,v5}) = i, {cij + g(j. {v2, vs,va,05} \ {v;}) } -
Tokio ciklo ilgis yra

g(1, {va, v3,v4,v5}) = min(59, 53, 67, 73) = 53,

o pats ciklas apibréziamas taip { v1, vs, va, vs, v4, v1}.
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1.1.5. Saky ir réziy metodas

Sis metodas padeda sumazinti nagrinéjamy varianty skai¢iy. Priminsime
pagrindinius jo zingsnius. Sakykime, kad sprendziame variacinj uzdavinj
X™*) = min f(X).
FX*) = win F(X)
1. Skaidymo zingsnis. Leistinyjy sprendiniy aibe¢ skaidome i baigtinj
skai¢iy mazesniy aibiu D = |J D;. Medzio Saknyje uzrasome uzdavinj
P(f, D), saknis turi m vaiky, kurie apibrézia uzdavinius P(f, D;), t. y.
tikslo funkcija f(X) minimizuojame srityse D;. Toks skaidymo proce-
sas tesiamas rekursijos budu, kol nesunkiai apskaiciuojame gautojo
uzdavinio sprendinj.

2. Réziy skaiciavimas. Skaic¢iuojame tikslo funkcijos f(X) reikSmiy
apatinj LB(f, D;) ir virSutinj UB(f, D;) rézius

Tada galime apskaiciuoti funkcijos maziausios reiksmeés f(X™*) virsutinj
rézi UB(f, D) visoje aibéje D:

Zinodami $iuos rézius daznai gerokai sumaziname nagrinéjamy sriciy
skai¢iy. Jeigu LB(f,D;) > UB(f, D), tai tokios srities toliau nebe-
tiriame, nes joje tikrai néra optimalaus sprendinio.

3. Virsunés isrinkimo taisyklé. Nurodome, kurig medzio virsune na-
grinésime eiliniu zingsniu. Pavyzdziui, galime imti virsune, kurios ap-
atinis rézis maziausias.

Siuos zingsnius realizuosime spresdami pirklio uzdavinj.

Skaidymo zZingsnis

Pazymékime M visy pirklio marsruty aibe, joje ieSkome trumpiausio marsruto.
Tada pasirenkame viena briauna e € E ir padalijame M | dvi aibes

M = M(e) U M(e),

¢ia M (e) sudaro visi marsrutai, kuriems priklauso briauna e, o M (€) pri-
klauso tik tie marsrutai, kuriuose néra Sios briaunos. 1.3 paveiksle pateikta
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grafo virsuniy gretimumo matrica ir parodyta, kaip sudarome optimalaus
kelio paieskos medj. Tada, pavyzdziui, virsuné, kurios apatinis rézis 68,
apibrézia visus marsrutus, kuriems priklauso briauna (2,1) ir nepriklauso
briauna (4, 5).

47

3| 19 15 B 6 1

41 9 50 24 B

a) b)

1.3 pav. Trumpiausio marsruto radimas Saky ir réziy algoritmu: a) grafo virSuniy
gretimumo matrica, b) paieskos medis ir virSuniy apatiniai réziai

Algoritmo efektyvumas smarkiai priklauso nuo to, kurig grafo briaung
pasirenkame, skaidydami medzio virsune. Viena taisykle pateiksime, kai
iSnagrinésime réziy skaic¢iavimo algoritmus.

Reézio skaiciavimas

Jau nagrinédami modifikuota perrinkimo algoritma, jsitikinome, kad net
labai paprastas apatinio rézio jvertis gali smarkiai sumazinti nagrinéjamy
varianty skaic¢iy. Tame algoritme rézj skaiciavome nesudétingai, jis buvo
lygus jau parinkty briauny ilgiy sumai. AiSku, kad algoritmas bus efek-
tyvesnis, jei tiksliau jvertinsime pasirinktai medzio virsinei priklausanciy
marsruty ilgiy apatinj rézj.
Stengsimés jvertinti svarbiausia informacija apie optimaly pirklio marsruta

ir iSnaudosime visus duomenis apie jau atliktus zingsnius.

1. Bet kuriame pilnajame marsrute i$ kiekvienos grafo virSunés viena
briauna iseina ir viena briauna j ja jeina. Taigi iS grafo virsuniy greti-
mumo matricos kiekvienos eilutés ir stulpelio turime parinkti po viena
elementa. Pastebésime, kad atvirkscias teiginys néra teisingas, nes,
pavyzdziui, briauny rinkinys

(2,1), (1,2), (3,5), (5,4), (4,3)
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tenkina Sig salyga, bet neapibrézia marsruto.

2. Jeigu Zinome, kad briauna e;; nepriklauso né vienam aibés marsrutui,
tai tokios briaunos svorj padidiname iki co.

3. Jeigu Zinome, kad briauna e;; priklauso visiems aibés marsrutams, tai
i§ grafo virsuniy gretimumo matricos pasaliname i-tgja eilute ir j-ajj
stulpelj, o briaunos e;; ilgj pridedame prie jau sudaryto kelio ilgio.

4. Isrinkdami perspektyvias briaunas, tikriname, kad jos nesudaryty cik-
lo, kol dar neaplankytos visos grafo virsunés.

Pasinaudosime viena svarbia uzdavinio savybe. Jei i§ grafo virsuniy gre-
timumo matricos kurios nors eilutés ar stulpelio visy koeficienty atimsime I,
tai visy marsruty ilgiai taip pat sumazés tokiu paciu dydziu. Todél duotosios
matricos marsruty ilgiy apatinj rézj randame taip:

a) kiekvienoje matricos eilutéje randame maziausia koeficiento reiksme
r; ir ja atimame i$ kiekvieno tos eilutés koeficiento;

b) kiekviename modifikuotos matricos stulpelyje randame maziausia koe-
ficiento reiksme ¢; ir ja atimame i$ kiekvieno to stulpelio koeficiento.

Tada grafo marsruty M ilgiy apatinis rézis yra

N

LB(M) =Y (ri +c).

i=1
1.4 paveikslo a dalyje parodyta, kaip apskaic¢iuojame 1.3 paveiksle pateikto
grafo visy marsruty ilgiy apatinj rézj.
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
B 0|15 3 2 | rn=25 B 0|15 3 2
0 B |12 ]| 22| 20 | re=5 B B 0 | 10 | 8 | re=12
0
0

18| 14| B 2 0 | r3=1 15|14 | B 2

3 14418 B 0 | ra=86 0|44 (18] B

15| 1 0 0 B | rs=7 12| 1 0 0 B [rs=0
c1=0 ¢c2=0 ¢3=0 c4=3 c5=0 c1=3 ¢2=0 ¢c3=0 c4=3 ¢5=0

a) LB(M)=254+5+14+6+7+3=47  b) LB(M(e21)) =47 + 15=62

[ N R R

a > w0 NN =

1.4 pav. Apatinio rézio skai¢iavimas: a) visu grafo marsruty aibéje, b) marsruty,
kuriems nepriklauso briauna (2,1), aibéje M (€2;)

Dabar apskai¢iuosime marsruty, kuriems nepriklauso grafo briauna (2, 1),
ilgiy apatinj rézj. Modifikuotoje matricoje pakeic¢iame atitinkamo koeficiento
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reikSme wo; = oo ir vél taikome tg patj algoritma. Tada gauname, kad
ro = 12,¢1 = 3, todél (zr. 1.4 paveikslo b dalj):

LB(M((2,1))) =47+12+ 3 = 62.

Taigi sis jvertis skaic¢iuojamas labai greitai, nes uztenka nagrinéti tik vienos
eilutés ir vieno stulpelio koeficientus.
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Ivertinsime marsruty, kuriems priklauso grafo briauna (2, 1), ilgiy apa-
tinj rézj. IS modifikuotos matricos iSbraukiame antraja eilute ir pirmajj
stulpelj. Kadangi Sioje matricoje wo; = 0, tai marsruto ilgio prognozés
nedidiname. Kol kas turime tik viena kelio atkarpa, kuri prasideda virsunéje
v9 ir baigiasi virsunéje v;. Norédami iSvengti trumpo ciklo susidarymo,
pakei¢iame koeficiento wis reikSme, ja padidiname wio = co. Gautoji 4 x 4
dydzio matrica ir jos jvertinimo eiga pavaizduoti 1.5 paveiksle.

2 3 4 5 2 3 4 5
1] B |15 3 2 1 B |13 ] 1 0 [re=2
3114 | B | 2 0 3113 | B | 2 0 [r=0
slaaT18] B 0 4431718 B | 0 |m=0
5| 1 0 0 B 5| 0 0 0 B |rs=0
c1=0 c2=1 ¢3=0 c4=0 c5=0
a) b) LB(M(egl)) =474+24+1=50

1.5 pav. Marsruty, kuriems priklauso briauna (2,1), ilgiy apatinio rézio skaiciavi-
mas: a) pradiné matrica, b) modifikuota matrica

Dabar galime paaiskinti taisykle, kaip parenkame briaung sakos zingsnyje.
Siekiame rasti tokia briauna e, kad jvertis LB (M (E)) buty kuo didesnis.
Tikimés, kad tai palengvins tokios aibés varianty analize ir padidins tikimybe,
kad jos nereikés detaliai tirti. Taip pat darome prielaida, kad tos briaunos,
kuriy svoriai modifikuotoje matricoje yra lygus nuliui, su didesne tikimybe
priklausys optimaliam marsrutui. Todél jvertiname apatinius rézius visy
aibiy M (e;;), kurioms w;; = 0, ir iSrenkame ta briauna, kuriai Sis rézis yra
didziausias. Miusy pavyzdziu turéjome Sesias tokias briaunas, o didziausia
rézj gavome imdami (2,1) briauna.

Skaidymo zingsnj baigiame, kai gauname 2 x 2 dydzio matrica, tada su-
skaic¢iuojame tiksly marsruto ilgj ir patikriname, ar naujasis marsrutas yra
trumpesnis uz anksciau surastus marsrutus. Jei radome geresnj sprendinj,
tai ji jsimename ir pakei¢iame virsutinj rézj UB(D).

Eksperimentai, atlikti su atsitiktinai generuotais grafais, parodé, kad
tokio algoritmo sudétingumas O(1,26"), t. y. Saky ir réziy algoritmas yra
gerokai efektyvesnis uz dinaminio programavimo algoritma.
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