1 skyrius

Algoritmai grafuose

1.1. Specialieji grafy algoritmai

Siame skyriuje susipazinsime su grafo virsiniy perziiiros algoritmais ir
ju taikymais, spresdami jvairius informatikos uzdavinius. Kiekvieng grafo
virsune galime pasiekti ir tiesiogiai, naudodami jos adresa, saugoma virsuniy
masyve. Cia nagrinésime grafo apéjimo algoritmus, kai i§ vienos virsiinés
galime patekti tik j jai gretimas virsunes. Judédami grafo briaunomis,
turime aplankyti visas likusias grafo virsunes, be to, kiekvieng virsune na-
grinéjame tik vieng karta. Susipazinsime su dviem svarbiausiais metodais:

o paieskos gilyn metodu,
o paieskos platyn metodu,

ir jvertinsime juy sudétinguma bei parodysime, kaip Sie metodai taikomi
sprendziant topologinio rusiavimo ir trumpiausio kelio radimo uzdavinius.

1.1.1. Topologinio rusiavimo algoritmai

Topologinio rusiavimo uzdavinj suformulavome skyriuje, kuriame na-
grinéjome rusiavimo algoritmus. Taciau naujasis uzdavinys gerokai skiriasi
nuo jprastinio skaic¢iy ar abécélinio rusiavimo.

Pirmiausia pateiksime tikslesnj topologinio rusiavimo uzdavinio formulav-
ima. Turime orientuotaji grafa G = (V, E), kuriame néra cikly. Grafo
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virsunes reikia suzymeéti taip, kad kiekviena briauna jungty mazesnio nume-
rio virstne su didesnio numerio virsine. Topologinio rusiavimo uzdavinio
sprendimo pavyzdys pateiktas 1.1 paveiksle.

ORONOSCPORORE

)

1.1 pav. Grafo vir§uniy topologinis rusiavimas: a) pradinis grafas, b) surtSiuotas
grafas, ¢) grafo virsuniy iSdéstymas tieséje

Paieskos gilyn metodas

Sios paieskos strategija yra paprasta: i§ duotosios vir§iinés einame j jai
gretima, paieskos metu dar neaplankyta grafo virSune. Jei tokiy virsuniy
néra, tai zengiame viena zingsnj atgal ir ieSkome naujo kelio is tévo virsunés.
Taip surandame visas virsunes, kurias galima pasiekti iS pasirinktos prad-
inés virsunés. Jei grafas néra jungusis, tai algoritmag kartojame, imdami
naujg dar neaplankyta pradine virsune. Kadangi paieskos metu pirmiau-
sia aplankome labiausiai nutolusias virstines, tai metoda vadiname paieskos
gilyn metodu (angl. depth first search).

Kiekviena grafo virsuneé gali buti vienoje is triju buseny (busenas zymésime
skirtingomis spalvomis). Pradzioje visos virSunés yra neaplankytos ir dazo-
mos balta spalva. Kai virsuné v aplankoma pirma karta, ji tampa nenauja
ir dazoma pilka spalva. Laika, kada ji tapo nenauja, saugome masyvo el-
emente d(v) (angl. discovered). Virsuneé nudazoma juoda spalva, kai iSna-
grinéjamos visos i$ jos iSeinancios briaunos, tokios virsunés yra vadinamos
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issemtosiomis. Laiko momenta, kada virsuné tapo juoda, saugome masyvo
elemente f(v) (angl. finished).

Paieskos kelius jsimename masyve 7, jo elemento m(v) reikSmeé yra virsuné
u, i$ kurios pirma karta aplankéme v, t. y. 7(v) = u.
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Paieskos gilyn algoritmas

DepthFirstSearch (G)

begin

(1) for (veV )do

(2) spalva(v) = balta;

(3) m(v) = NULL;
end do

4) t=0

(5) for (ueV)do

(6) if ( spalva(u) == balta ) then

(7) DFS_ Visit(u);

end if

end do

end DepthFirstSearch

Pateikiame rekursyvyjj virstuniy aplankymo algoritma.

DFS_ Visit (u)
begin
(2) spalva(u) = pilka;

3) t=t+1, d(u)=t;
(4) for (ve N(u))do
(5) if ( spalva(v) == balta ) then
(6) m(v) = u;
(7) DFS_ Visit(v);
end if
end do

(8) spalva(u) = juoda;
9) t=t+1, f(u)=t;
end DFS_Visit

1.1 pavyzdys. Grafo virsuniy lankymas paieskos gilyn metodu.
Imkime grafa, pavaizduota 1.2 paveikslo a dalyje. Jo virsunes ieSkome
taikydami paieskos gilyn metoda. Virsuniy lankymo eiga po kiekvieno
kreipinio i DFS_Visit funkcija pavaizduota paveikslo a—i dalyse ir
1.3 paveikslo j—I dalyse. Virsunése pateiktos (d(v), f(v)) reiksmes.
1.3 paveikslo m dalyje taip pat pavaizduotas gautasis grafas G, =
(V, Ex):

E.={(r(v),v): veV, n(v) # NULL}.
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1.2 pav. Grafo virSuniy aplankymas paieskos gilyn metodu (algoritmo pradzia)

Virsuneés numeris rodo jos suradimo eiliskuma.

Algoritmo sudétingumo jvertinimas. [vertinsime paieskos gilyn al-
goritmo sudétinguma. Proceduroje DepthFirstSearch (2) ir (3) veiksmai
atliekami | V| karty. (5) ciklas irgi kartojamas |V| karty ir kiekvienai virSunei
vieng karta vykdome DFS__ Visit procedura. Jos metu atliekame O(1) veiksmy
(2), (3), (8) ir (9) algoritmo zingsniais. (4) ciklas kartojamas |N (v)| karty,
todél bendra paieskos gilyn algoritmo apimtis yra O(|V| + |E|) veiksmy.

Topologinis grafo virsuniy rusiavimas

Baige paieskos gilyn algoritma, randame grafa G, = (V, E;). Noréda-
mi gauti surtiSiuota virsuniy aibe, modifikuojame DF'S  Visit procedura, jos
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1.3 pav. Grafo virSuniy aplankymas paieskos gilyn metodu (algoritmo tesinys) ir
aplankyty virsuniy eiliskumas bei keliai

pabaigoje virsiing u jterpiame j tiesinio saraso pradzia:

DFS_ VisitSort (u)
begin
(2) spalva(u) = pilka;

(3) t=t+1, du) =t
(4) for (ve N(u))do
(5) if ( spalva(v) == balta ) then
(6) 7(v) = u;
(7) DFS_ VisitSort(v);
end if
end do

(8) spalva(u) = juoda;

9) t=t+1, f(u)=t;

(10) List.InsertHead (u);
end DFS_VisitSort

1.2 pavyzdys. Grafo virSuniy topologinis rusiavimas. Na-
grinékime grafa, pateikta 1.4 a paveiksle. Jo topologiskai surtisiuoty
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virsuniy sarasas pavaizduotas 1.4 b paveiksle.

1.4 pav. Grafo virSuniy topologinis rusiavimas: a) pradinis grafas, b) surusiuotos
virsunés

1.1.2. Trumpiausio kelio radimas labirinte

Turime grafa G = (V, F). Grafo briaunos néra jvertintos, todél teigsime,
kad visy briauny ilgiai lygus vienetui. Reikia rasti trumpiausia kelia nuo
duotosios virsunes u € V iki likusiy grafo virsuniy. Kelio ilgis sutampa
su tarpiniy briauny skai¢iumi. [domus Sio uzdavinio atvejis yra trumpiausio
kelio paieska labirinte, kai zinome jéjimo virsune, ir reikia rasti kelia, vedantj
iséjimo link.

Aisku, ir tokj uzdavinj galime spresti Dijkstros metodu, tac¢iau naujasis
uzdavinys yra paprastesnis, nes visy briauny ilgiai yra vienodi. Todél galime
tikeétis sukurti efektyvesnius tokio uzdavinio sprendimo metodus.

Paieskos platyn metodas

Sios paieskos strategija yra tokia: pirmiausia nagrinéjame virstines,
gretimas pradinei virsiinei u, paskui kaimyny gretimas virsines ir taip toliau,
kol surandame visas virSunes, pasiekiamas is virsunés u. Grafas gali buti
orientuotas arba neorientuotas. Tokia strategija vadinama paieskos platyn
metodu (angl. breadth first search).

Panasiai kaip ir paieskos gilyn metode, virsuné gali buti nudazyta viena is
triju spalvy: baltos — jei ji dar nesurasta, pilkos — virsuné jau aplankyta, bet
dar ne visi jos kaimynai yra patikrinti, ir juodos — kai patikrintos visos greti-
mos virsunés. Visos pilkos virsuneés sudaro paieskos fronta, o juodos virsuneés
yra apgaubtos Sio fronto. Jeigu briauna (v,w) € F ir v yra juodos spalvos
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virsune, tai w gali buti tik juodos arba pilkos spalvos. Taigi neaplankyty
(baltuy) virsuniu uztenka ieskoti tik pilkos spalvos virsuniy aplinkose N (v).

Pilkos spalvos virSunes saugome eiléje ) (priminsime, kad eiléje galioja
FIFO principas: i$ saraso pirmiausia iSimamas tas elementas, kuris anksci-
ausiai pateko j eile).

Paieskos platyn algoritmas

BreadthFirstSearch (G)

begin

(1) for (veV )do
(2) spalva (v) = balta;
(3) m(v) = NULL, d(v) = oo;

end do
(4) d(u) =0, Q.InsertRear (u);
(5) while (Q #0)do
(6) v = Q.TakeHead();
(7) for (we N(v))do
(8) if ( spalva (w) == balta ) then
(9) spalva (w) = pilka;
(10) m(w) =v, d(w):=dw)+ 1;
(11) Q.InsertRear (w);

end if
end do

(12) spalva (v) = juoda;

end do

end BreadthFirstSearch

Trumpiausia kelig nuo virsunés v iki virsunés v randame naudodami ma-
syvo 7 reikSmes. Pateikiame algoritma, kuris §j kelia spausdina atvirkséia
tvarka nuo paskutinés virsunés v iki pradinés virsuneés u.

PrintPath ()
begin
(1) w=w;
(2) while (w# NULL) do
(3) print (w);
(4) w = m(w);
end do
end PrintPath
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Jeigu norime iSspausdinti trumpiausia kelig nuo pradinés virsunés w iki
virstinés v, tai algoritmo (3) zingsniu virsine w uzrasome j tiesinio saraso
pradzia, o paskui iSspausdiname gautajj sarasa. Taip pat galime sudaryti
spausdinimo procediira, naudodami rekursija.

1.3 pavyzdys. Trumpiausio kelio radimas. Imkime grafa, pavaiz
duota 1.5 paveikslo a dalyje. Jo virsiines aplankome paieskos platyn
metodu, kai pradiné virsuné yra s. Paveikslo a—f dalyse pavaizduota,
kaip formuojamas trumpiausias kelias po kiekvieno paieskos algoritmo
(5) ciklo zingsnio. Paveikslo fdalyje pavaizduotas grafas G, = (V, Er)

E; ={(r(v),v): veV, m(v) # NULL},

kuris ir apibrézia trumpiausius kelius nuo pradinés virsunés s iki likusiy
grafo G virsuniy. Virsunés numeris rodo jos atstuma nuo s.

1.5 pav. Trumpiausio kelio radimas paieskos platyn metodu

Algoritmo sudétingumo jvertinimas. Masyvy pradiniy reiksSmiy skaici-
avimo apimtis yra O(|V|) veiksmuy. Kiekviena grafo virsuné eiléje buna ne
daugiau nei vieng karta, todél ir iSimta iS eilés ji gali buti tik viena karta.
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Elemento pateikimo eilés gale ir salinimo is eilés pradzios sudétingumas yra
O(1). Kiekvienos virsunés kaimynus nagrinéjame tik viena karta, kai virsune
saliname i$ eilés, todél (8)—(11) zingsniai yra atlieckami |E| karty orientuo-
tajame grafe ir 2 |E| kartus neorientuotajame grafe. Taigi paieskos platyn
algoritmo apimtis yra O(|V| + |E|).

Algoritmo teisingumo analizé. Turime grafa G = (V, E), kurio visu
briauny ilgiai yra lygus vienetui. Trumpiausio kelio nuo virsuneés w iki ki-
tos virsunés v ilg] pazymésime 0(u,v), be to, tarsime, kad d(u,v) = oo,
jei v yra nepasiekiama iS u. Kol kas dar nezinome, ar visada pilkoms ir
juodoms virsunéms galioja lygybé d(v) = d(u,v). Paieskos platyn algoritmo
teisingumas seka i tokios lemos (zr. [?]).

1.1 lema. Kiekvienam naturiniam skaiciui k egzistuoja toks paieskos platyn
algoritmo vykdymo momentas, kai teisingi Sie teiginiai:

1. Visos virsiinés, atstumas iki kuriy yra mazesnis uz k, yra juodos
spalvos, atstumas lygus k — pilkos spalvos ir didesnis uz k — baltos
spalvos.

2. Eiléje Q) yra saugomos visos pilkos virsuneés.

3. Masyvo d elemento reikSmé d(v) yra lygi trumpiausio kelio ilgiui, jei
v yra juoda arba pilka virsuiné.

4. Jeigu v yra pilka arba juoda virsuné, tai §(u,7(v)) = d(u,v) — 1, o
briauna (mw(v),v) € E.

Irodymas. Lema jrodysime taikydami matematinés indukcijos metoda. Pir-
miausia patikrinsime, kad visi teiginiai yra teisingi, kai k¥ = 0. Tikrai, tada
tik pradiné virsuné u yra pilkos spalvos virsuné, visos kitos virsuneés yra
baltos, o atstumas iki jy yra ne mazesnis uz vieneta. Virsune u saugome
eiléje @, o d(u) = 0. Be to, m(u) = NULL, todél ir (4) lemos teiginys yra
teisingas.

Dabar tarkime, kad lema yra teisinga, kai k& = j. Irodysime, kad tada
egzistuoja toks paieskos platyn algoritmo vykdymo momentas, kai visi lemos
teiginiai yra teisingi ir kai k = j + 1. Pazymeékime Q(j), W (j) pilkuy ir baltu
virsuniy aibes, kurias gauname vykdydami k = j algoritma.

Vykdydami algoritma i$ @, iSimame pilkas virSunes, jy baltas kaimynes
dazome pilka spalva ir dedame j eilés () gala. ISimtas virSunes nudazome
juoda spalva. Remiantis eilés duomeny strukturos savybémis, i$ () pirmiau-
sia bus iSimtos anksciausiai ten patekusios virsunés. Nagrinékime momenta,
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kai jau iSimtos visos pilkos virsunés, ten patekusios pries pradedant (j + 1)
etapa, ir tik jos, t. y. aibés Q(j) virSunes.

Juodos spalvos virsunémis tapo visos @(j) virsunés iki Siol buvusios
pilkomis. Juy d(v) reikSmé nepasikeité, todél, remiantis lemos (3) teiginiu,
d(v) = j. Taigi dalis lemos (1) teiginio yra teisinga — jei atstumas iki virsunes
yra mazesnis uz (j + 1), tai virsuné yra juoda.

Dabar parodysime, kad jei d(w) = j+1, tai w yra pilkos spalvos virsuné.
Pilkomis virSunémis tapo tos baltos virsunes w € W (j), kurios buvo greti-
mos eiléje Q(j) saugotoms virsunéms. Be to, remiantis indukcine prielaida,
d(v) = j, jei v € Q(j). Todél gauname, kad naujoms pilkoms virSunéms
teisinga lygybé

dlw)=dv)+1=j+1.

Lieka jsitikinti, kad Sis atstumas apskaiciuotas teisingai. Tiesiogine briauna
(v, w) sujungty virsuniy atstumams galioja nelygybé

d(u,w) < d(u,v) +1,

nes galbut trumpiausias kelias nuo w iki w neina per v. Remdamiesi sia
nelygybe ir jverciais

o(u,v) = j, jeiv e Q(j),
O(u,w)=j+1, jeiwe W(y),

gauname, kad j eile ) patekusiy virSuniy atstumai yra 0(u,w) = j + 1.
Visos Sios virsunés yra pilkos, ju atstumai jvertinti teisingomis reikSmémis
dlw)=j+1.

Dabar jrodysime, kad pilkomis tapo visos virsunés, kuriy atstumai iki
u yra lygus (j + 1). Tarkime, kad 6(u,w) = j + 1, tada butinai egzistuoja
tokia gretima virsuné v, kad d(u,v) = j. IS tiesy, trumpiausiame kelyje nuo
u iki w imkime paskutine briauna (v, w). Tada turime j ilgio kelia, vedantj }
v, o trumpesnio kelio ir negali buti, atsizvelgiant | indukcing prielaida. Vad-
inasi, v buvo pilka virsuné ir priklauseé eilei Q(j), todél kazkuriuo algoritmo
zingsniu w bus gretima kuriai nors eiléje Q(j) saugotai virsunei (nebutinai
v) ir ji bus pateikta aibéje Q(j + 1).

IS pateiktos analizés ir paieskos platyn algoritmo iSeina, kad taip pat
galioja (3) ir (4) lemos teiginiai. [J
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