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1.6. Diskretusisvariacinio reguliarizavimo algoritmas

5 paskaitoje suformulavome variacinj reguliarizavimo algoritma, kuriuo spren-
deme integraling lygtj

b
Av = / K(z,s)v(s)ds =u(z), c¢<x<d,

kai metriné V' erdvé sutampa su tolydziyjy funkcijy erdve Cf[a,b], 0 pradiniai
duomenys w(z) priklauso erdvei Ly[c,d]. Naudodami variacinj reguliarizavimo
metoda, ieSkome funkcijos v,, € V1, kuri minimizuoja funkcionala:

To(Va,us) = inf Ty(v,us), (1.16)
veEV]

Cia funkcionalas 7, (v, us) apibréztas taip
T (v, us) = p2(Av, us) + aQ(v).
Parametrg « parenkame taip, kad galioty lygybe
pu(Av,ug) = 0.

Stabilizuojanciu funkcionalu 2(v) imsime funkcionala

b v
00) = [ (a2 +p(s) (5) ) s
funkcijos ¢(s),p(s) € C|a, b] tenkina sglygas

q(s) >0, p(s) =po>0.
Parodéme, kad funkcionalo T, (v) ekstremumo funkcijg randame spresdami
integralinj-diferencialinj kraStinj uzdavinj (krastinj uzdavinj Eulerio lygciai):

b ( d dv

K (s, t)o(t)dt+a ——(p(s)£>+q(3)v(s)>: / dK(m,s)w(m)dw, (1.17)

a

v(a) =ve, v(b) = vy,
integralo branduolys yra apibréZtas taip:
~ d
R(s,t) = / K (2, 5)K (z,1) dz.
Surasti sprendinj v,, analiziniu budu pavyksta tik paCiais paprasCiausiais atvejais,

todél dazniausiai naudojame skaitinius metodus. Tada galimi keli skirtingi uz-
davinio sprendimo budai.
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1 budas. Diskretizuojame integraling-diferencialing Eulerio lygtj (1.17).

2 budas. Diskretizuojame funkcionalg (1.16) ir ieSkome diskrec€iojo funkcionalo
minimumo.

Apzvelgsime abu budus, nes jie ne visada apibréZia tg patj sprendinio artinj.

1.6.1. Euleriolygtiesskaitinis sprendimas
ApibréZiame diskre€iuosius tinklus
wip =4{si: si=a+ih, i=0,...,N, sy =b},
wop, ={xi: mi=c+ih, i=0,...,M, xp =d},
kuriose apibréztos diskreCiosios funkcijos, aproksimuojancios tolydzias funkcijas:
Vicu(s), U= u(z;).
Integralg aproksimuojame naudodami trapecijy formule, tada gauname diskre-
tyjj jo artinj
N—-1

b
/K(s,t)v(t)dt ~ gK(s,to)Vo +h Y K(s ti)Vi + gK(sth)vN.
a i=1

Skleisdami pointegraling funkcijg Teiloro eilute, patikriname, kad pakankamai to-
lydZioms funkcijoms aproksimavimo paklaida yra O(h?) eilés dydis.

Apibrézkime diskre€iuosius iSvestiniy operatorius
Vigr = Vi Vi—Vi

h h
Tada diferencialing lygtj aproksimuojame baigtiniy skirtumy lygtimi

d dv
(PO T ) Fals(s) = (VO + Vi

Pakankamai tolydzioms funkcijoms aproksimavimo paklaida yra O(h?) eilés dy-
dis.

Gauname tokig tiesiniy lygciy sistema:

Vsi= Vsi=

N-1
h - ~ h -
EK(SJ',tO)‘/O +h i:E 1 K(Sj,ti)vi + §K(Sj,tN)VN

+a(q]‘/j_(p]_ VYE)S):fjv ]:172a>N_17

1
2

Vo =v4, VN =y,
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Cia pazymeéjome

M-1
h h
fi= §K(x0,sj)ug,o +h E K(zi,sj)us; + §K($M,Sj)U5,M.
i=1

Sia tiesiniy lyggiy sistema uzradykime matricine forma
AV =F,

Gia pazymejome vektorius V.= (Vi, Vo, ..., Vy_1)T, F = (f1, fo, ..., fn-1)7,
0 A yra simetriné ir teigiamai apibréZta matrica.

Ivertinsime tokio algoritmo sudétinguma. Visus vektoriaus F koeficientus ap-
skaiCiuojame atlike O(N M) aritmetiniy veiksmy, matricos A koeficientus ran-
dame atlike O(M N?) veiksmy. Jeigu gautaja tiesiniy lygCiy sistema spresime
Gauso metodu, tai atliksime dar O(N3) aritmetiniy veiksmy. Tokias tiesiniy lyg€iy
sistemas reikés spresti tiek karty, kiek iteracijy atliksime ieSkodami optimalaus
variacinio parametro «, t.y. spresdami netiesing lygtj

M—1

h h
ER%—I—h > R?+§R§4=52.
=1
Cia pazymejome sprendinio netiktj
h s, h
Rj = §K(:Iij, So)VQ +h Z K(acj, SZ)VZ + §K(:Iij, SN)VN — Ug,j-
=1

1.6.2. Funkcionalo diskretizavimo metodas
Reikia minimizuoti funkcionalg
To(v,us) = p2(Av,us) + aQ(v).

Integralus aproksimuojame diskreciosiomis sumomis. Pateiksime abiejy tarpiniy
funkcionaly aproksimavimo formules:

N-1 N-1

Qv) ~ (V) = §qu02+hZ QjVj2+§qNVz3+Z Pit3 (%) &
=1 =0

M—1
h h
pulAv,us) ~ pj (AWV,us) == SRA(V) +h Y R3(V) + SR (V),
j=1

N-1
h h
R;(V) = 5 K(wj,50)Vo + I D K(xj,0) Vo + 5 K (@) sN)VN = us,j.

n=1
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Tada sprendziame variacinj uzdavinj

Thpz(v ) - Vrél\l/?hTh a(V u&)

Cia pazymeéjome
Tha(V) = pih o (AR V, us) + a(V),
Vin=4{V: Wy =1, VN=uw}.
Funkcionalo minimumo butinoji sglyga yra

0T (V)

=0, 7=12,..., N-1
a‘/j ) J )< ’

Apskaiciuosime atskiry funkcionalo daliy dalines iSvestines.

OUN) _ ol v Py (W) s (%)}

o,

45

Taigi gavome tokig pacig stabilizuojancio funkcionalo aproksimacija, kaip ir pir-

majame algoritme.
Nagrinékime antrajj funkcionala:

I, W (ARV, u(s)

av, 2h? ( Ro(V)K (20, s5) Z Ry (V)K (zn, 55)

+ %RM(V)K($M, sj)>.

Vel gauname tiesiniy lyg€iy sistema.

Parametro « radimo algoritmus aptarsime véliau, kai iSnagrinésime sprendinio
V., monotoniSkumo savybes parametro « atZvilgiu. Priminsime, kad §j parametrg

randame spresdami uzdavinj

p%,u(AhVaa U(S) = 0.

1.6 pavyzdys. TreCiosios eilés iSvestinés skaiCiavimo uzdavinys. Funkci-
jos u(t) treciaja iSvesting v(t) = u"’(t) galime rasti spresdami integraling

lygtj

E(t—s)?
/0 5 v(s)ds = u(t).
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Tarkime, kad vietoj tikslios funkcijos w(t) turime tik matavimo duome-
nis
u(;(t,') :U(ti)(l—F@i(S), 1=0,1,..., K,
Cia ©; yra atsitikniai skaiCiai, tolygiai pasiskirste intervale [—1, 1],
t; =ih, i=0,1,....K, tx =T.

Naudodami variacinj reguliarizavimo metoda, rasime funkcijg v(¢).

1.6.3. Reguliarizuojancio parametro radimas
Optimalig parametro « reikSme randame spresdami lygtj
,Ou(AUa,U(;) = 6

Taigi gauname netiesing vieno kintamojo lygtj. Jos sprendimui galime naudoti
jvairius skaitinius algoritmus, pvz. intervalo dalijimo pusiau, Niutono arba gradi-
entinio nusileidimo metodus.

Lygties sprendinio egzistavimas, jo vienatis priklauso nuo uzdavinyje suformu-
luoty funkcionaly. Dabar istirsime funkcionaly

To(Vas us), PZ(AUaaUcS)’ Q(va)
reikdmiy priklausomuma nuo parametro «.. Siame skirsnyje apsiribosime tik funk-
cijy
m(a) = Ton(va, ugelta), r(a):= p2(Avg,us), w(a) = Qvy)

monotoniSkumo analize.

1.3 lema. Funkcijos m(«), (), w(a) yra monotoniskos argumento « funkcijos,
t.y. jei a; < aw, tai teisingi tokie jverciai

m(ar) <m(ag), r(ar) <r(ag), wlag) > w(ag).
Jrodymas. Pirmiausia pastebéesime, kad jei uzdavinys

Ta(vaauci) = Uiél‘g Ta(UaucS)
1

turi daugiau nei vieng sprendinj, tai funkcijos r(«), w(c) gali buti ir nevienareiks-
mes (aiSku, kad m(«) yra vienareikSmé pagal apibrézima).
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Kadangi a1 < ag, 0 w(a) > 0, tai teisingos nelygybes
m(ag) = r(ag) + asw(az) > r(ag) + cyw(ag) > r(ay) + aqw(ag) = m(ay),

taigi jrodeme, kad m(«) yra monotoniskai didéjanti funkcija.
Nagrinékime tokias nelygybes

r(aq) + aqw(ar) < r(ag) + aqw(ag),
r(ag) + asw(az) < r(ay) + asw(aq).
Jas sudekime
(g —ag)w(ag) > (g — a1)w(ag).

Kadangi ay > «g, tai teisinga nelygybé w(ay) > w(asz), taigi w(a) yra mono-

toniSkai mazejanti funkcija (tokios savybeés ir galéjome tiketis, nes didejant « reiks-

mei, santykinai didéja funkcionalo 2(v) reikSmingumas). IS pateiktojo jrodymo

seka, kad Si nelygybeé teisinga ir tada, kai w(«) yra nevienareikmeé funkcija.
Dabar nagrinékime nelygybe

r(ag) + ajw(ag) > r(ay) + aqw(ay),

ja pertvarke ir atsiZzvelge j tai, kad w(«) yra monotonikai mazejanti funkcija,
jrodome jvertj

r(ag) > r(ar) + o (w(al) — w(ag)) > r(ay).
Taigi («) yra monotoniskai didéjanti funkcija. O
Sioje lemoje jrodéme, kad funkcijos m(c), () ir w(a) yra monotoniskos,
taCiau jos nebutinai yra grieZtai monotoniskos. Todél lygtis

pu(AUOuu(;) = 6

gali turéti daug sprendiniy. Be jrodymo suformuluosime teorema apie salygas,
garantuojancias grieztg funkcijy monotoniskuma.

1.6 teorema. Jei bet kokioms funkcijoms ué € U ir visiems « > 0 variacinio
uzdavinio sprendinys v, yra vienintelis, operatorius A yra tiesinis, U yra Hilberto
erdve, o funkcionalo ©2(v) Freseé iSvestiné nelygi nuliui, tada funkcijos m(«), r(a)
ir w(av) yra grieztai monotoniskos:

m(ar) < m(az), rlar) <r(ae), wlar)>w(a2), a1 <as.



