6. paskaita. AukStesnyjy eiliy tiesinés nehomogeniis diferencialinés lygtys
Su pastoviaisiais koeficientais.

6.1. Atskirojo sprendinio radimas, naudojant dexsias pués pavidad.
6.2. Bendrojo sprendinio radimas, taikant konstaatrijavimo metod.
6.3. Atskirojo sprendinio radimas, taikant superpgas taisykk

6.1. Atskirojo sprendinio radimas, naudojant deSinosios pugs pavidah.

Turéjome, kadi homogenigs lygties

L[u]= y® + Py 4+ Py + Py =0, y=y(X) (6.1)
fundamentig sprendinii sistema jeina funkcijos €%, x€",...,x" €%, atitinkartios
charakteringojo daugianari@”+ p,_ K" +---+ pk+ p, = 0, -tojo kartotinumo Saknk; bei
funkcijos

a~

e cosp;x,..., X €7 cospx
ir €7 sing-x,...,x" €7 sin f:-x,
atitinkartios m. - kartotinumo charakteringojo polinomo kompleksgirsakn por
a; £if;.
Bendgji homogenias lygties sprendingalime uzraSyti pavidalu
y(¥) =, p;(xe", 6.2)
kur p;(x) - polinomai, kun laipsnis ne aukstesnis kailj. Dabar tirsime tiesin

nehomogeni@ n-os eiés lygti. Norint rasti jos bendji nehomogeniés lygties sprendin kaip
ankgiau buvo migta (Teorema 4.5), pakanka rasti koors atskigji jos sprendipir suckti su
6.2).
©2) ISnagriresime kai kuriuos nehomogess lygties deSinjjy pusiy atvejus. Parodysime,
kaip galima konstruoti atskiruosius nehomogesilygties sprendinius, panaudojant deSiniosios
puss analizig iSraisSk.

6.1.1.Tegul f(x) = ae*"

Jeiguk, néra charakteringos lygtieR (k) = 8aknis, tai lygties

atskinji sprendifn galima surasti

y(X) = Ae*

pavidalu.Jstat i (6.3) lygi gauname

AR (k)€ = ag"* = A= &?%)

6.1. pavyzdys.

y'+y=€; R(k)=k®+1=0=k, =i

R@®=1+1=2=0

Homogeniis lygties sprendinys yre cosx+ C, Sinx

Ao @ _1.
Ri(k) 2

todkl bendrasis nehomogermlygties sprendinys yra
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y(x)—lex+ COSX+C, Sinx (lex+1ex—exJ
2% T4 ? 27 2

tuo atveju, kaik, yra R, (k) = 0 Saknis, Sis pavidalas netinka.

6.1.2.15nagriresime atvej, kai

Lema 6.1.Jei k, - realioji ar menamoji charakteringos lygties nmit&inumo Saknis, tai
atskinji (6.3) lygties sprendirgalima rasti pavidalu

y = Ax"e"* | kur A — tam tikra konstanta

6.2. pavyzdys.y' -2y + y=¢"
k?-2k+1=(k-1)*=0 k=1,m=2
Homogenirs lygties sprendinys yra lygys, + c,x)e’
y: szex
Yy = (2AX+ AX*)e’
Y = QA+ 2AX+ 2AX+ AX®)e* = (AX® + 4AX+ 2A)e*
AX® + AAX+ 2A - 2AX® —AAX+ AX® =1
oA-1 A=1 ’
2
todkl bendrasis duotosios lygties sprendinys yra
1 2 X X
y(X) ZEX e*+(c +c,x)e

6.1.3.Tegul turime 2 diferencialines lygtis

Y 4+ Py e pY o+ p = ax e cospx (6.4)
YO+ Py 4+ Y+ pp =ax e sinx, (6.5)
kur o, 8, p; - realis skatiai, | - natiralus

Padaugin (6.5) lygi iS menamojo vieneto i ir prigk prie (6.4), gausime

2"+ p, 2"+ 4 pyz=ax' e, (6.6)

kur z=vy,+iy,, 0k, =a+if
(6.6) lygties sprendinio realioji dalis yra (6.4)gties sprendinys, o menamoji dalis —
(6.5) lygties sprendinys.

6.3. pavyzdysTegul y'+y=sinx
Kartu su ja iSnagrigsime ir y” + y = cOSX

yi+Yy,=sinX  y,+Y,=C0SX

z=Y,+liy,
Tadaz' +z=¢€"

k =1 - diferencialirs lygties 1-ojo kartotinumo Saknis.

Tada atskiras nehomogeaslygties sprendinys

z= Axe”,
Z = (A+iAX)E™, 7' = (IA+i(A+iAX))e* = (2IA— Ax)e™
(2iA— AX) + Ax+ Ax=2iA=1 A=%:_'E
|
Taigi,
(- IX iy IX . i X . X . . X
Z=——Xe" =——¢€ =——(COSX+ISInX)=——XCOSX+—SInX=—SInX—I—COSX
2 2 2 2 2
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Jo menamoaoji dalisrgcosx yra duotosios lygties sprendinys.

Jeigul > 1] tai atskirojo sprendinio galima ieSkoti pavidalu

(A" 4 A X

kur m — Sakniek, kartotinumasR (k,)= 00 A.,..., A, - konstantos.
6.4. pavyzdys.y"-y=xe* (k,=t1m=11=2)

Taigi, y = (AX+ AX*)e"

Y = (A +2A X+ Ax+AX)e = (A + (A +2A)x+ Ax*)e"

Y = (A +2A, +2AX+ A + (A +2A)x+ A x*)e*

2A +2A, + (A +4A)X+ AXE — AX— AX

2A +2A,=0
an, =1
AT A=y

11,
y(X) =( 4x+4x )e
Bendrasis nehomogeris lygties sprendinys yra
y(X) = (—1 x+x xzjeX +cef+ce”
4 4
Todkl iS ¢ia ir iS to, kas anksau pasakyta iSplaukia, kad jeigu
f(x) =P, (X)e™ sin fx+Q,, ,(X)e™ cospX,
kur P, ir Q,, - algebriniai polinomai ne auksStesnio kaip m-Jpsaio, tai atskirojo

sprendinio forma sutampa su de§jai puse, jeigua*iff néra charakteringosios lygties
R, (k) =0 sprendiniu.

Jeigu e =i yra charakteringosios lygties 1-ojo kartotinumaesyliniai, tai atskirojo
sprendinio reikia ieSkoti pavidalu:

y(X) = P, ,(X)e™sin fx+Q,, ,(X)e™ cospx

Jeigu deSige pusje yra tik, pavyzdZiui, nary),, ,(X)e”™ cosg, tai atskirojo sprendinio
vis tiek reikia ieSkoti pavidalu

R (X)e™ cospx+ R, (x)e™ sin X,

kur R(X) ir R,(x) - atitinkam eiliy polinomai.

6.5. pavyzdys.

y’+y=Xxsinx k®+1 Kk, =4i=0+1i
a=0 =1

Charakteringosios lygties Saknys yra 1-ojo kartgtio, tocl ieSkosime duotos lygties
sprendinio pavidalu

y(X) = (Ax+ sz)sinx+ (Cx+ sz)cosx
(pabaigti savarankiskai)

6.6. pavyzdys.y® —4y" + 6y" -4y + y = x%€"
k* - 4k®+6k? -4k +1=(k-1)* =0,
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reiSkia, =1 - 4-to kartotinumo charakteringosios lygties Sakniod| atskirojo
sprendinio reikia ieSkoti pavidalu

y(X) = (Ax4 +Bx® +Cx° )eX

(pabaigti savarankiskai)

6.2. Bendrojo sprendinio radimas, taikant konstang varijavimo metodas.

Paaiskinsimeijdnetod, trecios eiks lygties pavyzdziu

Llyl=y"+ py" + By + poy = f (%)

Tegul y,, y,, Yy, - tiesiSkai nepriklausomi homogenslygties sprendiniai

leyj J: 0

leSkosime nehomogeris lygties sprendinio pavidalu

Y(X) =€, (X) Y1(X) + €, (X) Y, (X) + C5(X) y5(X),

kur c; (x) - tam tikros (kol kas nezinomos) diferencijuojanfiaskcijos. Pareikalausime,
kad

¢y (x)=0

> .6(9y/(9 =0

Tada tikrinsime

3 3 3
Y=D Gy +> Cy=>CY
i=1 i=1 i=1
3 3 3
Y=Y oy +Y.cy=>cy
i=1 i=1 i=1
3 3
ym — Z CI yim + Z CI! ylr!
i=1 i=1

[stat i lygti, gauname

3 3 3 3 3

DOV DY+ P GY P CY + o) GY =T (X)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

3 3
arba ¢ (y'+ p,Y/ + Py, + PoY;)+ . Cy! = f(x)
i=1

i=1
y, - homogenigs lygties sprendinys
Todel turime lyggiy sistem;

Zq(x) Y, (X)=0

> 69y =0

Gy ()= f(x)

Jos determinantas
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Yi(¥) ..o Ya(X)

Yi(x) o Ya()=W(x) =0
yi(x) ... ya(x)

Todkl Si sistema turi vienintesprendith ¢'(X) = ¢, (x) arbac (x) = _[(pi (X)dx
6.5. pavyzdys.

y' =3y +2y=¢e>
k?-3k+2=0 k=1k,=2
y=ce*+c,e”

c (X)€" +C,(x)e™ =0

W ) = 63X
C(X)€" + 2, (X) e = 6™ [y, ¥ ]

O eZX X O
3X 2X X 3X
e’ 2e e e
C1()() = egx = _eZX y C'Z(X) = egx = eX
(9 =—€”

1 1
X) =— [e”dx=—-= |[e®*d2x = -=e**
a()=- 5] 5
C,(X) = Iexdx: e*

yz_leZX_ex_i_ex'er:le&(
2 2

Taday=ce* +c,e” +% e*

6.3. Atskirojo sprendinio radimas, taikant superpozcijos taisykle

ISnagriresime t, atvej, kai lygties deSinioji pusyra funkciy suma. Tokiu atveju galima
pasinaudoti diferencialinio operatoriaus tiesiSkusagybe ir gauti bendji sprendii taikant taip
vadinam superpozicijos principa, kuris formuluojamas taip:

jeigu L[y ]=f,(x), i=1....q, 6.7)

q
tai y(xX)=>y; yralygties

i=1
q q q
L= 3o - S 3 1 ©9)
i=1 i=1 i=1
sprendinys.
Atvirks¢iai, (6.7) lygties bendij sprendit galima gauti (6.7) Iyuy bendgjy sprending
tiesinio darinio pavidalu. Tokiu dau, lygties su sudinga deSirdja puse sprendimgalima
suvesti eilées paprastesniuzdavini; sprendim.
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