5. paskaita. Tiesiés homogenirs n-tos eiés lygtys su pastoviais koeficientais.

5.1 Charakteringoji lygtis

5.2 Skirtingy charakteringosios lygties Sakatvejis
5.3 Kompleksini Sakn; atvejis

5.4 Kartotiny Sakn atvejis

5.1 Charakteringoiji lygtis

Tegul turime n-osios ei$ tiesirg homogenin diferencialirg lygti
Lo[y]= ¥ + Py Y™+ 4+ Py + Py =0 (5.1)
—0 < X<
kurioje koeficientai p— pastous (konstantos). Anksau maeme, kad jeigu yra zinoma
fundamentig sprendiny sistema {yl(x), Y,(X),..., yn(x)}, tai bet kuris sprendinys galiuth
iSreikStas pavidalu

V() = Gy (%) 4+ Y () :iCi Y. (%)

leSkosime (5.1) lygties sprendinip=e* pavidalu, kur k — pastovus skais. [stat i
lygti gausime

L[e* |= [k + p k™ +-++ pk+ py |=0

Kadangie®™ = 0, tai turi kuti

R(K)=K"+p, k" +--+pk+p,=0 (5.2)

Vadinasi,e* gali tenkinti (5.1) lygittada ir tik tada, kai k — polinomB, k ( $aknis.

Algebrire lygtis R (k)= 0 yra vadinama (5.1) diferenciadis lygties charakteringaja
lygtimi . Ji turi lygiai n Sakn (jskaitant y kartotinumus).

5.2 Skirtingy charakteringosios lygties Sakn atvejis

ISnagriresime visus charakteringosios lygties sprendiatvejus ir nustatysime (5.1)
lygties bendrojo sprendinio pavidal

Tegul k;,k,,...,k, - skirtingi. Tadae,e**,...,e"* yra (5.1) lygties sprendiniai, be to
tiesiSkai nepriklausomi. Vadinasi, jie sudaro fumaatire sprendinj sistena ir, tokiu atveju,
bendnji (bet kui) lygties (5.1) sprendirgalima iSreiksti taip:

y(X) = €Y +---+ ¢ e
5.1 pavyzdys.y" -5y +6y=0
k*-5k+6=0

o _5t25-24
2

12 3ir2

Taigi, y(x) =ce” +c,e*

5.2 pavyzdys.y" -2y"—y'+2y=0
k®-2k?-k+2=0, k*(k-2)-(k-2)=0
(k*-D(k-2)=0

Charakteringosios lygties Saknks,, = - 1, 12
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Y(X) =Ce* +Ce* +ce”
5.3 Kompleksiniy Sakny atvejis

Jeigu lygties (5.1) koeficientai r&al, o kuri nors charakteringosios lygties Saknis —
kompleksinis skaius

ki =a; +iB;,
tai k; =, -, irgi yra lygties (5.2) Saknis.
Tadaae™ +be“™ irgi tenkins (5.1) lygt Todk ir

%[e(oﬁiﬂ)x + e(a—iﬂ)x]: & cos/X

%[e(oﬁiﬂ)x _ e(a—iﬁ)x]: ™ sin Ax
|

bus (5.1) DL sprendiniaCia panaudojame Oilerio (Euler) formule§* = cosx+isinx.
Funkcijy sistema{e™ cospx, e™ sinfx }yra patogesnuz sistera {€“"/* e/} tuo,
kad p sudaro realios funkcijos. Ji irgi yra tiesiSkapnklausoma visoje ské tiestje (—o0,),

tockl kai (5.1) lygties koeficientai reas, visada yra naudojamatbnt Si sistema.
5.3 pavyzdys.y"+y=0

k*+1=0

K =i

y=ce*+c,e™

y = ¢,(Cosx+isinX) +c,(cosx—isinx) = (¢, +C,) cosx+i(c, —C, )sinx = Acosx+ Bsinx
5.4 pavyzdys4. y'+y +y=0

k?+k+1=0
~1+41-4 143
kl,2=—=__i_
2 27 2

y= e_{cl cos@ X+C, sing xJ

5.4 Kartotiniy Sakm atvejis

Jeigu k, - charakteringosios lygties m kartotinumo Saktas fundamentini sprendini
sistemoje atsiranda m lygifunkciju €. k =k,=...=k_ ir tockl sistema jau éra
tiesiSkai nepriklausoma.

Pasirodo, tada (k& - kartotire Saknis), funkcijos

eklx, Xeklx,--', Xm—leklx

bus lygties (5.1) sprendiniai, sudarantys tiesitepriklausom sprendinj sistem bet
kuriame intervale (a,b).

5.5 pavyzdys.y"-2y'+y=0
k?-2k+1=0 k=1 m=2
y=ce" +C,xe" =€e(c, +C,X)

5.4 pavyzdys.y" +3y"+3y'+y=0
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k®+3k*+3k+1=0

(k+1)°*=0, k=-1 - 3<io kartotinumo 3aknis

y=€(C, +C,x—Cx°)

Tegul lygties (5.1) koeficientap, reafis, ok, =a +if - charakteringosios lygties m-ojo

kartotinumo Saknis. TadE1 =a—Iip irgi bus m — kartotinumo Saknis. Tada gauname fijiakc
sistemas

ea+i,8 ' Xea+i,8 L Xm—lea+iﬂ

e xe” P X" e

€™ cospX, X€™ cospX, ..., X" €™ cospx
€™ sin A, xe™ sin X, ..., X" 'e” sin fx
5.7 pavyzdys.y® + 2y"+y=0
k*+2k*+1=0

(k*+D*=0, k=+i (m=2)

Y = C, COSX + C,XCOSX— C; SiNX+ C,XSiNX)

Bendru atveju galima tvirtinti, kad charakteringmslygties Sakpk; atitinka (5.1) lygties
fundamentis sprendini sistemos sprendini grupe { €9, x€“",...,x'€"*}. Cia I, =k,

m
Saknies kartotinumas, be Elj =n.
j=1
Jeiguk; - kompleksig |; kartotinumo Saknisk; =«; +i8;, tai ja, kartu su jai jungtine
Saknimik atitinka reafijy funkcijy grups
li-1_orjx

o X
€'" cosp;X,...,X' "€’ cosf;X

li-1_a;x

o X . . )
e’ sing;x,...,x’ ‘e’ sinf;x
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