3. paskaita. AukStesnyjy eiliy diferencialinés lygtys.

3.1. n-osios edls paprastosios DL api#imas. KoSi uzdavinys
3.2. Sprendinio egzistavimo ir vienaties teorema

3.3. Kai kuri; aukstesnijjy diferencialiniy lygciy sprendimas eik pazeminimo metodu
3.1. n-osios edls paprastosios DL apibézimas. KosSi uzdavinys

Lygtis
FXY,Y,....y™)=0
yra vadinama diferencialine n-osiosésilygtimi.
Cia F(x,V,V,...,V,) - n+2 kintamyju funkcija, tolydi kartu su savo datimis
iSvestiremis n+2-mats erdws srityje Q.
oF oF OF

EYRCYARREY

n

(3.1)

ISreikddamiy™ , gauname

yO = (XY, Y.,y ) (3.2)
(3.1) lygties pavidalas vadinamawisreikstiniu, o pavidalas (3.2) -Sreikstiniu.

Pradinis (KoSi) uzdavinys (3.2) lygi: formuluojamas taip: rasti funkaijy(x), tolydziai
diferencijuojana n karty, tenkina®ia (3.2) lygi ir salygas

V(%)= Yo, Y (%) = ¥ Y2 () = v, (33)
DeSireje pastajuy lygybiy pusje uzduodamos konkms nezinomos funkcijos ir jos
iSvestiniy reikSnes taske ¥
3.2. Sprendinio egzistavimo ir vienaties teorema

Teorema 3.1.(Egzistavimo ir vienaties teorema.) Tegul lygtis2) deSinioji pus
f(x,v,Y,...,y"™™), suprantama kaip n+1 kintamojo funkcija, yra télyduri tam tikroje tasko

(Xo: Yoo Yore-n Yoo V) aplinkoje Q, tolydZias dalines iévestinesgiy,%,---,%. Tada

egzistuoja intervalas (a,b) ir apiita jame n kart diferencijuojama funkcijay = y(x),
tenkinanti (3.2) lygtir pradines glygas y(X,) = Yo, Y (%) = V..., Y (%) = yo(“‘l)
y = y(X) turinti nurodytas savybes yra vieniritel

Taigi, y(x) yra (3.2) lygties sprendinys, tenkinanB.3) pradinesatygas.

Jeigu fiksuosimex, lygtyje (3.2) taijved: Zymenis

C= Y0 G = Yore s G = Yo

(X5:Cys---,Cy) € Q, turéesime priklausomyb y = y(x,c,,...C,)

Jeijvesime Zymenig=yi1, Y.=VYa,..., ¥," =y,
diferencialiniy lygciy sistemos pavidalu:

. Funkcija

tai (3.2) lygt gaksime uzrasyti 1-os e
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Y£ =Y
Yo=Y,
(3.4)
y;1—1 =Y
y;1 = f (X, Yi: ¥or--0 yn—l)
Bendresnis n-osios ed diferencialini lygciy sistemos pavidalas yra toks:
% = (01()(' Yiseo yn)
: (3.5)
dy,
o= POV Yo ¥a) (Y Yare V) € )

Yra teisinga analogiSka egzistavimo ir vienatiegréena ir bendro pavidalo sistemai
(3.5).

3.3. Kai kuriy aukstesniyjy diferencialiniy lygéiy sprendimas eiés pazeminimo
metodu

Kai kada aukStesgjy eiliy diferencialines lygtis galima analiziSkai iSsgtr eilés
pazeminimo metodu To metodo esiyra ta, kad pakeitus kintamuosius duotoji DL siaradi
Zemesas eiks lygti. Pademonstruosime tai keliais pavyzdziais.

3.3.1.Tegqul turime lygit

y' = f(X) (3.6)

Eile galima paZemintijvedant nawj funkcija p(x), laikant, kad y'=p X ) Tada
y"=p'(x) ir gauname pirmos €8 DL p'=f (x). ISsprend ja, t.y., ra@d funkcija p=p(x),
iSspesime lygi y' = p(x) ir gausime bendjj (3.6) lygties sprendin

Dazniausiai Sis uzdavinys sprendziamas dar p&prasDL eik pazeminama nuosekliai
integruojant lygt

!

Kadangi y":(y')':?j—y, (3.6) lygi galima uZraSyti pavidaludy' = f(x)dx. Tada,
X

integruodami lygt y" = f (x), gausimey' = _[f (x)dx arbay =¢,(x)+c,. Toliau, integruodami
gautja lygti pagal x, gausime/ = j(gol(x)+cl)dx, ty. y=¢,(X)+cx+c, - bendrasis duotosios

lygties sprendinys.
Jeigu duota lygtis

y"=f(x),

tai, suintegray ja paeiliui n karg, rasime lygties bengiii sprendin
Xn—l Xn—2

y=0.(X)+¢

+C, +--+C,
(n-1)! (n-2)!
3.1. pavyzdys Rasti lygties/'=sin2x sprendi
Sorendimas. Keturis kartus nuosekliai integruodami dajatlygtj, gausime

y" = Isiandx = —%0032x+ (o}

1 1
y'= I—ECOSZde+j<:ldx_—Zs,|n2x+clx+c2
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’—E0052x+ X—2+c X+
y ~3 G 5 & Cs
1 3 2
=-—8IN2X+C,—+C,—+C,X+C
y 16 G 6 2o 3 4
3.3.2.tegul turime lygt
y'=f(xy),
i kurig iSreikstiniu badu nejeina funkcija y.
Pazymesime y' = p, kur p=p(X) — nauja nezinoma funkcija. Tadd = p' ir (3.7) lygtis
igauna pavidal p'= f (x, p). Tegul p=¢(x,c,) - gautos pirmos &it DL bendrasis sprendinys.
Keisdami funkcij p i funkcija y' gausime DL:y =¢(x,c,). Jos bendrasis sprendinys bus

y= qu(X, c)dx+c,.
(3.7) lygties daliniu atveju yra lygtis
y'=f(y),
i kurig ngeina ir nepriklausomasis kintamasis X.
Ja galima integruoti lygiai taip pat:

y=pXx), Yy =p :?. Gauname lygtsu atskiriamaisiais kintamaisiaip! = f p (. )
X

(3.7)

(3.8)

Jeigu duota lygtis

Fx y®; y®;. L y™)=0, (3.9)

1 kurig iSreikstiniu lmdu ngeina funkcija y ir jos iSvestés iki (k-1) eiks imtinai, tai
lygties eik galima sumazZinti k viengt jvedant Zymen y®=p(x). Tada
y& D = y™ = p™f) ir (3.9) lygtisigaus pavidal F(x; p,p,... p‘”"‘)): 0.

Lygties (3.9) daliniu atveju yra lygtis

Flxy®™;y®)=0

arba

y = f(x; y(n—l))

Padarius keitipn y™™® = p(x), y™ = p’ &i lygtis suvedampapirmos eiés DL.

!

3.2. pavyzdyslsspesti lygti y”—l:O
X

Sprendimas. Pazymimey’ = p, kurp=p(x), y"'=p’.
Tada p'—E:O. Tai lygtis su atskiriamaisiais kintamaisiaisgﬁzﬁ,@:%.
X dx X p X
Integruodami gausimén|p|=In|x|+In|ci|, In|p|=In|ciX|, p=cix. Grizdami prie kintamojo v,
2
gausimey' =cx, y= ch?+ C,, O tai ir yra duotosios lygties bendrasis spreyslin

3.3.3.Tegqul turime lygit

y'=f(y.y),

i kurig iSreiksStiniu mdu neeina nepriklausomasis kintamasis X.

Tam, kad pazeminti lygties ejl jvesime nauwj funkcija p=p(y), priklausadia nuo
kintamojo vy, laikydami, kady' = p. Pastatja lygybe diferencijuojame pagal x, Zinodami, kad
p=p(y(x)):

- 40 _ d(p(y)) _ d(p(y)) dy _ d(p(y)

dx dx dy dx dy

(3.10)

p ’
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ty., y'= p?. Dabar lygtis (3.10jgauna pavidal p%z f(y,;p). Tegul p=¢p(y,c) -
y y

Sios pirmos eéls DL bendrasis sprendinys. Keisdapy) i y', gausimey’ =¢(y,c,) - lygti su
atskiriamaisiais kintamaisiaisa thtegruodami gausime (3.10) lygties begidintegrah:

dy
j = X+C,
@(X,C)
Daliniu (3.10) lygties atveju yra DL
y'=f(y)
Sia lygti irgi galima iSspgsti darant keitip y' = p(y), y" = p?.
y

vienetu, laikant, kady' = p, kur p=p(y). Pagal suetinés funkcijos diferencijavimo taisy&l

gaunamey” = p?. Po to gauname
y

" d ’ d ' dy ! " 1
y =&(p py):d_y(p py).&: p((py)2+ p- pyy) Ir t.t.
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