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1.1 Diferencialinés lygties gvoka

Sprendzianjvairius matematikos, gamtos, technikos bey kitoksl; uzdavinius daznai
naudojami matematiniai modeliai, uzrasomi lygtinjiguriasieina nepriklausomasis kintamasis,
ieSkoma funkcija ir jos iSvestin. Tokios lygtys vadinamos diferencialmis. Diferencialigs
lygties (DL) sprendiniu yra vadinama funkcija, kustatytai lygtj, pavetia ja tapatybe.

Pavyzdziui, diferencialiés lygtiesy' = f (x) sprendiniu yra funkcijay = F(x), kur F (x)

- funkcijos f (x) pirmykse.

Pateiksime kai kurias bendras diferencialityg¢iy (DL) savokas.

Jeigu ieSkomoji (nezinomoji) funkcija priklauso nwteno kintamojo, tai tokia DL
vadinamapaprastgja diferencialine lygtimi, kitais atvejais -daliniy iSvestinig DL. Toliau
nagriresime vien tiktai paprassias DL.

Auk&iausiajeinartios i lygtj iSvestires eik yra vadinama tos lygties eile.

Pavyzdziui, lygtisy” -3y’ + y= Oyra tretios eiks paprastoji DL, o lygtisxy’ + y® = xy -
pirmos eiks. Tuo tarpu lygtiar, +uj, =0 - antros eis daliniy iSvestiniy lygtis.

Diferencialires lygties sprendinio (arba visos sprendiribés) radimo procesas yra
vadinamas Dlintegravimu, o vieno kurio nors sprendinio grafikagtegraline kreive.

1.2 Matematiniy modeliy, aprasomy diferencialinemis lygtimis, pavyzdziai

1.2.1. Kanas, kurio temperata lygi 6,, laiko momentut=0 i aplinka, kurios
temperaira lygi a, Sils arba s priklausomai nuo skirtumaa—¢, Zenklo. Taigi, kno
temperalra — tai laiko t funkcija. Zywsime p 6 =6(t). Pagal fizikos dsn (kuris daZnai
vadinamas Niutono é&niu) atesimo (Silimo) greitis yra proporcingastko ir aplinkos
temperairy skirtumui. Taigi, turime lygt

de

—=-k(@(t)-a), 1.1

o @) -a) (1.1)

kur k > 0 - proporcingumo koeficientas be to

00)=6,

Pastaroji lygyb yra vadinama (1.1) diferenciaéi; lygties pradine salyga (kitaip —
pradine glyga diferencialinei lygiai).

Norint rasti Kino temperatra bet kuriuo laiko momentd > ,Oreikia spesti (1.1) DL,

iskaitant pradia salyga.
1.2.2.1zoliuotos populiacijos dinamika paptésusiai modeliuojamalaltuso lygtimi
C:j—':l:(b—d)N, N(0) = N, (1.2)



Cia N =N(t) - populiacijos indivig skatius, t — laikas, b ir d — atitinkamai “gimighir
“mir¢iy” koeficientai. Sio modelio pagrindinprielaida yra ta, kad kiekvienu laiko populiacijos
augimo (nykimo) greitis yra proporcingas populiasipan; skatiui. Be toc¢ia diskretusis dydis
— populiacijos indivig skatius pakeistas dydziu Ngyjarciu realias teigiamas (tai paaé&kis
lygties sprendinio iSraiSkos) reikSmes.

1.2.3. Radzio (arba kitos radioaktyvios medZziagos) skiligu@itis proporcingas tos
medziagos kiekiui. Tai — atomo fizikosshis. Jo matemattniSraiSka — tai radioaktyvaus
skilimo DL:

%z—cR, c>0, R(@O)=R, (1.3)

Cia R=R(t) - radioaktyvios medZiagos kiekis (ndagaiko momentu t.
1.2.4 Materialus mass m taskasitvirtintas spyruokdje su fiksuotais galais juda x aSies
kryptimi.
P Laikysime, kad spyruoks mas lygi nuliui. Tada materialaus tasko jjigno lygtis yra
gaunama iy pusiausvyros &nio (Dalambero principo) ir turi pavidal
md2x
dt?

+ a% +bx = f(t) (1.4)

woodixo dx , o
Cia mF - inercijos gga, aa - terps (pvz., oro) pasiprieSiniméga, bx - spyruokés

pasiprieSinimogga (Huko dsnis), f € )- kurios nors prigimties (pvz., mechaési iSorire jéga.

Véliau matysime, kad vienareikSmiSkam materialaukaakoording&iy bet kuriuo laiko
momentu nustatymui pradiniu laiko momentu turimedugti dvi pradines gygas, pvz.:

X(0) = X, %L:o =V, . Taigi, Siame pavyzdyje turime antroseeipaprasiia DL.

1.3 Diferencialinés lygties apibzimas. Diferencialiniy lygéiy sprendiniai

Paprastja n-tosios eils diferencialine lygtimi vadinsime lygt

FOY, Y,y ™) =0 (1.5)

Cia F=F(X,Y,p,P,...,P,) - n+2 kintamyju funkcija, kurios apikizimo sritis
D c R™2.

(1.5) lygties sprendiniu vadinama funkcija=y x ( Ruri tam tikrame nepriklausomojo
kintamojo x kitimo intervale (a,b) turi tolydziasvestines iki n-tosios €8 imtinai ir tenkina
(1.5) lygt. Tai reiSkia, kadvx, xe g h Yenkinama tapatyb

F (Y09, Y-, Y (¥)) =0

Toliau nagrigsime 1-os edls diferencialines lygtis

Fxy,y)=0 (1.6)

Lygtis F,(x,¥,Y)=0,F,(x,y,y)=0 vadinsime ekvivaletiomis srityje D c R®, jeigu
yra ekvivaledios atitinkamos algebrés lygtys F (X,y,2)=0ir F,(x,y,2)=0 (t.y., jomis
aprasomos tagkaibes erdéje R® sutampa).

Jeigu (1.6) lygt galima vienareikSmiskai iSsgti y' atzvilgiu, gauname taip vadinam
iSreikstinj pirmos eiés DL pavidad:

ﬂ =f(xy) 2.7)
dx

Toliau daugiausiai nagrésime lutent § lygties pavidad.



(2.7) lygtis nusako ryS(priklausomyl) tarp tasko (x,y) koordiray ir integralires
kreivés liestires krypties koeficientoy’ tame taske. Taigi, DLy’ = f x(y, )apibgzia kryp ¢iy
lauka plokStumoje Oxy. Tokia yra pirmos &sl DL geometria prasng.

PlokStumos Oxy kreiy, kurios kiekviename taske lauko kryptis yra vienta pati, yra
vadinamaizoklina. Izoklinas galima panaudoti integralinkreiviy (apytikriam) konstravimui.
Izoklinos lygi galima gauti uzfiksavuy' =c, t.y.,

f(xy)=c

1.1. pavyzdys Izokliny pagalba pavaizduosime lygtieg =2x integraliny kreiviy
bendp pavidah.

Sorendimas. Sios lygties izoklin lygtys yra2x=c, t.y., 3iuo atveju izoklinos yra ties

lygiagretios Oy aéiai(x=%}. Ty tiesiy taskuose atisbime kryptis, sudarg&mas su asimi Ox

viemg ir ta pai kamp@ «, kurio tangentas lygus c.
Kai c=0, turime x=0,tga = 0, tockl « =0

Kai c=1, izoklinos lygtis yrax= % tga=1«a :%

. 1 P
Kaic=-1, x=—=,tga=-1La=——
29 1, 4

Kai c=2, x=14tga =2 a =arctg2

Nubraiz keturias izoklinas ir atige ant kiekvienos keletstrliy, vienodai pakrypusi
link Ox aSies, pagalyj krypti bréZziame linijas. Tai ir yra apytikris integralipikreiviy
vaizdavimas. Matome, kad Siuo atveju integkaikreivws — parabolj Seima.

Pirmos eiés diferencialie lygti, iSreikSy iSvestirs atzvilgiu, galima uZraSyti
diferencialiniu pavidalu:

P(x, y)dx+ Q(x,y)dy =0 (1.8)

kur P(x,y), Q(x,y) - Zzinomos funkcijos. (1.8) lygtis patogi tuo, kkimhtamieji x ir y
joje lygiateisiai, t.y. bet kurjuy galima nagrigti, kaip kito kintamojo funkcij. Pazynésime, kad
nuo vieno DL pavidalo galima pereiti prie kito.

1.2. pavyzdysLyqgtis

2

, X
Xt y?

dar gali uti uzraSyta kaip

dy  x*  dx_ x4y’

, X2dx = (x* + y*)dy

dx X*+y?'dy X

Diferencialires lygties integravimas bendru atveju duoda begaBprending aibe.
Pavyzdziui, nisy nagriréta lygtis y' = 2x turi sprendif y = x?, tadiau ir bet kuri kita funkcija,
turinti pavidah y = x> + ¢, kur ¢ — konstanta, tenkinaa3ygti.

Tam, kad diferencialigs lygties sprendinys téiy konkretia prasm, reikia pareikalauti,
kad jis tenking tam tikras papildomaslygas.

Salyga, kad kai x=x funkcija y turi hiti lygi duotam skaiiui yo t.y., y=w yra vadinama
pradine salyga. Pradire salyga yra uzrasoma tokiu pavidalu:

V(%) =Y, aba Y, =Y (1.9)

Pirmos eiés DL bendruoju sprendiniu yra vadinama funkcijay =¢ X(c; ,)i kurios

iSraiSlkg jeina laisva konstanta c, tenkinanti Siglygas:
1. Funkcijag & c) yra DL sprendinys su bet kuriuo fiksuotu c.



2. Kokia belity pradire salyga (1.9), galima rasti tokikonstantos c reikSgnc=q,
kad funkcijay = ¢(x;c, )tenkinty duotja pradire salyga.

Pirmos ei¢s DL atskiruoju sprendiniu vadinama bet kuri funkcijyy = ¢(x;c, ,)gauta is
bendrojo sprendinioy =@ X(c; esant konkr@ai konstantos reikSmei cgc

Jeigu DL bendrasis sprendinys rastas neiSreikatimigpavidale, t.y., kaip lygtis
d(x;y;c)=0, tai toks sprendinys yra vadinamas Dhendruoju integralu. Lygtis
d(x; y;c,) =0 tokiu atveju vadinama Dhtskiruoju integralu .

GeometriSkai bendrasis sprendinyy=¢ x ¢( ; yra integralini kreiviy Seima
plokStumoje Oxy, atskirasis sprendinys= p(x;c, - Yiena Sios Seimos kreiyveinanti per task
(X0,Y0)-

(1.7) lygties sprendinio, tenkin&o pradire salyga (1.9), radimo uzdavinys yra
vadinamagpradiniu uzdaviniu arbaKoSi uzdaviniu.

Teorema 1.1.(KoSi uzdavinio sprendinio egzistavimo ir vienatteorema). Jeigu lygtyje
(1.7) funkcija f(x,y) ir jos dalia iSvestie f (x,y) tolydzios tam tikroje srityjeQ, kuriali
priklauso taskas o), tai egzistuoja vienintelis Sios lygties sprenginy = ¢ (X), tenkinantis

pradire salyga (1.9).

(Be jrodymo)
Sios teoremos geometéiprasng yra ta, kad esant iSpildytoms jagygjoms egzistuoja vienintel
DL integralire kreive, einanti per task(Xo,Yo)-



