Paprasiausi matematiniai modeliai ir pagrind#is matematinio

modeliavimo gvokos

1 tema.Elementarieji matematiniai modeliai

Nagriresime kai kuriuos matematipmodely konstravimo bdus,
iliustruojartius fundamentailijy gamtos dsniy, variaciny principy, analogij ir
hierarchiny grandirtliy taikyma. Neziirint paprastumo, pateikiama medziaga sudarys
galimyke aptarti tokias #/okas, kaip modali adekvatumasyj“apripinimas”,
netiesiSkumas, skaittrealizacija ir e kity principiniy matematinio modeliavimo
klausim.

1. Fundamentalieji gamtosegnial. Labiausiai papliss modeli konstravimo

metodas yra fundamentghi gamtos dsniy taikymas konkr&oje situacijoje. Tie ésniali
yra visuotinai pripazinti, daugylkarty patvirtinti praktikoje, jie yra daugelio mokslo ir
technikos lainjimy pagrindas. Tod jy pagistumas nekelia abejapio tai, be viso kito,
garantuoja tyrigtojui galinga psichologig param. Taikant $ metod yra svarbu
suprasti, kokdeésn (désnius) pritaikyti duotuoju atveju ir kaip tai pagar

a) Enerqijos tverras desnis

Sis tsnis yra Zinomas jau mazdaug du SimtusynratZima, galima sakyti,
garbingiausi vieta didZiyju gamtos dsniy tarpe.

Ji taikydamas, batistikos ekspertas gali nesunkigilaai jvertinti revolverio
kulkos greit net ir nesinaudodamas specialia laboratorija. tikstu galima pasinaudoti
nesudtingu Svytuokés tipo prietaisu — ant lengvo, standaus ir laibesisukiojatio

strypo pakabintu svarmeniu (1 pav.)



Kulka, jstrigusi svarmenyje, perduos sistemai “kulka —sway” savo kinetia
energip, kuri strypo didziausio atsilenkimo nuo pusiausgypadties momentu visiskai
pereisj sistemos potencgrenergig. Tie pegjimai matematiskai uzrasomi lygybi
grandirele:

mt e
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Cia — kulkos, turintios mas ir greitj , kinetire energija, - svarmens mas
sistemos “svarmuo — kulka” greitis iSkart po suasicho, - laisvo kritimo pagreitis, -

strypo ilgis, - didziausio nuokrypio kampas. leSkangreitis iSreiSkiamas formule

(1) v = Ill:_ld+11;_'j-='_ll:_1—i:|:5:.::_'j-
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kuri bus gana tiksli, jeigiumode] ngtraukti energijos nuostoliai (oro pasiprieSinimas,
svarmens ir kulkogsilimas ir kt.) yra nedideli.
Taciau bet kuriuo atveju negalima tvirtinti, kad adiledi uzrasyta lygyli

grandirelé yra tiksli, kadangi yra teisinggslnosios energijosvermes dsnis, 0 ne

mechaniis energijos tvergs csnis. Tuo ladu, (1) formué yra iSreiSkiamas ne tikrasis
kulkos greitis, o tam tikras jo apatinigertis:

V= Viigragsis-



PanasSius samprotavimus gali taikyti ir inzinieyineedamagvertinti laika T, per
kuri galingumal¥ lazerio spinduliu galima pragiti skyle L. storio metalo lakste.

Laikysime, kad lazerio spindulys krenta statmeraksto plokStura (2 pav.)

2 pav. Pradig, tarpire ir galutine metalo g¢zimo lazeriu stadijos.
Jeigu lazerio energija pilnai sunaudojama metalipslio, kurio mas yra lygi
L5p (S — apSvitinamas plotel.s — stulpelio t@iris, ¢ - medziagos tankis) iSgarinimui, tai
energijos tverres desnis yra iSreiSkiamas lygybe
(2) E.=WT = hlSa
kur : — energija, reikalinga més vieneto iSgarinimui.
Dydis f: yra sudtinis ir gali buti iSreikStas taip:
o= (Geip — B)hy + g + b,
Kadangi metal reikia ikaitinti iki tirpimo (lydimosi) temperairos &;;,, 0 po to iSlydyti
ir paversti garuCia & — pradire temperaira, l, — specifire Silumire talpa, iz fiy —
atitinkamai lydymosi ir garavimo speci@isiluma.
Skyles gyliolit) priklausomyle nuo laiko galima nustatyti iS detalaus energijos
balanso laiko intervallt, r + dt]. Per 4 laika iSgarintai masei
[0+ dr)— 1E)]5p = dise

iSeikvojama energijdiisg, lygi lazerio iSspinduliuotai energijai:



diaSe = Wdt,
iS kur gauname diferenciabinygtj
dl_w
dt  hSp
Kadangit(D) = 0 (pradire salyga diferencialinei lygiai), tai tuesime
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(3) )= %r =
kur Eit) — visa energija, lazerio iSspinduliuota iki laikmmentct. Taigi, skyks gylis
proporcingas sunaudotai energijai.

IS tikryju greZzimo procesas yra Zymiai stithgesnis u£ia panaudet schem:
energija yra naudojama medziagos kaitinimuiygeSaliimui iS duobgs, kuri gali tuéti
netaisykling forma ir t.t.

Tiek pavyzdyje su kulka, tiek pasifme pavyzdyje akivaizdzios paklaidod d
padaryt supaprastinaiy prielaid;. Tiriamo objekto ir modelio atitikimo klausimas —
vienas pagrindini matematiniame modeliavime.

b) MedZiagos tveras d:snis

Tegul nedidelis kiekis radioaktyvios medziagosafhtos uzdarame
storasieniame inde, kurio sienos yra pagamintagp$alaidzios radiacijai medziagos,
sakykime, Svino. (3 pav.) Tokia situacija yra ti@iaudojant radioaktyvias medziagas
energetikoje bei jas saugant. Zodis “ nedideligb&tveju reiSkiastsupaprastinafia
prielaidy, kad visi skilimo produktai nesusidurdami su madbpis atomais paliekas]a

Sritj.



Kitaip tariant, radioaktywi medziag laisvo kelio ilgis 1-oje srityje yra Zymiai
didesnis uz srities charakteringus iSmatavimussiirag, kad 2-oje srityje yra prieSinga
situacija, t.y., kadl. =< L., tuo ludu cia iSaiSkja ssvokos “storasienis indas” gme.

Tokiu bidu, viskas, kas iSlekia IS 1-sios srities, yra siagea 2-je srityje, 0
sumire abiely medziag mag nesiketia. Tai ir yra medziagos tvegs cesnis, pritaikytas
Sitoje situacijoje. Jeigu laiko momert = {1 medZiag mags buvo lygiosM, (0} ir
M., (0), tai bet kuriuo laiko momentu yra teisingas badens
4) M 00)+ M0 = M (E) + M.(r)

Vienos (4) lygties neuztenka, dviejydziy M, () ir M, (t) radimui. Matematiés
formuluots uZdarymui reikalingi papildomi faktai apie radipkaus skilimo pohdj. Cia
pagrindin vaidmen vaidina @snis, kuris sako, kad radioaktyvaus skilimo grggi®m,
skylartiy per laiko vienef, skatius) yra proprcingas bendram radioaktyviosios
medziagos atomskatiui. Per nedidegllaiko tarp dt tarp moment ¢ ir t + dt iS viso
skilg

Mot +dt) — N ) = — N (E+ EdE)dE o = 0,0 < & < 1
atomy. Cia antg, karty panaudotas medZiagos tvesmnksnis, t&iau pritaikytas ne visam
procesui, o laiko intervaludt. Sioje lygtyje, aprasaioje atomy balang, desirje pusje

yra Zenklas —", kadangi medziagos kiekis mad, o dydish. ([t + £dt) atitinka tam



tikra vidutinj atomy skatiy duotijam laiko intervaledt. PerraSysime aptartiesn

diferencialiniame pavidale

(6) = (@)
Pasinaude@jtuo, kadM, (f) = M, N, (t), kury, — pirmosios medzZiagos atominis
. ]
svoris, gausim—-—= = —a M, ()

Esant savaiminiam radioaktyvumui bet kuris atotoastam tike nepriklausa&ia
nuo aplinkos bsenos skilimo tikimyb. Todl kuo daugiau (maziau) radioaktyvios
medziagos , tuo daugiau (maziau) iSsiskiria skilpnadukt; per laiko vienet.
Proporcingumo koeficientas (skilimo konstanta) jauiso nuo konkrgos medziagos.

Lygtys (4), (5) kartu suatygomis A, == Ly, 4z <<I L, ir dydZiaise, M, (1),
M. (D) sudaro tiriamo reiSkinio matemagtimode|.

Integruodami (5), gauname, kad skylias medziagos kiekis mga pagal
eksponentipdesn

Mt = M, (0=t
ir, kai t = w0, 1-0je srityje medziagos visiSkai nebelieka.

Kadangi sumia mas del (4) lieka pastovi, tai 2-oje srityje medziagoshis
auga:

My () = M, (00 + M (00— M (0)e~= = M, (00 + M (D)1 — 2-7F)

Taigi, kait — w2, skilimo produktai visiSkai pereina iS 1-0s ssti-a.

c) Impulso tverms snis.Pliduriuojanti, nejudanti ezero paviriuje valtis net

ir nesant ¥jui praces juckti | prieki, jeigu paeiti kelis zingsnius nuo valties smaigaki

laivugalio. Tuo pasireiSkia impulso tvegmcsnis, tvirtinantis, kad sistemoje,



neveikiamoje isorinj jégy, pilnasis impulsas lieka pastovdistkluotojo judesius valtis
reaguoja judesiuprieSing pus.

Reaktyvinio judjimo principas yra pagrindivairiy jZymiy techniniy jrenginiy,
pavyzdziui, raketos, iSkelidios i Zemes orbit palygow. Tam reikia pasiekti grditlygu
mazdauck t% Paprasiausias raketos jufimo matematinis modelis yra gaunamas is
impulso tverms désnio, jeigu neskaitysime toki jégu, kaip oro pasiprieSinimas ar
gravitacija, beiskaitysime, aiSku, reaktyvigivarikliy traukos ¢ga.

Tegul raketinio kuro degimo produktai iSlekia @&etos dugne eséin angy
grekiu (Siuolaikirems kuro rusima: = 3 + 'i—:“) Per mai laiko tarp dt tarp laiko
moment t ir dt dalis kuro iSdega ir raketos négsasiketia dydziu . Ketiasi taip pat
raketos impulsas, ¢@u suminis sistemos “raketa plius degimo produlitéia tokiu pat,
kaip ir laiko momentit, t.y.

m(t) - w(t) = mit + dedv(t +de) — dmlelt + &de) —u),
kur vit) — raketos greitisu(t + £dt) —w (0 < & < 1) — vidutinis per laiko intervaldt
iSlekiartiy i$ ang dujy greitis (abu greiai imami Zenes atzvilgiu). Pirmasisanuo
deSireje Sios lygykes pugje — raketos impulsas laiko momeit + dt, antrasis —

impulsas, perduotas iSlekigoms dujoms per laikidt.



