8. paskaita. Diferencialiny lyg¢iy taikymai svyravimams nagrinéti.

8.1. Modely pavyzdziai

8.2. Laisvieji svyravimai

8.3. Priverstiniai svyravimai (nehomogediggtis)
8.4. Rezonansas ir kiti reiskiniali

8.1. Modely pavyzdziai

Nagriresime 2-osios eik lygt su pastoviaisiais koeficientais.

mMX + X+ kx = f (t) (8.1)
Pamiresime kai kuriuos jos taikymus.

8.1. pavyzdys (i$ elektrotechnikos)

Srows kitimas lempiniame generatoriuje apraSomas toladeliu:
d®v dv
LC—+|RC-MS§,|—+v=0
S - lempos charakteristikos statumas, M — indukcko®ficientas, C — talpa, L —
induktyvumas, R — varza,— sro.
8.2. pavyzdyd(i5 mechanikos).Tiesinis osciliatorius mechanilkapeaSomas lygtimi

MK = —np% — kx +  (f)

mMX - inercijos gga, —nX - trinties gga, — kx - tamprumodga, f(t) — iSorir jega

Sprendziant praktinius uzdavinius (8.1) dya daznai formuluojamas KoSi uzdavinys su
pradiremis slygomis:

X(to) =%

X(to) =V

(8.1) lygtis yra vadinamavyravimy lygtimi.

Be koSi uzdavinio (8.1) Iygiai gali biti formuluojamas irkrastinis uzdavinys. Tokiu
atveju papildomosagygos, reikalingos vienintelio atskirojo sprendingskyrimui iS bendrojo
yra formuluojamos prie skirting nepriklausomojo kintamojo reikSmi Tada gauname,
pavyzdziui tok uzdavin:

d’y _, dy

a— - +b—+cy=f(X

o kY o
xe (A B)

y(A) =Yas y(B) =VYs

8.2. Laisvieji svyravimai

Laisvuosius svyravimus apraso homogesilygties

MX+ X+ kx=0 (8.1a)
sprendiniai.

ISnagriresime atskirusy atvejus. Tuo tikslu randame charakteringosioséggfaknis
mA® +nl+kx=0

mA®+74+k=0
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_ —n+n? —4mk 1 _ —n—yn®—4mk
= 2m P 2m
1) Kai n* > 4mk , charakteringosios lygties Saknysir 1, yra realiosios ir skirtingos
Tadax(t) =ce™ +c,e”,
kur c ir c, - laisvos realiosios konstantos.
2) Kai % < 4mk , tai 4, ir 4, - kompleksigs jungtires
A==y +iw, A, =—y—iw

n B \/4mk—772

Y= W=
2m 2m

Tada lygties (8.1a) bendrasis sprendinys uzsirasys

X(t) = 7 (c, coswt + ¢, sinwt)

kur €7 coswt ir e”sinwt yra atitinkamai realioji ir menamoji sprending® (arba
e’?) dalis.

3) Kai n°=4mk, tai charakteringoji lygtis turi vienintelrealaja Sakn 4, =1,=A41.
Bendrasis sprendinys tada turi pavidal

X(t) = c,e™ +c,te”

Tegulm>0,7=0,k > 0, t.y. réra trinties §gos.

Tada

X(t) =c coswt +C,sinwt , w, = \/%
—w,(c, sinwgt — ¢, coswt)
LS +Kz =C
2 2
mk (¢, sinwyt — ¢, coswt)® . k(e coswgt +c, sinw,t)?
m 2 2
ke’ (sinw,’t + cos wit) .\ ¢, (sinw,’t +cos wit) k(¢ +c,”)
2 2 2

Tegulm>0,7>0,k> 0, t.y.
Jei n < 4mk, tai tuesimeperiodinj gesinyg suamplitudiniu daugikliu

x=e"\c’+c)’

Jeiguzn > 4mk,, tai arbax(t) = ce™ +c,e™ arbax(t) = (c, +c,t)e”,

tai turesime aperiodipgesina.

Kai 77 < 0 - neigiama trintis, tai tésime svyravimus su neajitai augatia amplitude.

E=

Zemiau pateikiami laisyy svyravimy lygties, uzrasytos pavidalu
X"+ 2px’'+ w5 x = 0sprendiniai ir y grafikai, esantivairiems charakteringosios lygties 3akn
atvejams.
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WS <o
r=Clouy + ey’

x

2 pav. Charakteringosios lygties Saknys realigkintingos.

x=e&P(cy + )

3 pav. Charakteringosios lygties Saknys realidggios (viena kartotia Saknis).
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4 pav. Charakteringosios lygties Saknys komplelss@stamieji svyravimai.

34



8.3. Priverstiniai svyravimai (nehomogenin lygtis)

IStirsime vienintel atvej
7720,k>0,772 < 4mk
Tarkime, kad iSorié jéga yra pavidalof (t) = Asiniwt+«a ) kur A, w, a - tam tikros
(fiksuotos) konstantos
MX + X+ kx = Asin(wt + ) (8.2)
(8.2) bendrasis sprendinygt) yra bendrojo homogenia lygties sprendinio (laisvieji
svyravimai) ir nehomogenés lygties atskirojo sprendinio (priverstiniai swiraai), suma t.y.
X(t) = X(t) + X(t)
leSkosimeXx(t) tokiu pavidalu
X(t) = Bsin(wt + f3),
kur B, w, S - kol kas nezinomi dydziai.
X = Bwcos(vt + 3)
X = —Bw?sinwt + 3)
B|(k — mw?) sin(wt + ) + pweosat + 8) | = Asin(wt + )
1
J(k=mw?)? + 2w?

—mBW? sin(wt + /3) + nBwcosvt + 3) + kBsin(wt + ) = Asin(wt + &)

dauginame ir daliname |. kaija pus i$

Tada turime

\/(k :'(T'I\Nz)z + 2VV2 ! ( ) \/(k mvv2)2 + 2W2
Nesunkiai galimasitikinti, kad

K —mw? i N nw 2 -1
J(k=mw?)? + °w? J(k=mw?)? + WP
Galimejsitikinti, kad
K —mw? B B mw
J(k=mw?)? + 2w cose=/), J(k=mw?)? + 2w
B[sin(a - B)sin(t + ) + cos — ) cosut + B)| = Bsin(t + S+ a — ) = Bsin(wt + )
Taigi,

\/(k—nwz)2+772vv2 B{ cosfm + B) | = Asin(wt +a)

=sin(a - f)

A K — mw?

B= | _B)=
Jicmey v DT Ry

)= dind
J(k=mw?)? + 7w

IS ¢ia f apibkziamas konstanto2z tikslumu.

Kai >0 ir w — bet koks, turime, katk —mw?®)? +n°w? >  Qpckl

sinfe-p

X(t) = Bsin(wt + ) + € (c, coswt + ¢, sinwt), (8.3)
kur B ir g apibezti aukgiau,
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n _\/4mk—772

=——,W,=——, C Ir C, - laisvos konstantos
Y om’ 1 om G 2

Keiciant konstantag, ir ¢, galima patenkinti bet kurias pradinegygas.
(8.3) formuk duoda sprendinir tuo atveju, jeigun= 0 jeigu tik k= mw?, t.y., jeigu

L . .. . . . k
iSorinés jegos svyravim daznis nesutampa su laigy svyravimy dazniuw’ = — = w,
m

8.4. Rezonansas ir kiti reisSkiniai

Tada, kaiw=w, ir =0 ieSkosime (8.2) lygties sprendinio pavidalu
X(t) = Btsin(wyt + )
[statomgq lygti
MX+kx= AsinWt +o) , W, = \/E
m
X = Bsin(w,t + £) + w,Bt cosiw,t + S)
% = Bw, cosvt + ) + W, B cost + ) — Btw,” sinwt + )
m|2Bw, costgt + 5) — Btw,Z sinwt + ) [+ KBt sin(wt + 8) = Asin(wgt + )

rr{ZBw0 cosfwt + 5) - Bt%sin(wot + ﬂ)} +kBtsin(wyt + £) = Asin(wyt + &)

2mw, cosfvt + B) = Asin(wyt + o)
A
2mw,

yi] =a—% , toctl, kad cos(x—%) =sinx

Tokiu bidu, bendrasis svyravimuzdavinio sprendinys, kay= ,0 w=w, :\/E yra
m
duodamos formule
At
2mw,
Visais kitais atvejais bendras sprendinys yra dow$a(8.3) formule.

X(t) = sin(wot+a—%j+clcoswot+czsinwot (8.4)

Tegul n= 0. Jei w=w0=\/%, tai | ddmens svyravim amplituc neapéztai auga,

didéjant t ir gali tapti kiek norima didel
Toks reiSkinys yra vadinamaszonansu

. . . A
Jein = 0ir |w—w| - mazas sk., talB=———— >, W—> W,

iy W

Kai » mazas galivykti taip vadinamasnechaninis rezonansas

N2km>n >0, tadaB = A

(k= mw?)? + WP

2km—n® W = 2km—n*®
2m’? 2m’?

tai vardiklis maziausias prie/=
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Tada amplituds B maksimuma ,(7) = 2Am o0 W W, :\/E.
77\/4km—772 m

IS tikryjy, amplituck

B= A pasiekia maksimum kai

J (k= mw?)? + pw?

(k— mw2)2 +n°W? — min
mnin(k—mn)2 +71°n
—2(k—mn)m+n*=0
—2km+2m’n+7n*=0
2m’n = 2km-n°

2m°w’ = 2km-—7°

, 2km-n? 2km—n?
W= W= [
2m 2m

A A

Mo(77) = =
° J ka_nzf  2km—1” \/(2km—2km+772)2+772(4km—277)
P e L/ A e L/

2m? 2m? 4m?
_ 2Am

_nq/4km—772
Am [2km— n? k
I\/lO(’])_77\/W_772 =0 /w, W= 2m2 _)\/%_WO’ 77%0

Taigi radome lygties
MX + X+ kx = Asin(wt + ) (8.2)

atskinji sprendif. Jo ieSkojome pavidalu
X(t) = Bsin(wt + ), kur
B= A ir cos@-pf) = k—mw”
\/(k—mw2)2+772w2 \/(k—mw2)2+772W2
)= o
V(K= mw?)? + p2w?
Jein > 0, tai poSaknis> (prie bet koki w tockl bendras (8.2) lygties sprendinys bus

sinfe-p

X(t) = X(t) + x(t) = Bsin(wt + B) + €7 (c, cosw;t + ¢, sinw;t), (8.5)
Jamk—-n? .
kur y =2l W, =%, C, ir ¢, - laisvos konstantos.
m m

Kei¢iant konstantas c;, ¢, galima patenkinti bet kurias pradinesalygas
X(t,) = %o » X(t,) =V,
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Rasime KoSi uzdavinio sprendir{8.2) lygtiai, kai priverstiniai svyravimai susidaro
veikiant iSorinei ¢gai. Teguln = Q w=w, (nerezonansinis atvejis). Be to, tegul laiko motaen
t, =0 materialus tasSkas yra pusiausvyroségpgd ir turi nulin; greit.

Tada pradias silygos x(0) = 0, x(0) = 0.

Teguln= 0. Tada

A
i

X(t) = ‘sin(vvt +a) + ¢, Cosw,t + ¢, Sinw;t

A

n‘*woz—w2
x(0)=0,%(0)=0

Bsina+c, =0= ¢ =-Bsina

Bwcosax w
Bwcose+c,w,=0=Cc,=———=B—cCosx
WO WO

Tada sprendinys uzraSomas pavidalu

. . w .
X(t) = Bsin(wt + ) — Bsina cosw,t + B— cosa sinw,t =
0

: : W :
= B| sin(wt + &) — sinar cosw,t ——cosasmwot} =
WO

: : : W—W,)COS
= B| sin(wt + ) —sina COSWOI—COSaSInWOt—%

sinw,t | =
WO

_ B| sinwt + ) —sin(at + o) — W= W) €O

sinwot} =

0

. W—W, W— W, W—W,)COSx .
=2Bsin 2tco Ot+a —B¢S|nwot
2 2 W,

Jeigu |w—w,| pakankamai mazas, tai | narys duoda harmoniniysagimus periodo

ir 1étai kintartia amplitude

W+ W,
M (1) = 2B1sin W= Wt 2A sin (W)t
2 | r‘r'{w0 —vvz‘ 2 |
Amplitudé M(t) laikui begant kinta nuo O iki maksimalios reik8snM (t)=$
M’ |
Cewr : 2 . o . .
periodiskai su periodd :m. Tokie svyravimai vadinanmusimais
-
y L . . . . |w—w|cosa]
Antroji dedamoji, kai w ~w, yra maza, palyginus su musjramplitudeB———.
WO

Taigi, antros eds DL su pastoviaisiais koeficientais
a) turi daug svarhyj taikymy,
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b) jos koeficientai ir sprendinio parametrai turi aisknechanin ar kitokia
interpretaciy,

C) ja galima iSspgsti analiziSkai (gauti sprendiformulés pavidalu),

d) keiciant lygties parametrus galima gaivairius svyraving ar kitus eZimus stebimus
jvairiose realiose situacijose.

Zemiau pateikiami kai kurie lygtiesix” + cx’ + kx = F (t), F(t) = F, cosst sprendiniai ir
grafikai.
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