Diferencialirgs lygtys. Modeliavimas. Pradinis uzdavinys.

Pavyzdziai

Diferencialires lygtys yra labai svarbios gamtos ir technikos shoiése, kadangi
jos yra daugelio fizikos&niy bei sirySiy matematia forma.

Pateiksime kelatpaprasiausi pavyzdzi, iliustruojartiy diferencialiniy lygciy
aparato galimybes, o taip pat tipinlm®deliavimoetalonus, t.y. nuoseklius zingsnius nuo
fizikin és situacijos (fizikigs sistemos) iki matematia formuluoés (matematinio
modelio), jo lygiy sprendimo bet rezultafizikinés interpretacijos. Tai , galib buty
lengviausias kelias suprasti pagrindinegad apie diferencialimilyg¢iuy prigimtj ir ju
taikymus.

1 pvz. Radioaktyvumas, eksponentiesEmas.

Eksperimentai rodo, kad radioaktyvioji medziaga gretiu, proporcingu jos
masei nagrigfamuoju laiko momentu. Jei turime, tarime, 2 granoksos medziagos tam
tikru laiko momentu (tegul taiimat = 0 ) ka galima pasakyti apie medziagos Kiek
vélesniais liako momentais?

Sprendimasl Zingsnis. Matematinio modelio (diferenciabrygties) iSvedimas

remiantis fizikine situacija.

4y
Pazyngkime v(£) medziagos kigkaiko momentt: . Jo kitimo greitis yrair.

Pagal radioaktyvios medziagos skilimesd, yra proporcingas .
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Taigi, ¥@ yra nezinoma funkcija, priklausanti nag tenkinantit1) lygtj. Kitaip
tariant,v(®) yra (1) lygties sprendinys. Konstaritayra tam tikra fizikire konstanta,

kurios skaiti vert zinomavairioms radioaktyvioms medziagoms. (Pavyzdziulzia

1
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Kadangi medziagos kiekis yra teigiamas dydisikuisbegant magja, tai @z o

todel = irgi turi biti neigiamas. Atkreipkimedmnesi, kad konstantcs fizikine
dimensip diktuoja tai, kad (1) lygties abejose pses turi liti tos p&ios dimensijos
dydziai.

Matome, kad nagrifamas fizikinis procesas matematiskai apraSomasqsir
eilés paprasia diferencialine lygtimi. Kitaip (1) lygtis yra@ifizikinio proceso
matematinis modelis.

Visur ten, kur fizikiniuoseedniuose naudojamas funkcijos kitimo greitis,
gauname modelius, apraSomus diferenciatirs lygtimis.

2 zingsinis. Diferencialigs lygties sprendimas.

Kos kas mes dar nezinome diferencialilygciy sprendimo metagd taciau Siuo
atveju galime pasinaudoti matemasranalizs ziniomis. IS tikgjy, (1) lygtis yra
teiginys, kad sprendinie(®) iSvestiré yra proporcinga’ . Prisiminkime, kad toki savybe
turi eksponentia funkcijae®* arba, bendriage** . Jeigujstatysimecz** i lygti, gausime

(ce*t) = cke*® = ky()
taigi, ¥ = =¢** - (1) lygtiesbendrasissprendinysCia konstanta gali jgyti bet kury
reikSne, tockl lygties bendrasis sprendinys, kaip matysirakau, yra, kaip taisyld, tam

tikra funkcijy aibé (Seima).



Taciau aiSku, kad fizikinis procesas vyksta vienamii§kai. Kaip mums is
funkciju Seimos iSskirtig vienintek jo eicp aprasSatia funkcija v£)? Tai mums leidzia
padaryti.

3 zingsnis. Atskirojo sprendinio iSskyrimas iS befmpanaudojant pradin

sqlygq.

Turéjome, kad pradiniu laiko momentu= @ radioaktyvios medziagos kiekis yra
2 gramai. Formule tai uzraSoma taip:
(2) vip)=2

Tai yra vadinamaradine glyga. Mes ja pasinaudosime konstantos
uzfiksavimui. Turime

v@)=ce” =2 | taigi,c = 2

Matome, kad ieSkomas atskirasis sprendinys Skejlayra
(3) vir) = 2~

Tai reikSia, kad radioaktyvios medziagos kiekikuabégant magja
eksponentiSkalx < 0), Tai atitinka fizikiny eksperiment rezultatus.

4 zingsnis. Patikrinimas.

IS (3) turime

G SR =200 =2

Matome, kad (3) funkcija tenkina (1) lydgei pradir salyga (2).

S paskutini Zingsr (patikrinimg) visada reikia stengtis atlikti.

Toliau pateiksime iSnagrétos (1) lygties viea svarly taikyma.
Radioaktyviosios anglies metodgiso metu yra vienas pagrindirdatavimo

metod; archeologijoje bei paleontologijojg. Fasiilé ameriki€iy mokslininkas W.E.



Libby (Nobelio premija chemijos srityje 1960 m.)s $netodas paremtas tuo, kad
atmosgeroje bei gyvuosiuose organizmuose radioadips anglies izotopeC™* ir
iprastires (stabiliosios) angliesC** koncentracij santykis yra konstanta. Kai
organizmas mirsta, radioaktyviosios anglies absgrlgmaitinantis ir kepuojant)
nutriiksta. Taigi, galima nustatyti pvz., fosilijsuakmegjusiy gyviiny liekan;) amzi,
palyginant 4 santyk fosilijose ir atmosferoje. Yra Zinoma, kad™* skilimo pusperiodis
(laikas, per kurpradinis radioaktyviosios medziagos kiekis suéjm2 kartus) yra 5730
met.
PavyzdysJei fosilijoje yra 25% pradinieC** kiekio, tai koks jos amZius?
SprendimasKaip matgme, radioaktyyji skilima apraSo matematinis modelis
v = ky, k<0, v(0) =7,
jo sprendinys yra:{t) = vae**
Prisimire, ka reiSkia radioaktyvaus skilimo pusperiodis, iSkgatiname

rs7ag 1 =301 ) .:.“1’]% _
(4) _!-he'{-h' = E_‘!-‘n_. g='= "= - K= 5?3(] = _ﬂ.ﬂﬂﬂlzl

Laika, per kuf radioaktyviosios anglies kiekis sunggiki 25%, galima apské&uoti
taip:
In1

—ooootzae _ L 4

ORI 3% = =gocorar = 1140
Gavome atsakyat fosilijos amzius 11460 metAr galime visiSkai juo
pasitiketi? Deja, kaip ir daugeliu kitatvej, Sis matematinis modelis yra tik artusn

tikrovés aprasymas, tetlgalutinis atsakymas neiSvengiamai turi pakjaidalima

pamireti bent du modelio netikslumo priezastis:



1) Eksperimentiskaif** skilimo pusperiodis nustatomas su paklaida (apie 4
mety)

2) «C** ir «C** santykis atmosferoje ilgame laiko intervalec®lsvyruoja
(taigi, it teigin, kad jis yra konstanta, reikia vertinti atsargiai)

Pasitelkus kitus datavimo metodus, yra nustatyd,rkisy nagriretasis metodas

duoda kiek mazes$met; skatiy, negu yra is tikgjuy. Patikimesnis skaius Siuo

atveju kity 12 000 ar 13 000 met

2 pvz. Silumos mainai. Niutonesmhis

Varinis rutulysikaitinamas iki 10& temperairos. Po to laiko momentu= 0
jis panardinamagvandeij, kurio temperatra pastovi ir lygi 3¢C . Po 3 mindiy rutulio

temperaira sumagjo iki 70°C . Per kiek laiko rutulio temperf@@a nukirs iki 3T€ ?

Fizikine informacija. Eksperimentai rodo, kad rutulio tempé@rats T kitimo

greitis proporcingas skirtumui tarp jo temparas ir j supawios aplinkos temperatos
(Niutono asnis). Taip pat zinoma, kad varyje Siluma skliraip greitai, kad duotuoju

laiko momentu temperarta praktiSkai yra vienoda visuose rutulio taskuose.

Sprendimasl zingsnis. Modeliavimatlzrasykime Niutono &nj lygties

pavidalu. Pazyrje (nezinoma) proporcingumo konstasgtaide , gauname

iT
©) 2 k- 30)
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2 Zingsnis. Bendrasis sprendinydskyre kintamuosius ir suintegraygauname

=rkdt, n|T - 30| =kt + 2 T) = ce® + 30

T—3n



3 zingsnis. Atskirasis sprendiny3uotoji pradire salyga 7@ — 1Co |eidZia rasti

konkregia ¢ reikSme
T =ce*+30=100=>c=70 = T(t) = 70e** + 30

4 zingsnisk_ nustatymas ir galutinio atsakymo gavimas

Kadangi i$ slygos turimeT(3) — 7¢ | tai toliau gauname

70— 30
70

, 1
T@E)=70e%3 +30=T70=2k= E]n = —(.1565

dT
Kadangi* neigiamas, tai isi+ bus neigiamas. Taip ir turiib, kadangil turi

mazti. Dabar jau galime gauti galutinzdavinio atsakym

T() = 707018858 L 30 =31

~0.1065¢ — h:(%]
r=22.78
Matome, kad varinis rutulys ats iki 31°C po mazdaug 23;minwiy.
Patikrinimas.SavarankiSkai patikrinti, ar gautas atsakymasitenkisas

sufomuluotas gygas.

3 pvz. Vandens iStagkmas per sky (Toricelio desnis)

Cilindriné cisterna, kurios aukstis 1.5 metro o jos pagriski@tulio skersmuo 1.0
metras, pripildyta vandens. Cisternos dugne yréuikr formos skyé, jos skersmuo 1
cm, tam tikru laiko momentu ji atidaroma, ir vandquadeda iSteki, veikiamas sunkio

jégos.

Rasti vandens auk@(t) bet kuriuo laiko momentu. Rasti laiko momentusij&ka

cisterna bus 1) pripildyta iki pés 2) pripildyta 25% 3) tu$a.



Fizikine informacija. Eksperimentai rodo, kad vandens igfgko per skyt

greitis yra
(7) v(t) = 0.50042gh(2) (Toréelio (Torricelli) desnis)
= S50 =
Cia? = 7"z —laisvojo kritimo pagreitisk(t) — vandens stulpo virs sk aukstisf -

laikas, koeficienta8-600 yra taip vadinamas siajimo daugiklis (vandens sreés
skersmuo mazesnis uz skylskersmei.

(7) lygties pavidal galima paaiskinti taipv;-"zﬁ yra greitis, kuy, nesant oro
pasiprieSinimo, &nasjgyja krisdamas iS au&® .

Sprendimasl Zingsnis. Modeliavimas.

Matysime, kad masy fizikinio uzdavinio matematinis modelighgi bus
diferencialire lygtis. Pagrindin idéja — susieti vandens lyg#gt) kritima su iStekatio
vandens kiekiu. Jei — skyks plotas, tada per mafaiko intervah At greiiu v
iStekejusio vandensiiris.

AV = AvAt

D¢l to vandens lygis cisternofe sumazja dydziudk . Jei pazyrasime cisternos

skerspiivio plota & , turesime
BAh = —AV = -AvAt
(Zenklas - ” ¢ia atsiranda @ to, kad vandens lygis méa).

Padalig abi lygykes puses i&At | iS (7)jstat iSraiSk, ir pereidami prie ribos,

kai &t > 0  gauname

dh A A —
P :...__'2 -. ¥
(8) oo '5356—5\.'!

dt



IS pateikti duomem gauname

A 03710
5~ oz 20001

Todkl galutine modelio lygties iSraiSka yra

(9) g = —0.002656vh

2 zingsnis. Bendrasis sprendingdskyre kintamuosius ir suintegraygausime

T _
2 = _(.002656dt 2vh = —0.0026561 +

vh

&
Pazyntje =3, gausime (9) lygties bengf sprendif

(10)  r@) = (c—0.0013281)"

3 Zingsnis. Atskirasis sprendinyadire salyga yrah(0) = 150(cm), tockl

(M) =2 =150 =~ =12.25
ir gauname, kad atskirasis sprendinys turi iSeaisk
(10a) &) - (12.25 - 0.001328)”
4 ZingsnisUzdavinio atsakympgausime, iSsprerd10a) lygi atzvilgiu, esant
konkretiai reikSmei.

Resultatus galima surasytentek

Aukstish 75.0 375 0
Laikast 45 77 154
minutmis

5 zingsnis. Patikrinimas.




4 pvz. Suolis su parasiutu

Tarkime, parasSiutininkas iSSoka ¢&ktuvo, ir paraSiutas iSskleidziamas tam tikru

iy
laiko momentu, tarkimé= 0 , kada kritimo greitis jau yrél(mI =% =107 pasti

parasSiutininko greijtv(} bet kuriuo ¢lesniu laiko momentu. Art) neapéztai auga, kai
I—o?

Fizikines prielaidos ir @sniai. Leiskime, kad Zmogus irangos svoris

_ . » =2 % 7271 I
w=7:2nt (niutony) (taigi, mag " ~ 9.8 %9 oro pasipriedinimespa

proporcingar?, arbal/ = bv?nt | &ia proporcingumo konstanta daugiausia priklauso nuo

_ nt =T .
prasiuto, sakykime, kad~ >0 sz = S0-0k9

Sprendimasl zingsnis. Modeliavima&udarusime $io uzdavinio matematin

modej| (diferencialirg lygtj). Antrasis Niutono ésnis skelbia, kad
mae pagreitis ¢ga,
0 “jéga” suprasime, kaip vigjégu veikiartiy parasiutininka tam tikru laiko momentu,
suny. Turime dvi tokiasggas — sunkiogga w ir oro pasiprieSinir U .
W = mg, 5= Q.B%, m= W =T27kg
5

be tol veikia prieSing judejimui kryptimi, tockl

W —-U=mg- bv?*

dv
Kino judtjimo pagreitisz yra greéio iSvestire pagal lailg, t.y., *=ar. Pagal

antrjj Niutono dsni

at.’_ Jraad
m—="mg—
1T

(11)



Tai ir yra misy nagrirgjamos problemos matematinis modelis.

2 Zingsnins. Bendrasis sprendinpadalirg (11) iSm , gausime

=1
[

L2 Mg

(1la) @~ m@ kD K=o

Atskirdami kintamuosius ir integruodami, gausime

av E o 5o
=—|—dl=—-—i+C

(12) f vI-ki m m

Kadangi

tai
dv 1 1 v
———5 = oz [nlv — k| - Injv + kI = 1 =

(13) [:*2—&2 g Ul —kl=Inlv+ &l = opin b=~ F

Daugindami i$ ir potencijuodami, gausime

v—k 2kb

— — e, -
14) v+k P~ m,
Giac = +e2%7 gr—e?*F jei trupmena teigiama ar, atitinkamai, neigiama.? taip pat

duoda sprendir¥ = &£ = const., Spesdami (14)7 atzvilgiu, gauname

n_ L4 ce™
(15) )=k 1-re Bt

Matome, kad't)— k | tait = @ | tock| laike neauga neapitittai, bet agja prie
ribos, kuri yra lygi¥ . [Idomu tai, kad Si riba nepriklauso nuo pradinio &ceve .
3 zingsnisAtskirasis sprendinys. IS pradmslygos v(0) = v ir (14) iSkart

gauname, kad
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(15) formuk su Siac reikSme ir duoda atskii Sio uzdavinio ir kartu sy
nagrirejamos problemos sprendim

4 zingsnis. Skaiavimai. Pastebsime, kad mes dar nepanaudojome kotikre

uzdavinio duomein Labai daznai pasiteisina principas: pirmiausaitgbendras
formules ir po tgstatytij jas konkreius skatius. Einant Siuo keliu lengviau suprasti
uzdavinio esm, be to, tai sutaupo darbo, jeigu reikia gauti atskinju sprendini,
atitinkartiy skirtingiems duomenims. Siuo atveju apskaisime ribir greif

- fmg  w [z m
T T T 300 T T2

kuri parasiutininkas apytikriai pasieks gana greitagdngi eksponentts funkcijos gsta

™

=105 ai

greitai. Jei"®
vg — ¢
Uag + &

= 0.345

=

o konstanta eksponestrodiklyje (15) formudje

_2kb _ 1-4.87-30 —s0s)
P="m = EN -
Galutinai tuesime
O = 457 1+ 034502
(16) T 1 03a5. 00

5 zingsnis. Patikrinimas.
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