3 skyrius

Matematinés fizikos
uzdaviniy skaitiniai
sprendimo metodai

3.1. Baigtiniy skirtumy metodas

Srityje Qr = {(x,t) c0<z<1,0<t< T} spresime tiesinj vienmatj
pernesimo uzdavinj:
0 0
S @ s = flat), (@) € Qr,
u(z,0) =up(z), 0<z<1.

(3.1)

Tarkime, kad lygties koeficientas v(x,t) > 0, kai (z,t) € Q. Tada krastine
salyga formuluojame kairiajame intervalo gale, t. y. taske x = 0:

u(0,t) = po(t), t>0.

Daznai (3.1) uzdavinys yra sprendziamas visoje ties¢je R, tada krastines
salygos i$ viso nereikia. Matematiniuose modeliuose naudojamos ir perio-
diskumo krastinés salygos:

u(0,t) = u(1,t).

Jeigu lygties koeficientai v(z, t), f(x,t) ir pradiné salyga ug(z) irgi yra perio-
dinés funkcijos, tai vél gauname pradinj uzdavinj visoje tiesé¢je R. Todél
galime tikeétis, kad (3.1) uzdavinio skaitinis sprendimas yra paprastesnis,
kai turime periodiskumo krastine salyga.
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98 3 SKYRIUS. MATEMATINES FIZIKOS UZDAVINIAI

Srityje Q7 apibrézkime diskretyjj tinkla wp, = wp X w;:
wp = {xi=1ih, i=1,2,...,N, ay =1},
W,y = {t":m', n=12,...,K, tK:T}.
Baigtiniy skirtumy metodu aproksimuosime pernesimo lygti. Pateiksime
paprasciausias baigtiniy skirtumy schemas.
3.1.1. ISreikstinés baigtiniy skirtumy schemos

Imkime diskreciojo tinklo tasky sablonus, pavaizduotus 3.1 pav., ir
aproksimuokime pernesimo lygti tokiomis baigtiniy skirtumy schemomis:

n

(Xi-l’ tn) (Xi’ tn) (Xi ! tn) (Xi+1't ) (Xi—l’ tn) (Xi’ tn) (Xi+1’t
a) b) c)

3.1 pav. Isreikstiniy baigtiniy skirtumy schemy Sablonai: a) (3.2) schemos, b) (3.3)
schemos, ¢) (3.4) schemos

n

)

a) isreikstine kairiyjy vienpusiy skirtumy schema:
yr +vlyz = f(x,t"), (x,t) € wpyr, (3.2)
b) isreikstine desiniyju vienpusiy skirtumy schema:
yr + iy = f(xi, t"), (x,t) € wpr, (3.3)
c) iSreikstine centriniy skirtumy schema:
Y +viys = f(@i, "), (@,t) € wpr. (3.4)
Lygciy sistema papildome pradine salyga:
yi =uo(x;), x; €@y
ir viena is krastiniy salyguy. Pirmojo tipo krastine salyga pakei¢iame lygybe:

W= polth), €@, (3.5)
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Periodiskumo krastine salyga pakei¢iame lygybémis
YN =Y0, Yns1 = U1, 1 EDr.

Aptarsime iSreikstiniy baigtiniy skirtumy schemy realizavimg. ISskir-
sime tris uzdavinio atvejus: pradinj uzdavinj, uzdavinj su periodiskumo
krastine salyga ir uzdavinj su krastine salyga.

Pradinio uzdavinio sprendimas

Analize pradékime nuo pradinio uzdavinio sprendinio radimo, kai pradiné
salyga yra apibrézta visoje tieséje R. Tarkime, kad norime apskaiciuoti sj
sprendinj diskrec¢iojo tinklo @y, taskuose. Atsizvelge i 3.1 pav. pavaizduotus
iSreikstiniy baigtiniy skirtumy schemy sablonus, gauname, kad skaiciuo-
jamoji sritis Dy, yra platesné uz wp,. Nesunku jsitikinti, kad iSreikstineés
kairiyjy vienpusiy skirtumy schemos apibrézimo sritis Dy, yra:

Dy = {(z;,t"), n=1,2,...,K, i=—-K+n,...,N},
iSreikstinés desiniyjy vienpusiy skirtumy schemos apibrézimo sritis yra:
Dy = {(z;,t"), n=1,2,...,K, i=0,1,...,N+ K —n},
iSreikstinés centriniy skirtumy schemos apibrézimo sritis yra:
Dpr = {(z;,t"), n=1,2,...,K, i=-K+n,...,N+ K —n}.

Sios sritys yra pavaizduotos 3.2 pav.

X. X, X X X, X X Xz Xo

a) b) c)

3.2 pav. I8reikstiniy baigtiniy skirtumy schemy pradinio uzdavinio apibrézimo
sritys: a) (3.2) schemos, b) (3.3) schemos, ¢) (3.4) schemos



100 3 SKYRIUS. MATEMATINES FIZIKOS UZDAVINIAI

Periodinio uzdavinio sprendimas

Dabar panagrinékime uzdavinj su periodine krastine salyga.

Realizuodami isreikstine kairiyjy vienpusiy skirtumy schema eiliniame
laiko sluoksnyje t"*! pagal (3.2) formule apskai¢iuojame sprendinj diskrecio-
jo tinklo wy, taskuose ir iS periodiskumo krastinés salygos randame sprendinio
reiksme taske xq:

n+l _  n+l
Yo =YUn -

Todél Sio uzdavinio skaic¢iuojamoji sritis yra wp.
Isreikstiné desiniyjy vienpusiy skirtumy schema realizuojama panasiu
budu: pagal (3.3) formule apskai¢iuojame sprendinj taskuose

{.%'0,.%’1, e ,JjN_l}
ir panaudojame periodiskumo salyga:

yx;rl _ ngrl ]
Isreikstinés centriniy skirtumy schemos sprendinj apskaic¢iuojame pagal
(3.4) formule diskreciojo tinklo wy, taskuose ir panaudojame periodiskumo

salygas:
2 n+1l _  n+l n+l _  n+l
Yo =YN > IYny1 =W

Krastinio uzdavinio sprendimas

Isreikstiné kairiyjy vienpusiy skirtumy schema realizuojama taip pat, kaip ir
periodiskumo salygos atveju, tik sprendinio reikSme taske xg apskaic¢iuojame
i$ krastineés salygos:

n+1

Y — Mo(thrl) )

Baigtiniy skirtumu schemy (3.3) ir (3.4) sprendinius galime apskai¢iuoti
tik srityje:
Dpr = {(zi,t;), j=1,2,...,min(N,K), i=0,1,...,N—j}.

Norédami siomis schemomis apskaic¢iuoti sprendinj visuose diskreciojo tinklo
wp, taskuose turime:
a) apibreézti krastine salyga desiniajame intervalo gale:

u(Lt) = Ml(t)7 t>0,

b) arba taske zy naudoti kita baigtiniy skirtumy schema, pvz., isreiks-
tine kairiyjy vienpusiy skirtumy schema.
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3.1.2. Neisreikstinés baigtiniy skirtumy schemos

Imkime diskreciyjy tasky sablonus, pavaizduotus 3.3 pav., ir aproksi-
muokime tiesing pernesimo lygti (3.1) baigtiniy skirtumy schemomis:

n+l n+1 + n+1l

) CE i T PN i B CUR S TS i (O

0.1 0. 1) ®q t) 1) (ot
a) b) c)

3.3 pav. NeiSreikstiniy baigtiniy skirtumuy schemy Sablonai: a) (3.6) schemos, b)
(3.7) schemos, ¢) (3.8) schemos
a) neisreikstine kairiyju vienpusiy skirtumuy schema:
g + ol Tyt = fa, Y, (2,t) € wpr (3.6)
b) neisreikstine desiniyju vienpusiy skirtumy schema:
ye + ol Tyt = fa, Y, (2,t) € wir (3.7)

¢) Kranko ir Nikolsono schema:

n+1 n

+

U +vi"+°’5<7y 5 y ) = fzi, t"10P), (2,1) € wpr . (3.8)
T

Lyg¢iy sistema papildome pradine salyga ir viena i$ krastiniy salygu.

Aptarsime neisreikstiniy skirtumy schemy realizacija. Pastebésime, kad
dabar jau butinai turime formuluoti krastine salyga, be to, kai kurioms
schemoms neuztenka vienos krastinés salygos.

Panagrinékime (3.5) krastine salyga. Tada neisreikstinés kairiyjy vien-
pusiy skirtumy schemos sprendinj apskaiCiuojame isreikstine formule:

n+1 n+1 n+1
n+l _ yl + i + Tf
7 1+ T n+1 ’

ngrl = 1o (thrl) )

i=1,2,...,N,
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Neisreikstinés desiniyjy vienpusiy skirtumy schemos sprendinj apskai-
¢iuojame isreikstine formule:

h .
vt =yt g i, =12, N

Vi—1

)

yo = o (¢

Panagrinékime Kranko ir Nikolsono schema, kai duotos dvi krastinés
salygos:
yo = ko(t"), yn = pa(t").
Tada kiekviename laiko sluoksnyje sprendziame tiesiniy lygc¢iy sistema su
trijstrizaine matrica:

( y61+1 — MO(tn+1)a
n+0,5 n+0,5
_vi n+1 l n+1 ’Ui n+l _ n
“ap Y-t + Vi + ap Jitt =F, (3.9)
i=1,...,N—1,

1
\ yjri/'—i_ = MN(thrl) s
¢ia pazymeéjome:

1 1 yto05 10,5
Fz‘n:;y?—§vi yo + [l t"77).
Tokiy tiesiniy lygciy sistemy sprendinj taupiai apskaic¢iuojame perkelties
metodu.

Periodiskumo krastinés sglygos

Panagrinésime tik Kranko ir Nikolsono schemos realizavima. Tada sprendzi-
ame (3.9) tiesiniy lygciu sistema, kurioje pirmojo tipo krastinés salygos yra
pakeistos periodiskumo salygomis:

n+l _  n+l n+l _  n+l
Y =Yn » Y1 =Ynt1-

Kadangi tokio tipo tiesinés lygéiy sistemos svarbios ir sprendziant daugelj
kity uzdaviniy, tai panagrinékime bendra tiesiniy lygciy sistema:
cayr — biys —ayn = f1,
—a;Yi-1 + iy —biyiy1 = fi, 1=2,3,...,N—1,

—bny1 —anyn—1 + eNyn = fn -
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Perkelties metodo algoritmas
1. Pertvarkome tiesiniy lygciy sistemos pirmaja lygti:

y1 = a1y2 + Gyn + 7,

ap fi

b1
ap = —, /81 = .
&1 C1 &1

2. Apskai¢iuojame perkelties formulés

Yi = OGYi+1 +ﬁZyN+PYZ7 1= 2737"'7N_ 1
koeficientus:

bi aifi—1 i = fi + aivica

Q; = ) ﬁz = i
Ci — ;01

i — a1’ i — a1

3. Modifikuojame perkelties formulés koeficientus:
yi = Biyn +7i, i=N—1,...,1, (3.10)
Bn-1=an—1+BN-1, FN-1=TN-1,
Bi = qifip1 + Biy Vi = cifir1 + i

4. I8 tiesiniy lygciy sistemos paskutinés lygties apskaiciuojame yn reiks-

m@: B B
_ fN +anyn—1+ b

cN —anfBn_1—bnfi

YN
5. Pagal (3.10) formule apskai¢iuojame sprendinio y; reiksmes.

3.1.3. Baigtiniy skirtumy schemuy aproksimavimo paklaida

Aproksimavimo paklaidg apskai¢iuojame naudodami Teiloro sklei-
dinius. Visi skaiCiavimai yra panasus j tuos, kuriuos atlikome nagrineé-
dami parabolinio tipo uzdaviniy sprendimo metodus. Todél tik pateiksime
visuy sukonstruoty schemuy aproksimavimo paklaidos jvercius (skaitytojams
rekomenduojame skai¢iavimus atlikti savarankiskai).

1. O(t + h) aproksimacijos tikslumo metodai: iSreikstiné kairiyju vien-
pusiy skirtumy schema, isreikstiné desiniyjy vienpusiy skirtumy schema,
neisreikstiné kairiyju vienpusiy skirtumuy schema ir neisreikstiné desiniyjy
vienpusiy skirtumy schema.
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2. O(1 +h?) aproksimacijos tikslumo metodas: iSreikstiné centriniy skir-
tumy schema.

3. O(r% + h?) aproksimacijos tikslumo metodas: Kranko ir Nikolsono
schema.

3.1.4. Populiariausios baigtiniy skirtumy schemos

Tiesinei pernesimo lygéiai (3.1) spresti sudaryta labai daug specialiy baig-
tiniy skirtumy schemy. Siame poskyryje papildomai pateiksime kai kuriy
metody algoritmus. Matematiniuose modeliuose daznai sutinkamas atvejis,
kai pernesimo lygtyje grei¢io funkcija yra pastovioji: v(x,t) = ¢ > 0, todél
suformuluosime algoritmus ir lygciai:

ou . ou

- cC— =

ot ox
Pastebésime, kad visy Sio poskyrio metody aproksimavimo paklaida yra

O(7% + h?) eilés dydis.

0, (z,t)€Qr. (3.11)

Simetriné baigtiniy skirtumy schema
Diferencialine lygti aproksimuojame neisreikstine schema:
Y+ Yrio1 + 0705 (y;g* L4+ y;,;) =2 f100 (3.12)
Kai turime papildomg krastine salyga
Yo = mHo(t"),
tai uzdavinio sprendinj apskaic¢iuojame pagal isreiksting formule.
Suoliavimo schema

Si schema yra trisluoksné ir sudaroma naudojant simetrinj $ablona:

n+1 n—1
Y, —Y;

2T

n Yis1 — Yitq
+’U2‘ 2h

= 0. (3.13)

Suoliavimo schema (angl. leapfrog) yra isreikstiné. Pirmajame sluoksnyje
sprendinj apskaiciuojame kokiu nors kitu metodu. Jeigu sprendziame perne-
Simo lygtj baigtiniame intervale, tai reikia imti dvi krastines salygas intervalo
galuose arba naudoti periodiskumo krastines salygas.



3.1. BAIGTINIU SKIRTUMU METODAS 105

Lakso ir Vendrofo (Lax — Wendroff) schema

Sios schemos i$vedimg pateiksime (3.11) lygéiai. Sprendinj isskleisime Tei-
loro eilute:

o 72 0"
nt+l _ ,n 3
"t = +7’8t +? 5 +0O(7r7).
Is diferencialinés lygties iSreiskiame iSvestines pagal ¢ :
ou__ o
o oz’
O*u 9 [ou 0 /0u 0 (0u 5 0%
a2 5(5) B _C§<6_x> B _C%<E> —C a2

Isvestines pagal x aproksimuojame centriniy skirtumy formulémis, tada gau-
name baigtiniy skirtumy schema:

2

T

Yo T CYs —

Diferencialinés lygties (3.1) atveju baigtiniu skirtumy schema yra sude-
tingesne:

2

Yt + (Ui + g(vU% - Ut))’y; - UZTTyf:B =fi+ %(ft - Uif%) :

Dvipakopis Lakso ir Vendrofo metodas

Netiesinéms pernesimo lygtims ir lygciy sistemoms spresti patogesné yra
baigtiniy skirtumy schema, kurios pirmajame zingsnyje apskaic¢iuojame pa-
galbinj sprendinj:

_ Yir1 Y

Uit0,5 = —a %((Uy)x —fi),

o antrajame zingsnyje randame sprendinio reiksmes:

n+1 _

10,5

- 3 _
Yyi— 3 (V0,5 Gitos = vie05 iv0s) +7



