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2.4. Galiorkino metodo konvergavimo analizé

Spreskime krastinj diferencialinj uzdavinj:

d du
_@(k( )dx)Jrq( u=f(zr), 0<xz<l,
—k(0)d'(0) + Bu(0) = po, u(l) = 1,
kurio silpnasis sprendinys tenkina uzdavinj:
(Lu,v) =0,
(2.41)
u(l) = p

¢ia pazyméjome

f@)de,

o _

l l
Luv /k: v'dx+/q uvdw+ ﬁu( ) — ,uo)v(O)—
0 0

o funkcija v € W

l

= {u: /( 2 4 0?) de < C, w(l) = 0.

0

Tarsime, kad krastinio uzdavinio koeficientai tenkina eliptiskumo salyga:

Imkime dalimis tiesiniy bandomuyjy funkcijy sistema {goj}. Tada Galior-
kino metodo sprendinys yra:

N
y=> vipi)
=0
IS (2.41) krastinés salygos apskai¢iuojame:

YN = M1 -

Kitus koeficientus y; randame spresdami Galiorkino metodo tiesiniy lygciy
sistema:
(Ly,¢j) =0, j=0,1,...,N—1. (2.42)
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2.4.1. Stabilumo analizé

Ankstesniame poskyryje jau jrodéme vieng stabilumo nelygybe, kuri
rodo, kad Galiorkino diskreciojo uzdavinio stabilumas yra ne blogesnis uz
diferencialinio uzdavinio stabiluma. Taciau tokios nelygybés neuztenka, kai
tirilame diskrec¢iojo sprendinio konvergavima. Todél Siame poskyryje pirmi-
ausia iSvesime dar vieng Galiorkino metodo stabilumo jvertj. Gave §j jvertj,
issiaiskinsime, kaip reikia tirti schemos aproksimacijos tiksluma.

Sy, pazymésime dalimis tiesiniy funkcijy erdve, kurig sudaro tiesinés
bandomuyjy funkcijy kombinacijos:

N-1
Sp=1{v@): v@)= i)},
=0

¢ia d; yra bet kokie realieji skaiciai. IS (2.42) lygciy sistemos gauname

lygybe:
(Ly,v) =0, v€ S, (2.43)

tai yra visos erdvés S}, funkcijos yra ir testuojamos Galiorkino artinio funkci-
jos. I8 (2.41) lygties matome, kad ir diferencialinio krastinio uzdavinio silp-
nasis sprendinys tenkina lygtj:

(Lu,v) =0, veS,.
Is (2.43) lygybés atéme paskutiniaja lygybe, gausime lygti:
(Li(y —u),v) =0, veESy,

Cia operatorius Lq yra apibréztas taip:
l
(Liu,v) = / (k:(x) u'v' + q(z) uv> dx + fu(0)v(0).
0
Panagrinékime Galiorkino metodo sprendinio globaliosios paklaidos z =
Y — u energijos norma;:

(Ll(y —u), y— u) = (Ll(y —u), v —u) + (Ll(y—u), y—v) .

Kadangi y — v € S, tai i (2.43) iSeina, kad (L1(y — u), y — v) = 0. Nau-
dodami Kosi ir Buniakovskio nelygybe ivertiname paklaidos norma:

(Lily —u), y —u) = (Li(y — w), v —u)

< (Ll(y - u)’ Yy — u)

[SIE
=

(Li(v —u), v — u)
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Abi nelygybés puses padalije is (le, z) Y 2, irodome stabilumo jvertj:

NI
MI»—‘

(Lily—u), y—u)2 < (L1(v—u),v—u)?, vES,. (2.44)

Matome, kad Sioje normoje Galiorkino metodo sprendinio paklaida yra
nedidesné uz paklaida, kurig gauname aproksimuodami diferencialinio uz-
davinio sprendinj u(x) erdvés Sj, funkcijomis. Todél Galiorkino metodo
tikslumas priklauso nuo S} aproksimaciniy savybiy.

Pertvarkysime (2.44) stabilumo jvertj taip, kad diskre¢iojo sprendinio
globaliosios paklaidos norma nepriklausyty nuo diferencialinés lygties koefi-
cienty. Tarkime, kad k(x) ir ¢(x) yra i$ virSaus apréztos funkcijos. Tada,
pridéje ir eliptiskumo salyga, turime:

IS (2.44) nelygybeés ir Sobolevo jdéjimo teoremos gauname nelygybe:

(#,2) < Mtibta min (((v —u), (v—u))+ (v—u,v— u)) .

ko vESH

IS abiejy sios nelygybés pusiy istrauke kvadrating saknj, jrodome norima
stabilumo jvertj:

Ity = w)'ll < € main (i(v = w)'ll + flo — ull) - (2.45)

2.4.2. Funkcijuy erdvés S; aproksimacinés savybés

Panagrinékime funkciju, apibrézty intervale [0, 1], erdve W2 (0,1):

l
W2(0,1) = / —i—u)d gc}.
0

Jau esame apibréze bet kokios tolydziosios funkcijos u(z) dalimis tiesinj
interpoliuojantjji daugianarj:

N
mu E u

=0

Funkcijos mu(z) grafikas pateiktas 2.5 pav.
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2.5 pav. Funkcijos u(z) ir jos interpolianto mju(z) grafikai

2.6 lema. Jei u(x) € W2(0,1), tai paklaida, kuria padarome aproksimuo-
dami Sig funkcija erdvés Sy, funkcijomis, jvertinama nelygybémis:

. < al héilf(],fi "2 % < h2 " 2.46
ggri\lv—U\l < Zl T o) < 2l (2.46)
1=
N 2 1
h3 L op
. / / 1—=0,5 1 112 2 "
i I =1 < (0 = ) < T (247
1=

Cia pazyméjome h = max hi—o,5.

X
Irodymas. Kadangi funkcijos u(x) dalimis tiesinis interpoliuojantis daugia-
naris mu priklauso erdvei Sy, tai Sios erdvés aproksimacinés savybés yra
ne blogesnés uz funkcijos m1u aproksimacines savybes. Irodysime Lo jvertj,
gauname tokias nelygybes:

N 1
2
Hu — WlUH = < Z Hu - WluH%Q(mi,in) )
i=1
N 4 1
hz‘705 "2 2 h? "
<( > Batoran)” < 5l
1=

Isvestiniy aproksimavimo tikslumo jvertis jrodomas visiskai panasiai.
Pradzioje panagrinékime tik viena intervala (a,b). Pazymékime interpoliuo-
janciojo daugianario paklaida:

z(x) = u(z) — mu(x) .
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Ieskosime tokios minimalios konstantos C, kuriai esant dar tenkinama jdé-
jimo teorema:

12" Za(a) < C 12" L) -
Pastebésime, kad intervalo galuose paklaida yra lygi nuliui (interpoliavimo

salygos):
z(a) =0, z(b)=0.

Tada jdéjimo teoremos nelygybé yra ekvivalenti variaciniam uzdaviniui:

o0
)\2 2
1 . HZ”H%Q(W) . n§1 nn )
—5 =Min—— =" = min——— = Ap,
A w0 S e
n=1
todeél gauname tokj jvertj:
b—a
12" Lo a,p) < 12" 1 £y a) -

Lemos jrodymas uzbaigiamas taip pat, kaip ir Lo normos atveju. [

2.4.3. Konvergavimo analizé

Siame poskyryje irodysime Galiorkino metodo artinio konvergavima ir
jvertinsime Sio artinio tiksluma.

2.2 teorema. Jei bandomujy funkcijy aibe sudaro dalimis tiesinés interpo-
liacinés funkcijos {goz(:v)}, tai Galiorkino metodo sprendinio y(x) paklaida
yra jvertinama nelygybe:

ly = ull + Rl (y = w)' || < Ch? [[u”]]. (2.48)

Irodymas. Is pagrindinio stabilumo jvercio (12.11) ir 2.6 lemos gauname
sprendinio isvestinés globaliosios paklaidos jvertj:

Iy —w)' | < Chlu"]|.
Ivertinsime Galiorkino artinio y(x) globaliosios paklaidos Ly norma. Ap-
siribosime paprastesniu krastiniu diferencialiniu uzdaviniu:

{ —u'" = f(z), 0<z<lI,
u(0) = po, u(l) = pa.
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Bendrojo diferencialinio uzdavinio atvejis nagrinéjamas analogiskai.

Spresime pagalbinj krastinj diferencialinj uzdavinj:

—w" = u(zr) —y(z),
(2.49)
w(0) =0, w(l)=0.
I8 sios diferencialinés lygties iseina, kad
[w”l = |lu =yl (2.50)

(2.49) lygti skaliariskai padauginkime i u(x) — y(z) ir suintegruokime dali-
mis:
ly = ul® = (', (u—y)')
- ((w - U)/7 (u - y)l) + (U/7 (u - y)/)a NS Sh .

Esame jrode, kad Galiorkino metodo artinys tenkina lygybe:
(u—y),v") =0, veSy,

todél, pasinaudoje Kosi ir Buniakovskio nelygybe, globaliaja jo paklaida y—u
ivertiname tokia nelygybe:

lu = yl* < [|(w = v)'||{|(u = y)"||.

Pasinaudoje jau jrodytu sprendinio iSvestinés paklaidos jverc¢iu, gausime ne-
lygybe: ,
/! "
lu =yl < Ch|(w —v)|| |[v"]| - (2.51)
I5 2.6 lemos ir (2.50) lygybés iSeina, jog galima parinkti tokia funkcija v € Sy,
kuriai esant yra teisingas jvertis:

[(w —)[| < fJw"|| = hly —ul .

Irase §j jvertj i (2.51) nelygybe ir padalije abi nelygybés puses is ||y — ul|,
gauname Galiorkino metodo artinio y(z) globaliosios paklaidos jverti Lo
normoje:

Iy - ull < 8 |l

Teorema jrodyta. [

Palyginsime Galiorkino metodo sprendinio konvergavimo jvercius su ana-
logiskais baigtiniy skirtumy schemy konvergavimo jverciais.
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 Galiorkino metodo sprendinio paklaida jvertinome Ls(a,b) normoje, o
baigtiniy skirtumy metodo sprendinj — tik diskrec¢iojo tinklo wy, tasku-
ose.

e 2.2 teoremos paklaidy jverciai galioja, jei diferencialinio krastinio uz-
davinio sprendinio antrosios iSvestinés Lo norma yra aprézta. [vertin-
dami baigtiniy skirtumy metodo aproksimavimo paklaida, reikalavo-
me, kad diferencialinio uzdavinio sprendinio ketvirtoji iSvestiné buty
aprézta (tirdami konvergavima energetiniu metodu, parodéme, kad
uztenka treciosios isvestinés apréztumo).

Konvergavimas L. (0,/) normoje. I§ (2.48) tikslumo jvercio, pritaike
Sobolevo jdéties teorema, gauname Galiorkino metodo artinio paklaidos
ivertj Lo (0,1) normoje:

1y — ulls < Ch,

¢ia pazyméjome norma:

vl = max [o(z)].

Galima nesunkiai patikrinti, kad tai tik grubus konvergavimo greicio jvertis.

2.4.4. Aposteriorinis paklaidos jvertis
Spreskime krastinj diferencialinj uzdavinj:

_%@(gj)%) = f(z), 0<z<1,

u(0) = o, u(1) = pu,

kurio silpnasis sprendinys tenkina uzdavinj:

0
(Liu,v) = (fiv), ve WS, (2.52)

w(0) = o, u(1) = pu.

Imkime dalimis tiesiniy bandomuyjy funkciju sistema {goj}. Tada Galior-
kino metodo sprendinys yra:

N
y(@) =Y vipilx).
=0
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Is (2.52) krastiniy salygu apskaic¢iuojame:

Yo = Mo, YN = M1

Kitus koeficientus y; randame spresdami Galiorkino metodo tiesiniy lygciy
sistema
(Liy— f,pj) =0, j=1,...,N—1.
Siame poskyryje sudarysime aposteriorinius globaliosios paklaidos jver-

Cius, tinkamus ir adaptyviesiams tinklams sudaryti.

Energijos norma. Apskaic¢iuokime Galiorkino metodo sprendinio globa-
liosios paklaidos e(z) = u(xz) — y(x) energijos norma:

le'I[i = (ke',€') .
Naudodami silpnajj uzdavinio formulavima, gauname lygybes:

1

1
)2 = / k(o) (2)e(x) d — / k(o) (2)¢(z) da
0

0
1 1
:/f(w)e(m) dx—/k(x)y’(x)e'(x)dm.
0 0

Pasinaudoje Galiorkino sprendinio netikties ortogonalumu visoms dalimis
tiesinéms funkcijoms ir imdami globaliosios paklaidos tiesinj interpoliuojan-
tiji daugianarj, gauname:

1 1
le'llz = /f(w) (e(2) — me(x)) dv — /k(w)?/(w) (e(x) — me()) do
0 0

j=14"

1 z;
= /f(:n) (e —me) da — Z / k(z)y (z) (e(x) — wle(:c))/dac.
0 j—1

Paskutiniame integrale integruodami dalimis ir atsizvelge j tai, kad visi kras-
tiniai nariai iSnyksta, nes

e(xj) — me(x;) =0,
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irodome aposterioring Galiorkino metodo sprendinio globaliosios paklaidos
ivertj:

1
11 = [ Be - me) ds.
0

¢ia R(y) yra diskreciojo sprendinio netiktis:

d

R(w) = @)+ (k) 2.

Pazymékime svorines normas:

| hu || = Z h? 0,5H\/auuig(mi71,x¢) ’

[ Xﬁz%wﬁwmﬁlm-

Tada, pasinaudoje Kosi ir Buniakovskio nelygybe, gauname tokj globaliosios
paklaidos jvertj:

le' Iz < I AR() -1 17" (e — mie) [lx - (2.53)

Siame poskyryje pateiksime 2.6 lemos modifikacija, kurioje atsizvelgsime
i tai, kad normos gali buti svorinés.

2.7 lema. Jei e(x) € W}(0,1), tai paklaida, kuria padarome aproksimuo-
dami sig funkcija dalimis tiesiniu interpoliuojanciuoju daugianariu, yra jver-
tinama nelygybe:

[P (e = mie) Ik < Cill € [li - (2.54)

Irodymas. Pradzioje panagrinékime tik viena intervala (a,b). Pazymékime
tiesinio interpoliuojanciojo daugianario paklaida:

z(x) = e(x) — me(x).

Ieskosime tokios minimalios konstantos C, su kuria dar tenkinama jdéjimo
teorema:

IVE 2| Ly(apy < CUIVEZ | Ly(ap) -
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Spreskime tikriniy reikSmiy uzdavinj:

—%(k(x)j—i) = Ak(z)v(z), a<z<b,

v(a) =0, wv(b)=0.

Sio uzdavinio tikrinés funkcijos {vn(az)} sudaro pilng ortonormuota erd-
vés Lo(a,b) baze, o atitinkamos tikrinés reiksmeés yra iSdéstytos didéjimo
tvarka:

A <A< ... <AN_1.

Nesunku jrodyti, kad maziausioji tikriné reikSmé tenkina jvertj (jsitikinkite
tuo patys):

. oin, k(@) 2
1= 2
(ax k(z) (b a)

todél pazymésime Ay = (C;(b — a))_Q.

Tada jdéjimo teoremos nelygybé yra ekvivalenti variaciniam uzdaviniui:

[e.e]
)\2 2
L VR Ry S
Ty T N ——=— e = MmN o = Ap,
O 20 |Vk2l, A §S 2
n=1

todél teisingas globaliosios paklaidos jvertis:
1
P IVE 2l Ly < CilVE 2 | Ly(a) -

Pakéle sia nelygybe kvadratu ir susumave visus intervalus, gausime lemos
tvirtinima. [J

I35 (2.53) ir (2.54) nelygybiy gauname Galiorkino artinio globaliosios pak-
laidos aposteriorinj jvertj:

T 1

al 1 2 2
10 < G (S hos [ i V@) + K@y @) o). (259)
=1

Ti—1

Sis paklaidos jvertis yra tinkamas, kai sudarome adaptyvyji diskretyjj tinkla.
Tada galime naudoti atvirkstinio interpoliavimo algoritma.



