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2.2. Baigtiniy skirtumy schemuy konvergavimas

Siame poskyryje jrodysime, kad miisy sudaryty baigtiniy skirtumy
schemy sprendiniai konverguoja j diferencialinio uzdavinio sprendinj, ir jver-
tinsime tokio konvergavimo greitj. Kaip jau matéme 1 skyriuje, baigtiniy
skirtumy metodo konvergavimo analizé remiasi aproksimacijos ir stabilumo
savokomis. Taciau kiekvienu atveju jas reikia tiksliai apibrézti.

Panagrinékime diferencialine lygtj:

_% (W)ZZZ_D +gla)u=fz), O<z<1. (2.15)

Suformuluosime dvi krastiniy salygy kombinacijas. Pirmuoju atveju abie-
juose intervalo [0, 1] galuose imsime pirmojo tipo krastines salygas:

w(0) = po, u(l) = py. (2.16)
Antruoju atveju taske x = 0 formuluosime treciojo tipo krastine salyga:
—k(0)u'(0) + Bu(0) = po, u(l) = py . (2.17)

Tarsime, kad krastinio diferencialinio uzdavinio koeficientai tenkina elip-
tiskumo salygas:

k(x) > ko >0, ¢q(x) >0, 5>0.
Intervale [0, 1] apibréziame tolyguji diskretuji tinkla wy. Krastini uz-

davinj (2.15) — (2.16) aproksimuojame baigtiniy skirtumy schema:

{ —(ai—0,5Yz)e + diyi = i, Ti € wp, (2.18)

Yo = Mo, YN = H1-

Trec¢iojo tipo krastine salyga aproksimuosime dviem budais: baigtiniy
turiy metodu:

h
—ao5yz0+ (B+ Edo)yo = o, (2.19)

ir paprasc¢iausiu baigtiniy skirtumy artiniu

—a0,5Yz,0 + BYo = Lo - (2.20)
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2.2.1. Stabilumo apibrézimas
Pazymeékime baigtiniy skirtumy schemos sprendinio globaliaja paklaida:
zi =y — u(x;).

Sj skirtuma jrase j baigtiniy skirtumy schema, gausime, kad funkcija z tenk-
ina baigtiniy skirtumy lygtis

—(aZi-)x+diZi =, 1=12,....N—1 (221)
ir viena is triju krastiniy salyguy kombinacijy: pirmojo tipo krastines salygas:
20 = O, ZN = O, (2.22)

treciojo ir pirmojo tipo salygas:

h
—a0522,0 + (B + §d0)20 =y, 2z2nv=0
arba paprastesnes trec¢iojo ir pirmojo tipo salygas:

—a0,5%2,0 + Bzo = Yo, 2y =0,

¢ia ; yra baigtiniy skirtumy schemos aproksimavimo paklaida taske x;.
Tarsime, kad jvykdytos 2.1 lemos salygos, tada teisingi tokie jverciai:

[l < CR% i=1,2,...,N —1. (2.23)
Krastinés salygos (2.19) aproksimavimo paklaidos eilé irgi yra antroji:
[l < CR?,

taciau paprastenés krastines salygos (2.20) aproksimavimo paklaidos eilé yra
tik pirmoji:
Yol < Ch.
Pateiksime baigtiniy skirtumy schemos stabilumo apibrézima. Baigti-

niy skirtumy schema yra stabiliofi, jei (2.21) uzdavinio su atitinkamomis
krastinéemis salygomis sprendinys tenkina jvertj:

121l < Cl[¥l2, (2.24)

¢ia || - ||y ir || - |2 yra dvi diskreciyju funkciju normos, o Z ir ¥ atitinkamai
globaliyjy paklaidy ir aproksimavimo paklaidy vektoriai.
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Matome, kad jrode stabilumo jvertj, i$ karto gauname baigtiniy skirtumy
schemos sprendinio konvergavimo teorema, be to, sprendinio tikslumo eilé
sutampa su baigtiniy skirtumy schemos aproksimacijos tikslumo eile.

Sioje analizéje svarbu tinkamai parinkti normas || - ||1 ir || - ||2. Bendra
taisyklé yra tokia: norma || - ||; turi buti kuo stipresné, tada daugiau in-
formacijos gauname apie diferencialinio uzdavinio sprendinj, o norma || - |2
turi buti kuo silpnesné, tada platesnei diferencialiniy uzdaviniy ir baigtiniy
skirtumy schemy aibei pavyksta jrodyti konvergavima.

Pateiksime diskreciyjy funkcijy normy pavyzdziy.

2.1 pavyzdys. Diskreciyjy funkcijy normos. Nagrinésime vek-
toriy Y = {yo,yl, . ,yN}, apibrézta diskreciojo tinklo wy taskuose.
Pazymeékime vidiniy tinklo wy, tasky aibe wy:

wp ={xix;=1ih, i=1,2,...,N—1}.
Apibrézkime tokias diskreciyjy funkcijy normas:

¥ Nl = max fy(z:)],

1Y, = (Nzlmy )"
=1

N-1
Y|z, = hly(:)l
i=1

Sios normos yra isdéstytos ju stiprumo tvarka. Tai iliustruosime tokiu
pavyzdziu. Imkime funkcija Y, kurios reiksmé taske x; yra O(h) eilés
dydis, o kituose taskuose jos reiksmés yra O(h?) eilés dydziai. Tada
gauname tokias vektoriaus Y normy reikSmes:

W llew, = | max [yil = ly;| = O(h),

1/2
Z Rlyil? + hlys2) T = 0¥,

Z#J
N-1
Yz, = ZhlyllJrhlygl— O(h?).

i#j

Yz, =

/—\
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2.2.2. Baigtiniy skirtumy schemos su pirmojo tipo krastineé-
mis sglygomis konvergavimo analizé

Panagrinékime (2.18) baigtiniy skirtumy schema. Sios schemos sprendinio
globalioji paklaida z tenkina (2.21) — (2.22) uzdavinj. Baiginiy skirtumu
schemos stabilumo jvertj jrodysime remdamiesi maksimumo principu.

2.1 teorema. Tarkime, kad diferencialinés lygties koeficientas q(x) yra tei-
giamoji funkcija:

q(z) =2 q0 >0,
tada baigtiniy skirtumy schema (2.18) yra stabilioji:

1Y = Ul < C 1%l

wp)
ir galioja paklaidos jvertis:
1Y = Ullc,) < Ch®.
Irodymas. Tarkime, kad (2.21) — (2.22) uzdavinio sprendinio modulio di-

dziausioji reiksme yra pasiekiama taske z;. Sis taskas yra vidinis diskre¢iojo
tinklo taskas, nes krastiniuose taskuose sprendinio paklaida yra lygi nuliui:
20 = 0, ZN = 0.
Is (2.21) lygties gauname lygybe:
1 1
(ﬁ (aj+05 + aj-05) + dj) % = 33 (4j-05%-1 + aj40,5%41) + 5

Visi lygties koeficientai yra teigiami, todél galime taip jvertinti didziau-

siosios sprendinio reikSmés modulj:

1 1
<ﬁ(aj+o,5 +aj05) + dj> 2] < ﬁ(aj—o,dzj—l’ +ajt0,502j41]) + |1y
Nelygybe tik sustiprinsime, jei 241 ir z;_; reikSmes pakeisime didesne |z
reikSme:
1 1
(75 (@405 + aj-05) + ) 5] < 75 (a5-05 + az05) |21 + ]

Kadangi d; > qo, tai is Sios nelygybés gauname stabilumo jvertj:

1 1
1Zllc(w,) < %W)ﬂ < %H‘I’HC(%)-

Pasinaudoje aproksimavimo paklaidos jver¢iu (2.23), jrodome globaliosios
paklaidos konvergavimo greicio jvertj. [J
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2.2.3. Antrojo ir treciojo tipo krastiniy salygu analizé

Treciojo tipo krastiné sglyga. Baigtiniy skirtumy schemy su treciojo
tipo krastine salyga, t. y. kai 8 > 0, konvergavimas irgi jrodomas maksimu-
mo principu. Kadangi Siuo atveju globaliosios paklaidos didziausioji reikSmé
gali buti pasiekta ir krastiniame taske xg, tai nagrinéjame diskreciyjy tasky
aibe:

wi ={2;: x;=1ih, i=0,1,...,N—1}.

Taikydami maksimumo principa, gauname baigtiniy skirtumy schemos sta-
bilumo jvertj:
1Yy — UHc(wp < CH‘I’Hc(w;) .

Atsizvelge i aproksimavimo paklaidos jvercius, jrodome, kad baigtiniy skir-
tumy schemos (2.18) — (2.19) sprendinio paklaida tenkina nelygybe:

||Y - UHC(W;LF) < ChQ,
o baigtiniy skirtumuy schemos (2.18), (2.20) sprendinio paklaida yra tokia:

IV = Ullpr) < Ch-

Antrojo tipo krastiné sglyga. Dabar panagrinékime baigtiniy skirtumy
schema (2.18), (2.19) su antrojo tipo krastine salyga taske x = 0:

—(ai—05Yz)z + diyyi = Pi, T; € wp,

h
—a0,5Yz,0 + §doyo = llo, YN = [1.

Vél nagrinéjame du atvejus. Jei didziausigja reikSme paklaida pasiekia
vidiniame taske, tai galioja jvertis:

1 1
1Zllcwn) < %Wﬂ < %H‘I’HC(%),
jei paklaidos maksimumas pasiekiamas krastiniame taske x = x, tai:

h h
5‘10‘30’ < §d0\20’ < %ol -

IS ¢ia gauname nelygybe:

2
20| < — 1o .
201 < o
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Todél baigtiniy skirtumy schemos su Neimano tipo krastine salyga stabilumo
jivertis yra toks:

1 2
HZHC(W;) < g nax (1% | (o) EW’O’)-

Kadangi visuose taskuose aproksimavimo paklaida yra O(h?) eilés dydis, tai
diskreciojo sprendinio globaliajai paklaidai galioja jvertis:
Y — U‘C(w;{) < Ch. (2.25)

Siame poskyryje gautuose stabilumo jverciuose tiek sprendinio globalioji
paklaida, tiek ir aproksimavimo paklaida yra jvertintos C normoje. Todél
jei nors viename diskreciojo tinklo taske gaunamas blogesnis baigtiniy skir-
tumy schemos aproksimavimo paklaidos jvertis, tai jis ir nulemia diskreciojo
sprendinio globaliosios paklaidos jvertj. Toks rezultatas ne visada yra op-
timalus — sukurta daug kity stabilumo jvertinimo budy, kuriais gaunami
tikslesni jverciai.
2.2.4. Energijos stabilumo jvertinimo metodas

Pirmiausia skirtumy funkcijy aibéje apibrézkime tokias skaliarines sandau-
gas ir norma:

N-1 N
YV, V)= wwih, (V,V]=) ywih,
=1 =1
1Y ||? = (.Y).
Irodykime keleta pagalbiniy teiginiy.

2.3 lema. Skirtumy funkcijoms y; ir v;, apibréztoms aibéje wy,, galioja tokia
dalinio sumavimo formulé:

(Y, V$) = _(Yj7 V] + YNUN — YoU1 . (226)

Irodymas. Atlikdami elementarius pertvarkymus gausime tokias lygybes:

N1 ; N—1 N N-1
=
Y, V) = Z yi%h = Z Yi(Vig1 —v;) = Zyiflvi - Z Yiv;
i—1 i—1 i—2 i=1

N N
= Z Yi—1Vi — YoU1 — Z Yivi + YNUN
i=1 i=1
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N
== Z(yi — Yi—1)Vi + YNUN — You1 -

i=1

Lema jrodyta. [J

2.4 lema. (Grino (Green) formulé.) Jei y; yra skirtumy funkcija, api-
brézta aibéje wy,, galioja lygybé:

(Y, (aYz)s) = —(a, (Yz)?] + an—05Yz,NYN — @0,5Y,0Y0 -
Jrodymas. Silygybé gaunama i$ 2.3 lemos su v = ayz. O
Skirtumy funkcijy aibéje apibrézkime pusnorme:
V2] = (Yz, Ya) -
Jei yny = 0 arba yo = 0, tai 8i pusnormé yra norma (jrodykite!).

2.5 lema. (Diskrecioji Sobolevo jdéties teorema.) Jei y; yra skirtumy
funkcija, apibrézta aibéje iy, ir yxy = 0, tai:

1Y lle,) < VYR
Irodymas. Sakykime, kad funkcija Y didziausia reiksme jgyja taske z;, t. y.
IYllc@,) = lvil -
Pasinaudoje salyga yny = 0, y; galime isSreiksti taip:
Yi = (Y — Yir1) + (Yir1 — Yir2) + -+ (Unv-1 —y~N) T UN
N
== D umyh.
j=i+1
Siai sumai pritaike Kosi ir Buniakovskio nelygybe:
N N N
2 2 2
> abl* < (X a3) (Xo8)
j=i j=i j=i
ivertinsime didziausiajg funkcijos Y reikSme:
N 1 N 1
2 2
il < (32 18)* (Y wea)?h)
j=i+1 j=i+1

< (U= 2)"2IIYz) < VY]
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Lema jrodyta. OJ
Dabar panagrinékime baigtiniy skirtumy schemos sprendinio paklaidy
uzdavinj:
—(aZj)m—FdiZi:T[)i, 1=1,2,...,N—1
h (2.27)
—ao 5200 + (B + §d0)20 =1y, 2zn=0.

(2.27) lygti skaliariskai padauginkime is z;:
—(Z,(aZ3)s) + (d2,2) = (¥, 2).

I8 Grino formulés ir diskreciojo uzdavinio krastiniy salyguy gauname energijos
lygybe: ,
(a,(Z2)"] + (B + Sdo)z3 + (42, Z) = (W, Z) + oz

Pasinaudoje eliptiskumo salyga, iSvedame nelygybe:

N-1
koll Za)I? < (3 1tk + 9] ) 1Z lean) -
=1

IS Sobolevo jdéties teoremos gauname (2.18) — (2.19) baigtiniy skirtumy
schemos stabilumo jvertj:

N—-1
l
1Zllc@ < 3 ( 3t + ol - (2.28)

Nagrinédami Sios schemos aproksimacijos tiksluma, esame jrode, kad ; =
O(h?),i=0,1,..., N — 1. Todél i§ (2.28) stabilumo jver¢io gauname, kad
(2.18) — (2.19) baigtiniy skirtumy schemos sprendinio globaliajai paklaidai
galioja jvertis:

1Y = Ullc,) < Ch. (2.29)

Palyginkime §j rezultata su tikslumo jverciu, jrodytu taikant maksi-
mumo principa. Energijos metodu gautas stabilumo jvertis yra efektyvesnis,
kadangi baigtiniy skirtumy schemos aproksimavimo paklaida jvertinta L,
normoje, kuri yra silpnesné uz C norma. Be to, (2.29) jvertis yra tinkamas
ir uzdaviniui su Neimano krastine salyga.



