2 skyrius

Paprastyjuy diferencialiniy
lygciy sistemy krastinio
uzdavinio skaitiniai
sprendimo metodai

2.1. Baigtiniy turiy metodas

Siame poskyryje susipazinsime su labai universaliu baigtiniy skirtumuy
schemy sudarymo metodu. Panagrinékime diferencialinj krastinj uzdavinj:

—— (k(x ) g(x)u = f(z), 0 <x<l,

—k(0)u ()+Bu() o (2.1)
u(l) =

Tarsime, kad diferencialinio uzdavinio koeficientai tenkina eliptiskumo sa-
lyga:
k(x) > ko >0, g(z) >0, 8>0.

2.1.1. Baigtiniy turiy schema
Intervale [0,1] apibrézkime diskretyjj tinkla:
wh:{xi: x;=1th, 1=0,1,...,N, zny =1 }
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60 2 SKYRIUS. PDL KRASTINIS UZDAVINYS

Diferencialine lygti aproksimuokime diskrecigja lygtimi. Taikysime baigtiniy
turiy metoda (angl. finite volume method). Panagrinékime elementariaja
sritj:

Vi={z: zi_o5 <z <zit05 },

kuri pavaizduota 2.1 pav.

Vo vV, Vi Vi Vi
_______ T _—————— _————— -

VoA I s

XO Xl Xi-l XI i+1

2.1 pav. Baigtiniy turiy metodo diskretusis tinklas

Srityje V; diferencialinio uzdavinio sprendinys tenkina tvermeés désnj,
kurj gauname integruodami (2.1) lygtj siame intervale:

Ti40,5 Ti40,5
Wito,5 — Wi—0,5 + / q(z)u(z) dv = / f(z)dx, (2:2)
Ti—0,5 Zi—0,5
¢ia w(z) pazymeéjome srauta:
du
= —k(z)—.
() = —k(z) >

Norédami gauti skaic¢iavimams tinkama algoritma, aproksimuokime pir-
majj integrala pagal viduriniy reikSmiy formule:

Ti40,5 Zi4+0,5

Ti—0,5 Ti—0,5
Pazymeékime
Zi+40,5 Zi+0,5
=1 [ gl)d L[ p@yd
i=7 q P h
Zi—0,5 ZTi—0,5
< . du . .. e
IS srauto lygybés w(x) = —k(m)d— iSreiskiame sprendinio iSvestine:
x
du w(x)

de ~ k(z)
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Integruodami sia lygybe intervale [z;, x;11] ir aproksimuodami funkcija w(x)
pirmuoju Teiloro skleidinio nariu w(x) ~ w;4o,5, gauname formule:

Tit1 Tit+1

dz dz
Uil — Uy = — w(x)m ~ —Wit0,5 m

i i
Todél srauty w;to5 pakeiciame artiniu:

- Uj1 — Uj
Wit0,5 & ~Ait05 7>

Cla pazymeéjome
. -1
Ti41

o B l/ dx

z;
Sias israiskas jrase i (2.2) lygybe, gausime skirtumy lygti:

_ 4i40,5Yx — 4i—0,5Yz

. +diyi = @i,
kuria trumpiau galime uzrasyti ir taip:
—(ai,(),g;yf)m + dlyl = ¥4, 7= 1, 2,... ,N —1. (23)

Krastiniy salygu aproksimavimas

Pirmojo tipo krastine salyga pakeic¢iame tiksligja lygybe:

YN = H2- (2.4)

Treciojo tipo krastine salyga galime pakeisti paprastu diskreciuoju artiniu:

—00,5Y2,0 + BYo = 1,

tac¢iau véliau parodysime, kad Sios formulés aproksimacijos tikslumas yra
mazesnis uz (2.3) lygties aproksimacijos tiksluma. Vél taikykime baigtiniuy
turiy metoda. Imkime sritj: Vy = [0,z 5] ir integruokime Siame intervale
(2.1) lygti:
0,5 0,5
w5 — wo + / q(x)u(z)dr = / flx)dx.
0

0
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Srauta wg randame i$ krastinés salygos:

wo = Bug — p1 -

Srautg wo 5 ir pirmajj integrala pakeiskime juy artiniais:

U1 — ug
Wo,5 =~ @0,5 n

0,5 zo,5

/ q(z)u(x) dz ~ ugy / q(z) dx
0 0

Sias iSraikas jrase j balanso lygtj, gausime krastinés salygos artinj:
1
—a0,5Yz,0 + (6 +0,5hdo)yo = pu + sheo (2.5)
¢ia pazymeéjome:

. 0,5 ) 0,5
o [ d@dn =g [ f@d.
0 0

Baigtiniy skirtumu schema (2.3) — (2.5) galime uzrasyti kaip tiesiniuy
lygciy sistema su trijstrizaine matrica, be to, yra jvykdyta matricos dia-
gonalinio vyravimo salyga. Todél egzistuoja vienintelis baigtiniy skirtumy
schemos sprendinys.

do =

2.1.2. Aproksimacijos tikslumo analizé

Istirsime baigtiniy skirtumy schemos (2.3) — (2.5) aproksimacijos tiksluma.

2.1 lema. Tarkime, kad funkcijos g(x), f(z) ir ju pirmosios iSvestinés yra
tolydziosios, o juy antrosios iSvestinés yra apréztosios funkcijos:

@) < Coy [f"(@)] < Cor 0< <L, (2.6)

funkcija k(x) ir jos pirmoji ir antroji isvestinés yra tolydziosios, o trecioji
iSvestiné — apréztoji funkcija:

K" (x)| < C3, 0<x<lI. (2.7)

Tada baigtiniy skirtumy schemos (2.3) — (2.5) aproksimacijos tikslumo eilé
yra antroji.



2.1. BAIGTINIU TURIU METODAS 63

Irodymas. Pateiksime tik krastinés salygos (2.5) aproksimacijos tikslumo
analize. Tarkime, kad diferencialiné lygtis (2.1) yra teisinga ir taske z = 0.
Pagal apibrézima krastinés salygos aproksimavimo paklaida yra:
1
o = —ao5uz,0 + (840, 5hdo)uo — po — Shepo -
I sia lygybe jrasykime Teiloro skleidinius:
ko 2
a0,5 :ko—FEh-i—O(h ),

U — U ul
T = uy+ 5 h+ O(h?),

do = qo + O(h?), o= fo+ O(h?),

tada gausime tokia krastinés salygos aproksimavimo paklaidos israiska:

Yo = ( - k(O)u’(O) + Bu(0) — ,UO) + g(— k6U6 - koulol + qoug — fo) + O(hQ) .

Reiskinys, esantis pirmuosiuose skliaustuose, lygus nuliui dél krastinés sa-
lygos, reiskinys, esantis antruosiuose skliaustuose, irgi lygus nuliui. Tai is-
plaukia i$ (2.1) diferencialinés lygties, todél ir krastinés salygos aproksimaci-
jos tikslumo eilé yra antroji. Lema yra jrodyta. [

IS lemos jrodymo iSeina, jog paprasciausio krastinés salygos artinio

—a0,5Yz,0 + BYo = Ho

aproksimacijos tikslumo eilé yra tik pirmoji. Aproksimacijos tikslumo suma-
Zéjimas viename diskreciojo tinklo mazge gali sumazinti baigtiniy skirtumy
schemos sprendinio tiksluma visuose mazguose.

2.1.3. Baigtiniy turiy metodo taikymas

Baigtiniy turiy metodas yra universalus baigtiniy skirtumy schemy
sudarymo metodas. Jis taikomas ir tada, kai diferencialinio uzdavinio koe-
ficientai turi trukio tasky, taip pat kai tinklo wy zZingsnis h néra pastovus
arba uzdavinys suformuluotas sferiniy ir cilindriniy koordinaciy sistemose.

UZdavinys cilindriniy koordinaciy sistemoje

Parodysime, kaip baigtiniy turiy metodu aproksimuojamas silumos sklidimo
uzdavinys cilindriniy koordinaciy sistemoje:
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Padauginkime diferencialine lygtj i$ r ir uzrasykime balanso lygtj elemen-
tariojoje srityje Vi = [ri—o5, Ti+0,5]:

Ti40,5 Ti40,5
1 1 1
— (w; — w;— — rq(r)udr = — rf(r)dr
rih( 10,5 — W 0,5)+”h / q(r) oh / f(r)dr,
Ti—0,5 Ti—0,5
¢ia pazymeéjome Silumos srauta w(r) = —rk(r)u/(r). Aproksimuokime §j

srautg formule
Wi—0,56 X —1i—0,50;—0,5UF i
ir pakeiskime integralus balanso lygtyje atitinkamai r;d;u;h ir r;p;h. Gau-
sime baigtiniy skirtumy lygti:
1
—;(Ti—o,5az‘—o,5yf)r + diyi = i -

)

Koeficientus a;—g 5, d; ir ¢; galime skaiciuoti taip: formules:

ai—05 = k(ri—os), di =q(rs), wi = f(ri).

Panagrinékime krastinés salygos taske r = 0 aproksimacija. Uzrasykime
balanso lygtj intervale [0, 7 5]:

70,5 70,5
wo5 — wo + / rq(r)u(r)dr = / rf(r)dr.
0 0

IS krastinés salygos randame, kad wy = 0. Srautg wgs ir abu integralus
aproksimuojame skaitinémis formulémis, tada gauname lygtj:

2
70,5

5 (doyo — o) = 0.

—70,5 40,5Yr,0 +
I sig lygti jrase¢ ro5 = %h, iSvedame krastinés salygos aproksimacijos formule:

h
—ap5Yr0 + 1 (doyo — o) = 0.
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Netolygusis diskretusis tinklas

Nagrinédami paprastyjy diferencialiniy lygciy pradinio uzdavinio sprendimo
metodus, jsitikinome, kad efektyviuose integravimo algoritmuose naudojami
nevienodi, adaptyviai parenkami integravimo zingsniai. Todél ir spresdami
krastinius diferencialinius uzdavinius naudosime netolyguji diskretyjj tinkla:

Wh = { Ti: Tj :mi—1+hi—0.57 1= 1727”' 7N7 xN:l }
Panagrinékime elementaria baigtine sritj (zr. 2.2 pav.):
1
Vi = [Ti—05, Tito5), Tizos =i+ §hiio,5 .

Integruodami diferencialing lygti srityje V; gauname tvermeés désnj:

Vi-l v i Vi+l
N V = /I o E =
Xio Xia X Xit1 Xiv2

2.2 pav. Baigtiniy turiy metodo netolygusis diskretusis tinklas

Ti40,5 Zi+0,5
Wit0,5 — Wi—0,5 + / q(x)u(z)dr = / flx)dx.
Ti—0,5 Zi—0,5

Srautg w;—o 5 aproksimuojame formule:

~ Uy — Uj—1
Wi—0,5 ¥ ~i—05—p———
i—0,5
¢ia pazyméjome koeficienta:
-1
;
1 / dx
a;i—05 = | 7— —
hi,(),g; kﬁ(:ﬂ)
Ti—1
Integrala aproksimuojame artiniu:
Ti40,5 Ti40,5

1
q(x)u(z) dr ~ hidu;, di = e / q(z)dzx,

Ti—0,5 Zi—0,5
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¢ia h; pazyméjome dviejy gretimy zingsniy aritmetinj vidurkj:

hitos + hi—o5

hi =
2

Sias formules jrase i sprendinio tvermés lygtj, gauname baigtiniy skirtumy
lygti:

1 Yit1 — Vi Yi — Yi—1
I e Jirl =9 0 ST Sl dous — 0 .
h, <a2+075 hz‘+0,5 a;—0,5 hi—0,5 + diy; = i

Naudodami baigtiniy skirtumy operatorius, Sig lygti uzrasome taupiau:
—(ayz)z +dy = ¢. (2.9)

Kai koeficientus a;—o5,d;, p; isreiskiame atitinkamais integralais, gau-
name etalonine baigtiniy skirtumy schema. Taciau daznai Siuos koeficientus
apskaic¢iuojame apytiksliai, aproksimuodami integralus juy artiniais:

di = q(x;), i = f(zs), (2.10)

o difuzijos koeficientg apskai¢iuojame imdami harmoning arba aritmeting
vidurkius arba viduriniy reiksmiy formule:
2k;k; 1 ki + ki1

——, G;j_05 = , ai—05 = k(xi—05) -
k?@"Fkifl 1—0,5 2 1—0,5 ( 7 0,5)

a;—0,5 =

Istirsime baigtiniy skirtumuy lygties (2.9) aproksimacijos tiksluma.

2.2 lema. Tegul diferencialinés lygties koeficienty k(z), q(x), f(x) antrosios
iSvestinés, o lygties sprendinio u(x) trecioji isvestiné yra tolydziosios funkci-
jos:

k(x) € C?0,1], q(z) € C?0,1], f(x)e C?0,1], u(z) e C30,1].

Tada baigtiniy skirtumu lygties (2.9) aproksimavimo paklaida yra isreiskia-
ma lygybe:
Vi = Nayi + i, (2.11)

o funkcijy n; ir p; mazumo eilé yra antroji:

n=O00h?), pi=O00h).
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Irodymas. Naudodami tvermés désnj gauname tokiag baigtiniy skirtumy
lygties aproksimavimo paklaidos israiska:

@iy05Uzi — (ku')ivos — ai—opuzi + (ku')i—os

Vi = >
Ti40,5 Ti40,5
1 1
- (diui T / q(x)u(z) dac) + <g0i W / f(x) dac) .
T;—0,5 Zi—0,5

Etaloninés schemos atveju paskutinis narys yra lygus nuliui. Ivertinsime sio
nario dydj, kai taikome paprastesne koeficienty skai¢iavimo formule (2.10).
Funkcija f(z) isskleiskime Teiloro eilute:

fla) = fi+ file — ;) + O(h7),

tada gauname:

f(x) i i x¢+0,5f(x) o f/(h?_oj) n O(h2) _ (h§—0,5fz‘/—0,5) i O(h2)
Y hy N8 s S 8 & aa
Ti—0,5
Analogiskai jrodome lygybe:
Ti40,5
1 hi_o5(qu)i_os 2
deui— - [ ot de = (FREEELE) 400,
Ti—0,5
Etaloninés schemos atveju teisingas jvertis:
Ti10,5
1 h? o5(qu)i05 5
d; u; — e / q(x)u(z)dr = <#)x + O(h3).
Ti—0,5

Panasiai tiriame ir srauto artinio paklaida. Atliksime tik harmoninio vidur-
kio formulés analize:

2k;k; 1

I O(h? -
Ui =)o 5 + ( 2*075)’ ki + ki1

= ki—o5 + O(hi_gs)-
Lema yra jrodyta. [J

IS lemoje jrodyto (2.11) jvercio iSeina, kad netolygiesiems diskretiesiams
tinklams baigtiniy skirtumy schemos aproksimacijos tikslumas maksimumo
normoje yra tik pirmosios eilés:

[l = guae i = 0(12) = o(n).

0<i<N h
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Taciau tai, kad aproksimavimo paklaida vienoje normoje yra mazesnio tiks-
lumo, dar nereiskia, kad ir baigtiniy skirtumy schemos globalioji paklaida
yra tokios pacios eilés dydis.

2.1.4. Didesnio aproksimacijos tikslumo schema

Tirdami krastinés salygos aproksimacijos tiksluma pasinaudojome
prielaida, kad diferencialiné lygtis yra tenkinama ir taske x = 0. Tai leido
mums jrodyti, kad krastinés salygos aproksimacijos tikslumo eilé yra antroji.
Sig idéja pritaikysime konstruodami didesnés nei antrosios aproksimacijos
tikslumo eilés baigtiniy skirtumy schema.

Panagrinékime krastinj uzdavinj:

{ —u" +qu(z) = f(z), 0<z <1, (2.12)
u(O) = o, u(l) = M1,

¢ia q yra skaicius, be to, laikysime, kad ¢ > 0.
Aproksimuokime diferencialinj uzdavinj baigtiniy skirtumy schema:

yow +qui = f(zi), i=1,2,...,N—1,

Yo = Mo, YN = M1

Tarkime, kad krastinio uzdavinio spredinio u(x) Sestoji iSvestiné yra tolygiai
aprézta:
(@) < C.

Tada baigtiniy skirtumy schemos (2.13) aproksimavimo paklaida:

h? () 4
Vi = —uge + qui — f(x;) = ol +O(h%).

(4)

1
Matome, kad pagrindiné aproksimavimo paklaidos dalis lygi _Eh2uz‘ .

Isdiferencijave (2.12) lygti du kartus, gausime lygybe:
ul (z) = qu(z) — f"(x).

Dar karta pasinaudoje diferencialine lygtimi, gausime tokia u(® (z) reiksmiy
skaiciavimo formule:

uW(2) = ¢ u(x) — qf (@) - f"(2).
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Dabar pertvarkykime baigtiniy skirtumy lygtj taip, kad aproksimavimo pak-
laidos israiskoje nelikty O(h?) eilés nario:
h? h? h?

—yix-l-Q(l-i-qE)y: (1+q5)f($i)+ﬁfm- (2.14)
Tokios baigtiniy skirtumy lygties aproksimavimo tikslumo eilé yra ketvir-
toji. Tiesiniy lygciu sistemos (2.14) matrica yra trijstrizainé ir diagonaliai
vyraujanti, todél ir didesnio tikslumo baigtiniy skirtumy schemos sprendinj
taupiai apskai¢iuojame perkelties metodu.



