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1.4. Standziosios PDL sistemos

Skaitiskai spresdami diferencialinj uzdavinj visada turime parinkti
diskretyji parametra 7. Cia tenka rasti kompromisg tarp keliy reikalavi-
my.

e Pirma, uzdavinio sprendimo laikas yra proporcingas dydziui %, todél
norédami sumazinti skaic¢iavimo kastus, siekiame integruoti su didziau-
siu galimu zingsniu 7.

e Antra, baigtiniy skirtumy metodo aproksimavimo paklaida n-ajame
zingsnyje yra proporcinga dydziui C7h. Todél norédami e tikslumu
apskaiciuoti diskretyjj sprendinj, turime imti pakankamai maza zings-
nj 7, < 74.

e Trecia, jei diskretusis metodas yra tik salygiskai stabilusis, tai paren-
kant 7 butina iSpildyti ir stabilumo reikalavima 7 < 7g.

Todél zingsnj 7, parenkame tokj, kad galioty nelygybé
Tp < min(7g,74).

Sprendziant jvairius uzdavinius, zingsnis 7, kartais labiau ribojamas
aproksimacijos tikslumo, kitais atvejais — stabilumo reikalavimo.

Néra vienareiksmisko standziyjy PDL apibrézimo. Paprasciausiu atveju
sakome, kad PDL pradinis uzdavinys yra standusis, jei Tg yra daug mazesnis
uz 74, tai yra stabilumo reikalavimas yra daug grieztesnis uz aproksimaci-
jos tikslumo reikalavima. Taciau toks apibrézimas neaprépia visy svarbiy
atvejy, todél veliau pateiksime ir kitus sio apibrézimo variantus.

Nagrinékime modelinj uzdavinj:

d_u =—-Au, A>0,
dt (1.64)
u(0) =1.

Sj uzdavinj spreskime neisreikstiniu Eulerio metodu:

IS lygties gauname lygybe
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todél neisreikstinio Eulerio metodo charakteristinés lygties sprendinys visada
tenkina nelygybe

1
1+ M1

q= <1,

tai yra neiSreikstinis Eulerio metodas yra nesalygiskai stabilusis.
Dabar (1.64) uzdavinj spreskime isreikstiniu Eulerio metodu:

Jo sprendinys yra

yr=(1- )\T)ynfl ,

todél sis metodas yra stabilusis, tai yra |¢| < 1, tik kai ispildyta salyga

T <

>

Jeigu A < 1, tai reikia imti labai maza diskretyjj zingsnj 7.

Jei sprendziame tik vieng lygti, tai stabilumo problema néra labai sudé-
tinga, nes ir diferencialinio uzdavinio sprendinys u = e~ mazéja greitai.
Todél laiko intervalas, kuriame sprendinio modulis didesnis uz pasirinkta
dydj e, néra ilgas. IS tiksliojo sprendinio iSraiskos gausime, kad uzdavinj
uztenka spresti intervale [0, 7], ¢ia T' apskaic¢iuojamas i$ lygties:

In(1
. L p_0/2)

A

10
Pavyzdziui, jei ¢ = 107%, tai T = —. Todél net ir spresdami (1.64) uzdavinj
salygiskai stabiligja schema, pavyzdziui, iSreikstiniu Eulerio metodu, kai pa-

rametras 7 turi tenkinti apribojima 7 < % gauname, kad zingsniy skaicius
T

yra lygus N = — =5 ir jis nepriklauso nuo parametro .
T

10
Intervale [0, —] zingsnis 7 labiau ribojamas dél aproksimacijos tikslumo,
o iSreikstinio ir neisreikstinio Eulerio metody aproksimavimo paklaidos yra
tos pacios eilés.
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1.4.1. Tiesiniy PDL lygciy sistemy stabilumas

Stabilumo salyga yra kur kas reikSmingesné, kai sprendziame diferencialiniy
lygéiy sistema. Pirmiausia iSnagrinésime modeling sistema

d

% = —)\1U1 s ul(()) = 1,

p (1.65)
% = —)\QUQ, UQ(O) =1.

Uzrasykime ja vektoriniu pavidalu

au
= A
dt v,

)\1 0 (75}
A= ., U= .
0 Mo U2

Jeigu A; > 0, tai abi sprendinio komponentés yra monotoniskai mazéjancios
funkcijos
ur(t) = e M up(t) = e M2t

Tarkime, kad vienas i§ parametry A; yra daug didesnis uz kita, pavyzdziui,
A2 > A;. Siuo atveju komponenté us(t) mazéja daug greiGiau nei wu(t),
todél laiko intervalas [0, 7], kuriame nagrinéjame (1.65) uzdavinj, priklauso
nuo Ai:

In(1 10
o (/s 10
A1 A1
Diferencialiniy lygciy sistema spreskime isreikstiniu Eulerio metodu:
n+1 Y ()
it h = —)\12/?7
-
+1 n
Yz —Y
2 - 2 _ _)\ng .

Tirdami sio metodo stabiluma gavome tokj diskrec¢iojo parametro 7 apribo-

jima:
< . 2 2 2
T<Ts, Ts=min|—,—]=—.
oo M) T X
Taigi isreikstiniu Eulerio metodu spresdami modeline diferencialiniy lygciy
sistema intervale [0, 7] atliksime N integravimo Zzingsniy:
T 5\

N>— =

— > 1.
TS A1
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Kiekvieng (1.65) modelinio uzdavinio lygti galéjome spresti ir atskirai.
Tada reikéty imti skirtingus Zingsnius 7; ir lygtis spresti skirtinguose laiko
intervaluose [0, 7};]. Taciau gauti rezultatai tinka ir bendroms diferencialiniy
lygéiy sistemoms:

Y _ v,
dt (1.66)
U)="0.

Egzistuoja tokia ortogonalioji matrica (), kad matrica

A=Q1AQ
yra jstrizaininé, o jos jstrizainés elementai sutampa su A matricos tikrinémis
reikSmémis. Nagrinékime nauja vektoriy V, kuris susijes su vektoriumi U
sarysiu

U=QV.

Irase Sig iSraiska j (1.66) lygti, gausime nauja diferencialiniy lygc¢iy sistema,
kurig tenkina V'(¢) vektorius:

v -
—=A
dt v,

V(0) =Q~'U(0).
Gauta lygéiy sistema yra analogiska jau iSnagrinétai modelinei diferenciali-
niy lygciy sistemai.
Dabar pateiksime tikslesnj standziyju PDL sistemuy apibrézima. (1.66)
diferencialiniy lygciy sistema yra vadinama standZigja, jei iSpildytos Sios
salygos:

a) Rely <0, k=12... M,

max |Re Ag|
b) = ——= 1 > 1
min [Re Ag|
¢ia Ar yra matricos A tikrinés reikSmés. Skaic¢ius S vadinamas A matricos
standumo skaiciums.

1.4.2. Netiesinés PDL sistemos

Dabar standumo savoka apibendrinsime netiesiniy PDL sistemoms

W puv),
i (1.67)

U0) =Up.
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Pazymeékime vektorines funkcijos F'(t,U) jakobiana

oh o O
Oouq Oug Oups

Ofi(t, Ut ofe 0f O

J(ta U(t)) = <f(TJ())> = aul 6u2 aZLM
6u1 6u2 auM

Sudarykime tiesiniy PDL sistema

dv

—r =J(LUM)V (@),

kuri vadinama (1.67) netiesinio PDL uzdavinio pirmuoju tiesiniu artiniu.

Netiesiniy PDL sistema yra standzioji, jeigu jos pirmasis tiesinis artinys
yra standzioji diferencialiniy lygé¢iu sistema. (1.67) lygciu sistemos lokalusis
standumo skaiCius sutampa su matricos J(¢,U(t)) standumo skai¢iumi.

Standziosios diferencialiniy lygéiy sistemos sprendinys priklauso ir nuo
greitai, ir nuo létai mazéjancéiy komponenciy. Pirmosios nulemia salygiskai
stabiliyjy metody pasirenkamo zingsnio 7 dydj, o antrosios — laiko intervalo
[0, 7] trukme.

Vél nagrinékime (1.65) modelinj uzdavinj. Intervale [0, }\—2] sprendinys
ug(t) keiciasi labai greitai, todél ne tik dél stabilumo, bet ir sickdami no-

rimo aproksimacijos tikslumo, turime skaic¢iuoti zingsniu 7 < o Taciau
2

10

laiko momentu t; = o komponenté ug(t) jau yra labai maza, nes uy(t1) =
2

e 19 < 0,0001, todél noréedami pakankamai tiksliai aproksimuoti funkcija

u1(t) galétume padidinti zingsnj 7 iki O()\_) Taciau isreikstinis Eulerio
1
metodas yra tik salygiskai stabilusis, todél ir toliau turime skaiciuoti mazu
2
zingsniu 7 = —.
A2
ISeitis is Sios situacijos — taikyti neiSreikstinius nesalygiskai stabiliuosius
metodus, tada diskretusis zingsnis 7 parenkamas tik atsizvelgiant j aproksi-
macijos tikslumo reikalavima. Kaip pavyzdj galime nurodyti neisreikstinj
FEulerio metoda. Tiesiniy PDL sistemoms Sis metodas uzrasomas tokiu budu:

Y — Yn—l

Tn

— Ay™,
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o netiesiniy PDL sistemoms:

Y — Yn—l

Tn

= F(t,,Y").

Artinys Y™ yra randamas i$ tiesiniy lygciy sistemos
(I-mA)Y"=y" "

Turédami netiesines PDL sistemas, kiekviename zingsnyje sprendziame
netiesiniy lygciy sistema

Y™ — 1, F(tp, Y™) =YL,

Neisreikstiniam Fulerio metodui realizuoti reikia daugiau aritmetiniy
veiksmy nei isreikstinio Eulerio metodo. Taciau tai, kad galime integ-
ruoti daug didesniu integravimo zingsniu 7, kompensuoja §j trukuma. Todél
standziosios PDL sistemos yra sprendziamos tik neisreiksStiniais nesalygiskai
stabiliaisiais metodais.

1.4.3. Neisreikstinis Rungés ir Kuto metodas
Siame poskyryje sudarysime A stabiliuosius neisreikstinio Rungés ir Kuto
metodo algoritmus.

Neisreikstinj m-pakopi Rungés ir Kuto metoda apibréziame tokia ma-
trica:

ar | bir b - bim
az | by by - boy
Am bml bm2 T bmm

o1 09 Om

Koeficienty radimas. Neisreikstinio Rungés ir Kuto metodo koeficientus
apskaic¢iuosime naudodami skaitinio integravimo formules. Norédami gauti
2m-osios eilés aproksimacijos tikslumo metoda, naudosime Gauso skaitinio
integravimo formules. Imkime m-osios eilés Lezandro (Legendre) daugia-
narj. Sie daugianariai yra ortogonaliis intervale [—1, 1], juos galime sudaryti
rekurenciaja formule:

(n+1)Lpt1(z) = 2n+ DaL,(x) —nLl,—1(x), (1.68)
Lo(x) =1, Li(x)==x.
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Rungés ir Kuto metodo koeficientai ay, as, . . ., an, parenkami kaip modi-
fikuoto Lezandro daugianario L, (y) = Ly, (2y — 1) Saknys.

Koeficientus b;;, 1 < 4,7 < m apskaic¢iuojame neapibréztiniy koefi-
cienty metodu. Reikalausime, kad visiems daugianariams P, (z), kuriy
eilé nevirsija m — 1, galioty lygybeés

a; m
/Pml(:v) dx:Zbiij,l(aj), i:1,2,...,m.
0 i=1

Koeficientus o; randame i$ panasios lygybés:

L m
/Pm_l(m) dr = Zaij(aj) .
0 j=1

Pasirinke tiesiskai nepriklausomy laipsniniy vienanariy sistema
17 xz, .’132, T xmil )
kuri yra pilna daugianariy P,,_;(x) aibéje, gauname tiesiniy lyg¢iy sistemas:

bi1 +big + -+ + bin = a;

SN

arbir + agbip + -+ - 4 A bi, =

Wl N

a%bﬂ + a%big R a%nbim = (1-69)

<L oo

—1 —1 _ 1
al" by +ay b+ +an 1bim:Ea;n-

Kadangi visos Lezandro daugianario Saknys yra skirtingos, tai tokios tiesiniy
lygciy sistemos matricos determinantas nelygus nuliui ir egzistuoja vienin-
telis jos sprendinys {b;1, bja, . . ., by, }. Panasiai apskai¢iuojame ir koeficientus
{01,092, ..., Om}.

Pazymeésime, kad visas m + 1 sistemas efektyviausia spresti kartu kaip
viena matricine lygtj:

al a 1
1 1 te 1 b11 ce bml 01 m
2 2
b b ay a1
ay az o G 12 0 bm2 02 2 2 2
2 2 2 _
ai  ay gy, bi3 -+ bmz o3 |=| df a1
L. 3 3 3
m—1 _—m—1 —1 : ) )
al a2 PEEErY a% blm DY bmm O'm l
m

3 |§ 3
3|
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1.13 pavyzdys. Dvipakopis neisreikstinis Rungés ir Kuto me-
todas. Sudarysime dvipakopio neisreikstinio Rungeés ir Kuto metodo
formule. Sio metodo aproksimacijos tikslumo eilé yra ketvirtoji. IS
(1.68) lygties randame antrosios eilés Lezandro daugianarj:

Ly(z) = %(3x2 — 1) ,

todél modifikuoto Lezandro daugianario Lo (y) saknys yra tokios:

L V3 L, V3
2

T2 6 T2
Sudarome matricine tiesiniy lygciu sistema:

3—-vV3 3+V3

1 1
bir bar o1 6 6 1
3-V3 343 biz b2 02 2-v3 2+V3 1 7
6 6 12 12 2

kuria iSsprende randame Rungés ir Kuto metodo koeficientus

1 1 V3
b1 = - big = — — —
=7 12 =7 6

1 V3 1
bop = =4+ —, by = -

21 4+6’ 22 1’
1 1
01_27 02_2-

1.4.4. Istrizaininis neisreikstinis Rungeés ir Kuto metodas

Neisreikstinio Rungés ir Kuto metodo privalumai yra A stabilumas ir
didelé metodo aproksimacijos tikslumo eilé.

Taciau reakizuodami §j algoritma atliekame labai daug skaiciavimy, ka-
dangi kiekviename jo zingsnyje net ir vienos diferencialinés lygties atveju
tenka spresti m-osios eilés netiesiniy lygciy sistema. Jei sprendziame M-
osios eilées PDL sistema, tai pagalbinés netiesiniy lygéiy sistemos eilé pa-
didéja iki mM-osios.

Yra pasiulyta daug neisreikstinio Rungeés ir Kuto metodo modifikacijy,
leidziané¢iy sumazinti algoritmo neiSreikstinuma. Nagrinésime tik vieng tokj
metoda, vadinama jstrizaininiu neisreikstiniu Rungés ir Kuto metodu (angl.
singly diagonally implicit Runge-Kutta arba SDIRK). Sio metodo matrica
yra tokia:
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aq A 0 0
a9 b21 A e 0
m | b1 b2 - A

0'1 0'2 PEEEY O'm

Kiekviename vieno zingsnio realizavimo etape nuosekliai sprendziame
tik M-osios eilés netiesiniy lygéiy sistemg. Gautasis metodas vél yra A
stabilusis.

1.14 pavyzdys. Dvipakopis jstrizaininis neisreikstinis Rungés
ir Kuto metodas. Istrizaininio neisreikstinio Rungeés ir Kuto
metodo formulés sudaromos panasiai kaip ir iSreikStinio Rungés ir
Kuto metodo formulés. Koeficientus parenkame taip, kad metodo
aproksimacijos tikslumo eilé buty didziausia ir metodas buty A sta-
bilusis. Gauname sudétingas netiesiniy lygciy sistemas, todél tokia
analizé yra labai sunkus uzdavinys, kai nagrinéjame daugiaetapius
metodus.
Uzrasykime dvipakopio jstrizaininio neisreikstinio Rungés ir Kuto
metodo formule standartine forma
yn+1 _ yn
—
K= f(tn + a1, y" —i—T)\Kl) ,

Ky = f(tn + aoT, yn + T(b21K1 + )\KQ)) .

= 01K + 02K>,

Sio metodo aproksimavimo paklaida yra

Y= ———— — 01Ky — 02K,
¢ia pazyméjome

f(l :f(tn—l—alT,u"—i—T)\f(l),
f(g = f(tn + asT, u" —i—T(lekl + ARQ)) .

Taigi turime Sesis koeficientus o1, 03, a1, as, ba1, A, kuriuos parinksime
taip, kad aproksimavimo paklaida buty O(73) eilés dydis.
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Pazymékime funkcijos f iSvestines:

f:f(tnaun)’ ft:Wa
~ Of(tn,u") B 02 f (tn,u™)
fu— ou 9 ftu — otou .

IS diferencialinés lygties /' = f nesunkiai iSvedame lygybes
u" = fi+ ffu,
" = fio+ 2f fou Sefut TIRA LI fu
Pasinaudoje funkcijos u"*! Teiloro skleidiniu, gausime lygybe
un+1 —um

:f_|_

T

(fi+ ffu)
2
(fot +2f fru + fefu + FL2+ ) + O(F%).

SRR

"%

Funkcijos K3 skleidinj apskaic¢iuojame tris kartus pritaike Teiloro for-

mule
Ky = f+7ayfi + TAK fu + 5 fre + 71 K1 fry
TQAQ
~ 7202
= f+Tarfi + TA(f + Tarfi + TAKL fu) fu + 5 fut

232
F TS fuu b T P+ O
2
= [ r(afi + A F) + T Qanfefu+ XL T2+ T
2
FaA T fuut 5 S ) +O(TY).

Panagiai apskaic¢iuojame ir funkcijos Ko skleidinj
Ko = f+ m(aafe + (ba1 + N f fu) + 72 ((ba1a1 + Aa2) fifu

2
+ (2ba1 + A f 2+ %ftt + az(ba1 + ) f fru

+@ﬂgiﬁﬂh@+ou%.
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Norédami gauti treciosios tikslumo eilés aproksimacija, sudarome lyg-
¢iy sistema

o1 +o9=1,

—_

a101 + a0 = <,

[\

1
Aoq + (bgl + )\)0'2 = 5,
2 2 1

a10'1 + a20'2 - g,

1 1.70
a1 Ao + az(bo1 + Aoy = 3 (1.70)

1

a1Ao1 + (ba1ar + Aag)og = 5

)

AN2o1 + A(2bg1 + Mo =

=

W[ =

N2y + (b1 + N)20g =

Pirmosios dvi lygtys garantuoja, kad metodo aproksimacijos tikslumo
eilé yra antroji, kitos Sesios lygtys reikalingos metodui sudaryti, kurio aprok-
simacijos tikslumo eilé yra trecioji.

Matome, kad Sesi koeficientai turi tenkinti astuonias lygtis, todél tokia
lygciy sistema gali buti nesuderinta ir neturéti sprendiniy. Taciau jrodyta,
kad (1.70) lyg¢iy sistema turi vienintelj sprendinj, kuris apibrézia dvipakopj
istrizaininj neisreikstinj Runges ir Kuto metoda

3+v3 | 3+V3 0
6 6
3-V3 V3 3+V3
6 3 6
1 1
2 2

1.4.5. Rozenbroko metodas

Realizuodami m-etapj jstrizaininj neisreikstinj Rungés ir Kuto metoda kiek-
viename jo zingsnyje sprendziame m netiesiniy lygc¢iy arba ju sistemuy. Sio
trukumo neturi Rozenbroko (Rosenbrock) metodas. Tai dar viena Runges ir
Kuto metodo modifikacija. Pateiksime tik dvipakopio Rozenbroko metodo
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formule:

n+1 n
-y 3 1
2 7 K +-K
- 5 1+2 2,
(I =7 (tn, y™) K1 = f(tny™),
(I =~7d(tn,y™)) Ko = f(tn + 7, y" + 7K1) — 2K,

V2

ciay =1+ 5 0 J(t,y) yra funkcijos f Jakobio matrica. Realizuodami

(1.71)

algoritma sprendziame dvi tiesiniy lygéiy sistemas. Pazymésime, kad abiejy
lygciy sistemy matrica yra ta pati, todél uztenka tik viena karta apskaiciuoti
Sios matricos LU isskaidyma.

Nesunku patikrinti, kad (1.71) metodo aproksimacijos tikslumo eilé yra
antroji. Istirsime dvipakopio Rozenbroko metodo stabilumg. Siuo metodu
spreskime modeline diferencialine lygtj

du

— =—A A=0,

dt “
tada gauname tokj skaitinj sprendinj:

v =R,

¢ia R(p) yra Rozenbroko metodo stabilumo funkcija

R(u) = 1+ (1 +V2)pu
(1+ (1 ++v2/2)p)”
Kadangi R(p) < 1, kai g > 0, tai dvipakopis Rozenbroko metodas yra nesa-

lygiskai stabilusis. Tirdami jo stabilumo sritj kompleksiniy skaiciy plokstu-
moje C, taip pat nesunkiai jsitikiname, kad metodas yra ir A stabilusis.



